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Kapitel 1

Thermodynamische Systeme und
der 1. Hauptsatz der
Thermodynamik

In diesem Kapitel wollen wir verstehen, was thermodynamische Systeme sind, auf
welche Weisen sie beschreibbar sind, wie sie mit ihrer Umgebung wechselwirken
kénnen, wie wir ein thermodynamisches System abgrenzen und was wir iiber sei-
ne Energie aussagen kénnen. Wir werden den 1. Hauptsatz der Thermodynamik
formulieren; er ist das fundamentale Postulat {iber die Energie thermodynamischer
Systeme bei ihren Wechselwirkungen mit der Umgebung.

1.1 Thermodynamische Systeme

Thermodynamische Systeme sind Systeme mit einer sehr grofien Anzahl von Frei-
heitsgraden. Wenn es sich um physikalische Systeme handelt, dann wird die Anzahl
von Freiheitsgraden dort meist durch die Anzahl N von Teilchen bestimmt, deren
jedes seine Freiheitsgrade der Bewegung besitzt. Das konnen die Translationsbe-
wegungen der Teilchen sein oder auch Schwingungsbewegungen, falls die Teilchen
an feste Lagen gebunden sind. Hinzu kommen méglicherweise Rotationsbewegungen
der Teilchen oder auch innere Schwingungen, falls die Teilchen eine innere Struk-
tur besitzen. Die Anzahl der Freiheitsgrade in solchen Systemen ist proportional
zur Teilchenzahl N, und die ist in makroskopischen Systemen sehr grof}. Unter ma-
kroskopischen Systemen wollen wir hier Systeme mit Ausmaflen aus der unmit-
telbaren menschlichen Vorstellungswelt verstehen. Typischerweise enthalten solche
Systeme Massen von der Groflenordnung von einem Mol entsprechend einer Anzahl
von N ~ L = 6,0225- 10?3 Teilchen. L heifit die Avogadro—Zahl. Die Begriffsbildung

13



14 1. DER 1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK

thermodynamische Systeme entsteht also aus dem Verhéltnis von makroskopischen
Ausmaflen zu den mikroskopischen Ausmafien eines einzelnen Teilchens.

Freiheitsgrade in physikalischen Systemen miissen nicht unbedingt an die Vorstel-
lung von Teilchen gebunden sein. Eine andere Moglichkeit sind die Freiheitsgrade
von Schwingungen, z.B. Schwingungen in einem materiellen Kontinuum oder in ei-
nem elektromagnetischen Feld. Wenn solche Systeme makroskopische Ausmafle be-
sitzen, ist wiederum die Anzahl ihrer Freiheitsgrade sehr grof}, weil die Wellenlédngen
der Schwingungen sehr klein im Verhéltnis zu makroskopischen Ausmafien sind, bei
elektromagnetischen Schwingungen sogar beliebig klein. Wir kénnen hier auch be-
reits die Quantentheorie ins Spiel bringen: sie quantisiert die Schwingungen, z.B. die
Schwingungen des materiellen Kontinuums zu Phononen oder die des elektromagne-
tischen Feldes zu Photonen. Damit hiatten wir die Systeme mit Schwingungen wieder
auf Systeme mit Teilchen zuriickgefiihrt, die dann natiirlich quantentheoretisch zu
beschreiben sind.

Thermodynamische Systeme miissen aber nicht physikalische Systeme sein. Chemi-
sche oder biologische Systeme sind ebenfalls immer auch thermodynamisch, weil sie
makroskopische Ausmafie besitzen und aus Teilchen bestehen. Auf der mikrosko-
pischen Ebene der Teilchen unterscheiden sich chemische und biologische Systeme
nicht von den Systemen, die wir physikalisch zu nennen gewohnt sind. Auch eine
einzelne biologische Zelle ist noch ein thermodynamisches System. An eine Grenze
geraten wir moglicherweise im Fall von Zellorganellen, also von Untereinheiten einer
biologischen Zelle, die manchmal nur mehr eine Grolenordnung von 1000 Teilchen
einer bestimmten Sorte enthalten. Ist 1000 noch sehr grofl? Wir werden sogleich
darauf eine Antwort zu geben versuchen.

Die Vorstellung mikroskopischer Freiheitsgrade in thermodynamischen Systemen
muf} aber nicht mit elementaren Teilchen oder Schwingungen verkniipft sein. Auch
ein System mit einer sehr groflen Anzahl von Nervenzellen, ein sogenanntes neuro-
nales Netz, ist ein thermodynamisches System. Die mikroskopischen Freiheitsgrade
sind hier nicht die Bewegungen von Teilchen, sondern die Zusténde eines einzelnen
Neurons. Aber auch Systeme mit einer sehr grofien Anzahl biologischer Individuen,
wie man sie in der Populationsdynamik diskutiert, konnen thermodynamisch sein.
Man kann die Thermodynamik bis in die Soziologie hinein fortsetzen, allerdings um
den Preis, daff man dort dem menschlichen Individuum dieselbe Rolle zuweist wie
einem Wassermolekiil in einem Kubikzentimeter Wasser.

Die Begriffsbildung thermodynamische Systeme héngt offenbar an der Vorstellung,
die wir mit dem Ausdruck sehr grof verbinden. Bei N a2 6-1023 scheint das unproble-
matisch, aber bei N ~ 1000 kommen uns doch schon Zweifel. Wir wollen hier schon
einmal die Antwort vorwegnehmen, die die Thermodynamik auf dieses Problem ge-
ben wird. Sie wird Aussagen iiber thermodynamische Variabeln, z.B. die Energie U
eines thermodynamischen Systems, mathematisch in der Form einer Reihe machen,
die typischerweise die folgende Gestalt hat:
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U=Nu+NV6u+....

Das ist eine Entwicklung in Potenzen von N2, Der fithrende Term geht propor-

tional zur Teilchenzahl N, die hier die Anzahl von Freiheitsgraden charakterisieren
soll. u hat die Bedeutung einer mittleren Energie pro Teilchen. Der nichste Term
beschreibt die sogenannten Fluktuationen vom Mittelwert. Je nach der Art der Fra-
gestellung wird man nur den fithrenden Term, also den Mittelwert, oder auch die
Fluktuationen oder gar noch weitere Terme beriicksichtigen. Die Thermodynamik
ist also eine asymptotische Theorie fiir N — oo. Den Grenziibergang N — oo be-
zeichnet man auch als den thermodynamischen Limes.

Die obige asymptotische Reihe fiir U kann allerdings problematisch werden. Die
Fluktuationen du konnen in der Nahe kritischer Punkte von Phaseniibergéngen di-
vergieren und die Asymptotik fiir N — oo, je nach der Reihenfolge der Grenzpro-
zesse, kompensieren. In solchen Fillen mufi man auf die tatséchliche physikalische
Situation zuriickgreifen. Jedes reale physikalische System besitzt nur endliche viele
Teilchen N. Folglich sind dann die thermodynamischen Eigenschaften solcher Pha-
seniibergiinge in nicht—trivialer Weise von der Systemgrofie abhéingig. Wir werden
spéater noch einmal auf diese Situation zuriickkommen. Vorerst wollen wir annehmen,
dafl die asymptotische Entwicklung nach N~'/2 unproblematisch ist.

1.2 Mikrodynamik

Wir wollen jetzt voraussetzen, dafl es in jedem thermodynamischen System eine
Beschreibung der Dynamik der mikroskopischen Freiheitsgrade gibt, die wir Mikro-
dynamik nennen wollen. Im Fall physikalischer Systeme ist die Frage nach der Mi-
krodynamik einfach zu beantworten. Es sind die Bewegungsgleichungen fiir Teilchen
oder Felder, im Bereich der klassischen Physik also die Newtonschen Bewegungsglei-
chungen bzw. die Maxwellschen Gleichungen. Wir wollen die Mikrodynamik fiir das
Beispiel von klassischen Teilchen erldutern. Die Newtonschen Bewegungsgleichun-
gen beschreiben dort die Bewegung der Teilchen unter der Einwirkung der Kriéfte,
die auf jedes der Teilchen ausgeiibt werden, z.B. durch Wechselwirkungen mit an-
deren Teilchen, durch die Wénde des Systems oder durch &uflere Felder, etwa das
Gravitationsfeld oder duflere elektromagnetische Felder, falls die Teilchen eine elek-
trische Ladung tragen. Durch die Bewegungsgleichungen sind, nach Mafigabe von
Anfangsbedingungen, die Bahnen der Teilchen bestimmt. In der Thermodynamik ist
es iiblich, statt der Newtonschen Bewegungsgleichungen die kanonische Beschreibung
durch Hamiltonsche Bewegungsgleichungen zu verwenden. Die kanonische Theorie
schlieit {ibrigens auch die Beschreibung von Freiheitsgraden von Feldern ein. Wir
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werden spéiter darauf zuriickkommen. In jedem Fall liefert die Mikrodynamik eine
vollstdndige Beschreibung des Verhaltens der mikroskopischen Freiheitsgrade des
Systems.

Auch die quantentheoretische Version der Mikrodynamik ist offensichtlich: fiir Teil-
chensysteme ist es die Schrodinger—Gleichung eines Vielteilchensystems, moglicher-
weise in der Form der 2. Quantisierung. Wenn die mikroskopischen Freiheitsgra-
de elektromagnetische Schwingungen sind, miissen wir die Quantenelektrodyna-
mik bemiihen. In jedem Fall liefert die quantentheoretische Mikrodynamik eine
vollstindige Beschreibung des Verhaltens der mikroskopischen Freiheitsgrade in der
Form von Zustandsvektoren im Hilbertraum des Systems.

Als Mikrozustinde bezeichnet man momentane Zustinde der Mikrodynamik. Fiir
klassische Teilchen ist ein Mikrozustand durch die Angabe der Orte und Geschwin-
digkeiten sdmtlicher Teilchen zu einer bestimmten Zeit festgelegt, in der kanonischen
Version durch die Angabe der Orte und Impulse. In der Quantentheorie ist ein Mi-
krozustand durch die Angabe eines Zustandsvektors zu einer bestimmten Zeit im
Hilbertraum des Systems festgelegt. Wir stellen uns vor, dafl sich der Mikrozu-
stand eines thermodynamischen Systems in einer sehr grofien Menge von erreichba-
ren Zustdnden als Funktion der Zeit bewegt.

Im Fall von nichtphysikalischen Systemen z.B. in der Theorie der neuronalen Net-
ze oder in der Populationsdynamik, ist die Frage nach der Mikrodynamik nicht so
einfach zu beantworten. In diesen Beispielen mufi die Mikrodynamik angeben, in
welcher Weise sich der Zustand eines Neurons dndert oder wie sich ein Individuum
bewegt, vermehrt oder wie es ausstirbt. Die Mikrodynamik, die man hier treffen-
der mesoskopische Dynamik nennen sollte, ist in diesen Systemen durch Modelle
zu beschreiben, und die thermodynamischen Eigenschaften eines Systems konnen
empfindlich von diesen Modellen abhéngen.

In der dlteren thermodynamischen Literatur folgte an dieser Stelle das Argument,
daf} zwar die Vorstellung einer vollstdndigen Beschreibung eines thermodynamischen
Systems durch seine Mikrodynamik erlaubt, jedoch praktisch undurchfiihrbar sei.
Dieses Argument ist heute nicht mehr zwingend. Man kann die Newtonschen Bewe-
gungsgleichungen fiir klassische Systeme von Teilchen mit Anzahlen von einigen 10°
bis 10¢ auf hinreichend groBen und schnellen Computern durch numerische Integra-
tion l6sen und aus den Losungen thermodynamische Eigenschaften durch entspre-
chende Datenverdichtungen gewinnen. Diese Methode ist die sogenannte Molecular
Dynamics (MD). Im Gegensatz dazu sucht die Thermodynamik, ohne Kenntnis der
vollstdndigen Losungen thermodynamische Schliisse allein aus der Existenz und der
Struktur der Mikrodynamik zu ziehen. Thermodynamik und MD miissen sich heu-
te ergdnzen. Dort, wo die Thermodynamik keine analytischen, d.h. mathematisch
allgemein verbindlichen Aussagen mehr machen kann, wird man die MD ergénzend
heranziehen. Wir wollen hier den Weg der Thermodynamik verfolgen.
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1.3 Makrodynamik

Wenn wir ein makroskopisches System beobachten, und unter Beobachtung wollen
wir im wesentlichen die physikalische Messung verstehen, dann interessieren uns Aus-
sagen iiber Eigenschaften des Systems als ganzes, nicht jedoch {iber das Verhalten
der einzelnen mikroskopischen Freiheitsgrade. Solche ganzheitlichen Eigenschaften
sind in physikalischen Systemen z.B. die Masse, moglicherweise auch die Massen ein-
zelner Komponenten, das Volumen, die Energie, das elektrische oder magnetische
Moment. Allgemein nennt man solche Systemgréflen makroskopische oder einfach
thermodynamische Variabeln. Das Verhalten dieser Variabeln heif3t Makrodynamik
oder einfach Thermodynamik. Wihrend die Formulierung der Mikrodynamik durch
mikroskopische Bewegungsgleichungen unproblematisch ist, erscheint die Formulie-
rung makroskopischer Bewegungsgleichungen fiir die Thermodynamik hochst proble-
matisch und physikalisch véllig offen. Wie im vorhergehenden Abschnitt erwdhnt,
versucht die Thermodynamik, ihre Aussagen allein auf die Existenz und die Struktur
der Mikrodynamik und auf die sehr grofle Anzahl ihrer Freiheitsgrade zu stiitzen. Sie
wird dabei natiirlich alle physikalischen Aussagen iiber das jeweilige System benut-
zen, allen voran die fundamentalen Erhaltungssétze iiber die Masse, Energie, Impuls,
Drehimpuls, elektrische Ladung. Hinzu kommen grundlegende statistische Aussagen,
die mit der groflen Anzahl der mikroskopischen Freiheitsgrade zusammenhéngen und
die zu Wahrscheinlichkeitsaussagen fiir physikalische Zustéinde fiihren werden.

Das Programm der Thermodynamik ist auf verschiedenen Ebenen der Ausfiihrlich-
keit durchfiihrbar. Wenn man ausschliefflich die Existenz einer Mikrodynamik mit
einer sehr groflen Anzahl von Freiheitsgraden verwendet, kommt man zu einer ther-
modynamischen Rahmentheorie, die nur sehr allgemeine Aussagen iiber thermody-
namische Systeme machen kann. Man nennt diese Theorie auch die phdnomenologi-
sche Thermodynamik. Sie ist das Vorbild einer physikalischen Systemtheorie. Wenn
man nicht nur die Existenz, sondern auch die mathematische Form der Mikrody-
namik, also etwa die kanonischen Bewegungsgleichungen benutzt, kommt man zur
sogenannten statistischen Thermodynamik. Diese gibt ein rigoroses Schema dafiir
an, wie man aus der detaillierten Struktur der Mikrodynamik eines Systems seine
thermodynamischen Eigenschaften bestimmen kann. Im Gegensatz zur phdnomeno-
logischen Thermodynamik ist das Schema der statistischen Thermodynamik aller-
dings nur auf die Umgebung spezieller thermodynamischer Zustinde, ndmlich der
Gleichgewichtszustinde in einfacher Weise anwendbar. Die Durchfiihrung des Pro-
gramms der statistischen Thermodynamik, also die Realisierung ihres Schemas, ist
aufferdem nur fiir besonders einfache Typen der Mikrodynamik auf einfache Weise
analytisch moglich.

Die Bezeichnung phdnomenologische Thermodynamik fiir die thermodynamische
Rahmentheorie ist nicht besonders gliicklich. Sie legt die Vermutung nahe, dal man
dort den statistischen Charakter eines Systems mit einer sehr groflen Anzahl von
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Freiheitsgraden unberiicksichtigt lassen konnte. Wir werden sehen, dafi das nicht
moglich ist. Keine Art von ernsthafter Systemtheorie kommt ohne jede Kenntnis
der inneren Strukturen oder der inneren Dynamik des Systems aus. Fiir jede Art
von Thermodynamik ist die Beriicksichtigung des statistischen Charakters des Sy-
stems unverzichtbar.

1.4 Wechselwirkungen thermodynamischer Sy-
steme

Thermodynamische Systeme konnen mit ihrer Umgebung wechselwirken, indem sie
mit ihr auf physikalisch verschiedene Weisen Energie austauschen. Umgebung in die-
sem Sinne kann ein anderes thermodynamisches System sein, aber auch ein gewoéhn-
liches physikalisches System, das nur durch wenige Freiheitsgrade beschreibbar ist,
z.B. ein mechanisches System wie etwa eine deformierbare Feder, ein Gewicht unter
der Einwirkung seiner Schwerkraft, oder elektrische und magnetische Systeme wie
elektrische und magnetische Felder oder ein Elektromotor. Physikalische Systeme,
die sich im Gegensatz zu thermodynamischen Systemen mit wenigen Freiheitsgraden
beschreiben lassen, werden wir im folgenden auch einfach nicht-thermodynamisch
nennen.

Wir zéhlen im folgenden die wichtigsten Arten von Wechselwirkungen thermody-
namischer Systeme mit ihrer Umgebung auf. Wir wollen fiir die Zahlung einer aus-
getauschten Energie W vereinbaren, dafl 6WW > 0 ein differentieller Energiebetrag
ist, den das betrachtete System aus seiner Umgebung aufnimmt, und entsprechend
OW < 0 ein Energiebetrag, den das System an seine Umgebung abgibt.

1.4.1 Mechanische Wechselwirkungen

Wir stellen uns vor, daf ein thermodynamisches System von Winden eingeschlos-
sen ist. Durch Verschiebung der Wénde dndert sich das Volumen des Systems bzw.
Volumen wird zwischen dem System und seiner Umgebung ausgetauscht. Da auf die
Winde Krifte wirken, z.B. innere und duflere Druckkréfte, wird mit dem Volumen
im allgemeinen auch mechanische Energie ausgetauscht. Es sei 0V eine differentielle
Volumenanderung, so dafy analog zur Zahlung der ausgetauschten Energie 6V > 0
eine Zunahme des Systemvolumens, entsprechend 0V < 0 eine Abnahme bedeutet.
Der Austausch mechanischer Energie 6W,,..;, wird proportional zu 0V sein. Wenn
wahrend des Austauschvorgangs stets ein mechanischer Druck p definiert ist, erwar-
ten wir
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5Wmech = —p ov. (11)

Das Vorzeichen erklért sich daraus, dafi der Druck positiv ist, p > 0, und das System
bei einer Ausdehnung (6V > 0) mechanische Arbeit an seiner Umgebung leistet, d.h.,
mechanische Arbeit an die Umgebung abgibt und umgekehrt bei 6V < 0.

Dafl wahrend des Prozesses 6V immer ein mechanischer Druck existiert, ist eine
Annahme, die nicht unbedingt zutreffen mufl. Wir werden solche Prozesse spéter
als quasistatisch kennenlernen. Wenn der Volumenaustausch aber z.B. mit einer
Explosion verbunden ist, gibt es im allgemeinen keinen einheitlichen Druck mehr.

Differentiale wie 6V oder 6W,,.., kann man iiber endliche Prozesse integrieren. Wenn
wir den Anfangs— und Endzustand eines endlichen Prozesses mit 1 bzw. 2 bezeichnen,
dann ist

2
/ oV =V, — Vi, (1.2)
1

also gleich der Differenz der Volumina von End— und Anfangszustand. Das Ergebnis
der Integration ist eindeutig, weil nur iiber eine skalare Variable V' integriert wird.
Man nennt oV dann auch ein wvollstindiges Differential. Wenn wir dagegen den
Differentialausdruck dW,,e.;, aus (1.1) integrieren,

[ W=~ [ pov. (1.3)

wird das Ergebnis im allgemeinen davon abhéngen, in welcher Weise der als defi-
niert angenommene Druck p wihrend des Prozesses 1 — 2 vom Volumen abhéngt.
Deshalb ist p0V im allgemeinen kein vollstdndiges Differential. Als Beispiel stellen
wir uns das Aufpumpen eines Fahrradreifens vor: man kann den Reifen langsam
oder schnell aufpumpen. In jedem Fall ist der Zustand 1 der leere und der Zustand 2
der aufgepumpte Reifen. Beim schnellen Aufpumpen miissen wir aber mehr Energie
aufbringen. Das sagt uns unsere intuitive Erfahrung und das werden wir spiter bei
der Formulierung des 1. Hauptsatzes auch verstehen.

1.4.2 Chemische Wechselwirkungen

Die Wénde, in die ein thermodynamisches System eingeschlossen ist, konnen fiir die
Teilchen, aus denen das System besteht, durchléssig sein. Man nennt solche Wénde
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permeabel. Durch permeable Wiande kann das System Teilchen mit der Umgebung
austauschen. Wir zdhlen wiederum 0N > 0 als Aufnahme von Teilchen, 0N < 0
als Abgabe. Mit dem Austausch von Teilchen ist der Austausch chemischer Energie
OWenem ~ 0N verbunden. In Analogie zu (1.1) schreiben wir

6Wchem = /J,5N (14)

und bezeichnen p als das chemische Potential pro Teilchen. Das chemische Potential
ist offenbar die analoge Grofle zum mechanischen Druck. Wie im Fall des Drucks
muf} es auch nicht unbedingt fiir alle Prozesse 6 N immer ein chemisches Potential
geben. Fiir die bereits frither erwdhnten quasistatischen Prozesse gibt es immer ein
chemisches Potential.

Wir wollen versuchen, eine physikalisch anschauliche Vorstellung mit der chemi-
schen Energie bzw. mit dem chemischen Potential p zu verbinden. Das chemische
Potential enthélt unter anderem chemische Bindungsenergie. Wir werden spéter ver-
stehen, dafl Unterschiede des chemischen Potentials chemische Reaktionen treiben
kénnen. Das chemische Potential enthélt aber auch die relativistische Ruhenergie
von Teilchen, die bei Kernreaktionen umgesetzt wird. Dariiber hinaus enthélt das
chemische Potential entropische Beitriage: wie wir ebenfalls spiter verstehen werden,
ist das chemische Potential um so hoher, je dichter die Teilchen in einem System
sind. Intuitiv erwarten wir, daf§ die Teilchen spontan aus Regionen hoher Dichte in
Regionen niedrigerer Dichte abwandern. Es wird sich herausstellen, dafl dafiir Diffe-
renzen des chemischen Potentials zwischen den Regionen hoher und niedriger Dichte
verantwortlich sind.

Fiir die Differentiale 0N und 0W,j.,, trifft dasselbe zu wie fiir 0V und 6W,,.., bei
den mechanischen Wechselwirkungen: 0NV ist ein vollstdndiges Differential, 6W pem
im allgemeinen nicht. Mit anderen Worten: wenn wir (1.4) iiber einen endlichen
Prozef} integrieren, hingt das Ergebnis von der Prozefifiihrung ab, weil das chemische
Potential aufler von der Teilchenzahl N von weiteren thermodynamischen Variabeln
abhéngt, die wihrend des Prozesses auf verschiedene Weisen mitgefiihrt werden
kénnen.

Das thermodynamische System kann mehrere Arten von Teilchen £ = 1,2,... K
enthalten, die man auch Komponenten des Systems nennt. Ein Beispiel ist Luft, die
Stickstoff Ny, Sauerstoff Oy, Kohlendioxid CO5, Wasser HyO und weitere Spurengase
enthélt. Dann besitzt in quasistatischen Prozessen jede Komponente £ ihr eigenes
chemisches Potential i, pro Teilchen und wir schreiben statt (1.4)

K
(5W0hem = Z M (5Nk (15)

k=1
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Es kann sein, dafl die Wande des Systems nur fiir einzelne Komponenten durchléssig
sind. Man nennt solche Wande dann semipermeabel.

1.4.3 Elektrische Wechselwirkungen

Unter diesem Thema denkt man zunéchst an den Austausch elektrischer Ladung
zwischen einem thermodynamischen System und seiner Umgebung. Tatsédchlich ist
Ladungsaustausch ein sehr typischer Prozef} in der Thermodynamik, aber elektrische
Ladung wird stets von Teilchen getragen, z.B. von Ionen oder Elektronen. Also ist
Ladungsaustausch immer mit chemischer Wechselwirkung verkniipft, die wir soeben
untersucht haben. Wenn Teilchen ausgetauscht werden, die elektrische Ladung tra-
gen, muf} die chemische Wechselwirkung zu einer elektrochemischen Wechselwirkung
erweitert werden, insbesondere das chemische Potential zu einem elektrochemischen
Potential. Diese Erweiterung werden wir spéter vorstellen, nachdem wir eine prézi-
sere Definition des chemischen Potentials vorgenommen haben.

Hier geht es uns um eine andere Version von elektrischer Wechselwirkung, und zwar
zwischen einer moglichen elektrischen Polarisation des thermodynamischen Systems
und einem dufleren elektrischen Feld, das als Umgebung fiir das System auftritt. Wir
stellen uns vor, daf es in dem thermodynamischen System verschiebbare positive und
negative elektrische Ladungen gibt. Diese Ladungen sollen allerdings nicht vollig frei
verschiebbar wie in einem elektrischen Leiter, sondern an gewisse Ruhelagen gebun-
den sein, so daf} ein elektrisches Feld immer nur eine endliche Verschiebung bewirken
kann. Auf diese Weise kann es im System zu einer Entstehung von Dipolen durch
Ladungstrennung kommen. Allerdings kann das System auch schon Molekiile mit
einem festen Dipol enthalten, wie das z.B. bei Wassermolekiilen der Fall ist. In einer
solchen Situation bewirkt ein dufleres elektrisches Feld eine Ausrichtung der Dipo-
le in Feldrichtung, die allerdings, wie wir spéter verstehen werden, im allgemeinen
nicht vollstindig sein wird.

Wir wollen jetzt die Energie W,; berechnen, die ein polarisierbares thermodynami-
sches System mit einem dufleren elektrischen Feld austauscht, wenn seine Polarisa-
tion P, definiert als die rdumliche Dichte des Dipolmoments, um § P geandert wird.
Wir miissen dazu auf einige Relationen aus der Elektrodynamik der Materialien
zuriickgreifen, und zwar auf

D=¢E+P, VD= (1.6)

Die erste Relation verkniipft die elektrische Verschiebungsdichte D mit dem elektri-
schen Feld E und der Polarisation P. Die zweite Relation besagt, dafl die Quellen
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von D die elektrischen Ladungen sind, deren rdumliche Dichte mit p bezeichnet wird.
Diese elektrischen Ladungen sind die sogenannten "wahren” Ladungen: sie enthalten
nicht diejenigen Ladungen, die durch Polarisation oder durch Orientierung entste-
hen. Wir stellen uns vor, dafi das elektrische Feld durch das Vorhandensein von
elektrischen Leitern £ = 1,2, ... jeweils mit der Ladung @), entsteht. Dann besteht
zwischen )y und D der Zusammenhang

Q= 7{@ df, D. (1.7)

Hier wird iiber die Oberflache (¢) des Leiters ¢ integriert, wobei die Flachenelemente
df, die aus dem Leiter hinausweisende Normalenrichtung haben sollen. (1.7) gilt
unabhéngig davon, ob das polarisierbare System an den Leiter angrenzt oder nicht.
Auf jeden Fall ist eine Anderung 6 P durch eine Anderung 6D und diese wiederum
durch eine Anderung der Ladungen 6Q; bedingt. Letztere sind mit einer Anderung
der Feldenergie um

Wea =Y @00, (1.8)
;

verkniipft, wobei ®, das Potential des Leiters ¢ ist. W,; in (1.8) ist die Energie, die
zur Anderung des Feldes einschlieBlich der Anderung der Polarisation aufzubringen
ist, also als Energie an das System zu rechnen ist. Wir setzen (1.7) fiir dQ); bzw. 6D
in (1.8) ein und fiihren die folgende Umformung durch:

W, = zejcbg ﬂ)df(SD:Zé:fwdf@dD:

=—¢ df®sD=- | dVV (®4D.) (1.9)
oVp Vo

Hier haben wir davon Gebrauch gemacht, dafl das Potential auf den Leiterober-
flaichen konstant ist, und auflerdem haben wir die Integrationen iiber die Leiterober-
flichen (¢) zusammengefaft zu einer Integration iiber die Grenzfliche dV; des Volu-
mens Vp, das durch den Raum auflerhalb der Leiter gebildet wird. Dabei tritt ein Vor-
zeichenwechsel auf, weil die in Normalenrichtung aus V; herausweisenden Fliachen-
elemente ¢ f den 0 f, entgegengesetzt sind. Die Grenzfliche 0V}, enthilt zusétzlich zu
den Leiteroberflichen noch die co—ferne Fléche. Diese liefert keinen Beitrag zum In-
tegral, weil dort simtliche Felder, also auch 6 D verschwinden. Schliefllich haben wir
im letzten Schritt vom Gauf3schen Integralsatz Gebrauch gemacht. Jetzt benutzen
wir die Produktregel
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V (06D)=®V D+ 6DV

und beachten, dafl VoD = 0, weil sich in Vj, also auflerhalb der Leiter, keine
felderzeugenden Ladungen befinden sollten. Schliellich setzen wir E = —V® und
erhalten

5Wel:/ dVEéD:eO/ dV ESE + [ dV ESP. (1.10)
Vo Vo

Vo

Der Beitrag

€0 dV E{FE
Vo

ist die Energie zur Anderung des Feldes E, die gar nicht auf das System iibertragen
wird. Als eigentliche Wechselwirkungsenergie des Systems ist

SW,, :/VdVE(SP (1.11)

zu interpretieren. Wir kommen darauf noch einmal im Abschnitt 1.5 zurtick. In (1.11)
kénnen wir die Integration auf das Systemvolumen V beschrinken, weil die Pola-
risation auflerhalb des Systems verschwindet. Wenn das System rdumlich homogen
polarisiert ist, wird

Wy =V EJP (1.12)

Bei der elektrischen Wechselwirkung mit der Polarisation wird zwar Energie 0W,
zwischen dem thermodynamischen System und dem elektrischen Feld ausgetauscht,
aber nicht etwa elektrisches Dipolmoment. Dieses entsteht oder verschwindet im
thermodynamischen System. Das Feld kann kein Dipolmoment aufnehmen, weil das
Auftreten von Dipolen an Teilchen bzw. an Materie gebunden ist. Das ist anders als
im Fall der mechanischen und chemischen Wechselwirkung, denn dort gelten im Un-
terschied zum elektrischem Dipolmoment fiir die entsprechenden Variabeln Volumen
und Teilchenzahl Erhaltungssdtze. Das bedeutet, dafl das vom System abgegebene
Volumen und die vom System abgegebenen Teilchenzahlen in der Systemungebung
wieder auftreten miissen und umgekehrt. Wir halten fest, dafl Wechselwirkungen
thermodynamischer Systeme nicht notwendig iiber Austauschvariabeln erfolgen, fiir
die ein Erhaltungssatz gilt. In jedem Fall aber wird bei Wechselwirkungen Energie
zwischen dem System und seiner Umgebung ausgetauscht.
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1.4.4 Magnetische Wechselwirkungen

Wir wollen hier die magnetische Wechselwirkungsenergie 6W,,,,, berechnen, die ein
magnetisierbares thermodynamisches System mit einem dufleren Magnetfeld aus-
tauscht, wenn seine Magnetisierung M, definiert als die rdumliche Dichte des ma-
gnetischen Moments, um 6 M gedndert wird. Auch dazu miissen wir auf Relationen
aus der Elektrodynamik der Materialien zuriickgreifen. Analog zu (1.6) ist

B=y, (H+M), VxH-=j (1.13)

Die erste Relation verkniipft die magnetische Flufidichte B mit dem Magnetfeld
H und der Magnetisierung M. Die zweite Relation besagt, da} die Wirbel von H
die elektrische Stromdichte 5 ist. Diese Stromdichte beschreibt nur die sogenannten
"wahren” Strome: sie enthélt nicht diejenigen Strome, die durch die Magnetisierung
entstehen. Damit ist allerdings die Analogie zum elektrischen Fall im vorhergehenden
Abschnitt auch schon beendet, denn anders als im elektrischen Fall leistet das B—
Feld keine Arbeit an den Stromen j, weil die Lorentz—Kraft 7 x B senkrecht auf j
steht. Vielmehr wird durch eine Anderung 6B ein elektrisches Feld E geméf

0
EFE=—-——B 1.14
VxE=-- (1.14)

induziert, und dieses leistet an den Stromen j Arbeit. Diese Arbeit entnehmen wir
der Energiebilanz des elektromagnetischen Feldes:

ow .
o TVS=—jE. (1.15)

Hierin sind w die rdumliche Energiedichte des Feldes und S die Energiestromdichte
bzw. der Poynting—Vektor:

w=-(ED+HB), S=ExH.

DO | —

Aus (1.15) lesen wir ab, dal —j E die rdumliche Leistungsdichte an die Felder ist,
also auch an die Magnetisierung des thermodynamischen Systems. Die Gesamtlei-
stung P gewinnen wir daraus durch rdumliche Integration. Wenn wir auflerdem die
zweite der Relationen (1.13) verwenden, erhalten wir
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P:—/deE:—/dV(VxH)E. (1.16)
Wir benutzen den Hilfssatz
V((ExH)=H (VxE)—E (VxH)

und erhalten weiter

P=—[dv H(VxE)+ [dVV (ExH). (1.17)

Das zweite Integral auf der rechten Seite verschwindet, weil wir es mit dem Gauf-
schen Integralsatz in ein Integral iiber die co—ferne Oberfliche umformen kénnen,
auf der die Felder verschwinden sollen. Im ersten Integral setzen wir das Indukti-
onsgesetz (1.14) ein:

P:/dVH%B. (1.18)

Fiir eine Anderung 6B erhalten wir daraus durch zeitliche Integration die an das
Feld einschliefflich des Systems {ibertragene Energie

SWinagn = /dVH(SB = o /dVH5H+ug /dVH(SM. (1.19)

Wie im elektrischen Fall ist der Beitrag

uo/dVH(SH

die Energie zur Anderung des Feldes H, die gar nicht auf das System iibertragen
wird. Als eigentliche Wechselwirkungsenergie des Systems ist

SWinagn = 110 / dVHaM:/ dV By 6M (1.20)
1% 1%

zu interpretieren. Das Integrationsvolumen ist jetzt wieder das Systemvolumen, weil
es auflerhalb des Systems keine Magnetisierung gibt. Das Feld By ist definiert als
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By := uy H, also als magnetische Fluldichte auflerhalb des Systems. Wenn das
System raumlich homogen polarisiert ist, wird

Wonagn =V j10H 5 M. (1.21)

Rein formal erscheint W4, vOllig analog zur elektrischen Energie 0W,; aus (1.12):

We =V EJP.

Die Analogie ist tatsdchlich rein formal, denn das Feld H ist gemafi (1.13) aus-
schlieBlich durch die dufleren Stréme 5 bestimmt, d.h., H ist zugleich auch das
Vakuumfeld ohne Vorhandensein des thermodynamischen Systems. Dagegen ist das
Feld E ein iiber die mikroskopischen Dipole gemitteltes Feld E, d.h., E wiirde sich
andern, wenn das System nicht vorhanden wire.

1.4.5 Thermische Wechselwirkungen

Thermodynamische Systeme kénnen untereinander Energie direkt durch Wechsel-
wirkung zwischen ihren mikroskopischen Freiheitsgraden austauschen. Jeder mikro-
skopische Freiheitsgrad trigt Energie, z.B. als kinetische Energie der Translation.
Nehmen wir an, dafl zwei thermodynamische Systeme durch eine diinne, nicht ver-
schiebbare und impermeable Wand getrennt seien. Ein Teilchen, das von der einen
Seite auf die Wand stofit, kann Energie auf die Schwingungsfreiheitsgrade der Wand-
molekiile iibertragen. Makroskopisch wird die Wand dabei nicht bewegt. Die Wand-
molekiile kénnen ihrerseits bei einem Stofivorgang mit einem Teilchen auf der an-
deren Seite Energie auf das Teilchen i{ibertragen, z.B. als kinetische Energie. Auf
diese Weise kommt es zu einem Austausch von Energie direkt zwischen den mikro-
skopischen Freiheitsgraden, ohne daff dabei makroskopische physikalische Prozesse
beteiligt sind. Die Energie der mikroskopischen Freiheitsgrade wird auch thermische
Energie oder Wirme genannt, die Wechselwirkung zwischen den mikroskopischen
Freiheitsgraden entsprechend thermische Wechselwirkung. Die dabei zwischen ei-
nem thermodynamischen System und seiner thermodynamischen Umgebung ausge-
tauschte thermische Energie oder Warme bezeichnen wir mit dem Symbol () bzw.
0() bei einem differentiellen Prozef.

Die Schreibweise 0¢) kann zu dem Mifiverstindnis fiihren, dafi es sich dabei um
ein vollstdndiges Differential handelt: das ist im allgemeinen nicht der Fall, denn
Wirmeaustauschprozesse kénnen zwischen denselben Anfangs— und Endzustdnden
auf sehr viele Weisen gefiihrt werden. Dafl man 6Q) anders als 0V, 6 N usw. nicht
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einfach integrieren kann, liegt daran, daf} es fiir Warme () im Gegensatz zu Volumen
V', Teilchenzahl N usw. keine eindeutige physikalische Definition gibt. Nochmals in
anderen Worten: Volumen V', Teilchenzahl N usw. sind Eigenschaften thermody-
namischer Zustdnde oder Zustandsfunktionen, wie wir das im folgenden Abschnitt
ausdriicken werden, Wéarme dagegen kann man immer nur mit Prozessen verbinden.

Bei der thermischen Wechselwirkung kann auch elektromagnetische Strahlung als
Wirmestrahlung beteiligt sein: die schwingenden Wandmolekiile haben eine elektri-
sche Struktur und senden als schwingende elektrische Dipole Strahlung aus, die von
den Teilchen absorbiert werden kann.

1.5 Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik

Der 1. Hauptsatz besagt, daf ein thermodynamisches System einen Speicher fiir die
Energien darstellt, die bei den Wechselwirkungen mit seiner Umgebung ausgetauscht
werden. Der Begriff Speicher fiir Energien ist eine sprachliche Umschreibung fiir
einen Erhaltungssatz, den wir folgendermaflen formulieren kénnen:

1. Hauptsatz der Thermodynamik:
Die Summe der Energien, die ein thermodynamisches System durch
Wechselwirkungen mit seiner Umgebung austauscht, bleibt erhalten.

Den Energiespeicher eines thermodynamischen Systems bezeichnet man als seine
innere Energie U. Deren Bilanz ist durch die Summe der Wechselwirkungsenergien
gegeben, also

OU =06Q + Wieer + 0Wenem + 0We + 0Wiagn + - .. (1.22)

Wir wollen offen lassen, dafi es aufler den Wechselwirkungsprozessen, die wir im
Abschnitt 1.4 als Beispiele genannt haben, noch weitere gibt. Die Relation (1.22)
ist zunichst nur eine Definition der differentiellen Anderung der inneren Energie.
Die Aussage des 1. Hauptsatzes ist, dafl 4U ein vollstdndiges Differential ist, d.h.,
dafl das Integral iiber 06U in (1.22) zwischen zwei Zusténden 1 und 2 nicht vom
Integrationsweg, also nicht von der Prozeffithrung, sondern nur vom Anfangs— und
Endzustand abhangt:

2
U2) - U(1) = /1 (6Q + 6Woeen + 0Wonem + 0Wot + Wiagn +...)  (1.23)
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Die innere Energie U soll also eine Zustandsfunktion sein. Das ist fiir die einzel-
nen Summanden auf der rechten Seite ja im allgemeinen nicht der Fall, wie wir
im Abschnitt 1.4 begriindet hatten. Eine andere Ausdrucksweise fiir den 1. Haupt-
satz erhalten wir, wenn wir Anfangs— und Endzustand gleich wéhlen, also einen
Kreisprozef$ ausfithren. Dann wird aus (1.23)

756@ + f&Wmech + f&Wchem + f&Wel + f&Wmagn TR (1.24)

aber die einzelnen Beitrage werden im allgemeinen nicht verschwinden:

745@ £ 0, chWmech £ 0, féWchem 40, .. (1.25)

Die héufigste Situation der Thermodynamik sind Systeme, die mit ihrer Umge-
bung nur Warme, mechanische Arbeit und Teilchen austauschen kénnen. Wenn wir
zusitzlich annehmen, dafl dabei stets ein mechanischer Druck p und ein chemisches
Potential u existiert, dann lautet der 1. Hauptsatz fiir solche "einfachen” thermo-
dynamischen Systeme

0U = 6Q — poV + udN. (1.26)

Wenn das System verschiedene Komponenten, also verschiedene Teilchenarten
enthélt, ist der letzte Term auf der rechten Seite zu ersetzen durch

K
PN =S [ 0N, (1.27)

k=1

Wir vereinbaren, dafl die Schreibweise auf der linken Seite von (1.27) immer im Sinne
der rechten Seite zu interpretieren ist, falls mehrere Komponenten vorhanden sind.
Wir konnen auch sagen, dafl die linke Seite dann ein Skalarprodukt der formalen
Vektoren N = (0Ny,0Ns, ..., 0Ng) und p = (pg, pto, . .., ix) bedeuten soll. Wir
merken schliefilich noch an, daff wir die Variabeln Druck p und chemisches Poten-
tial g bzw. p hier noch als vorldufig definiert betrachten. Eine thermodynamisch
rigorose Definition werden wir im folgenden Kapitel kennenlernen.

In (1.26) sind keine elektrischen und magnetischen Prozesse beriicksichtigt. In sol-
chen Prozessen bleiben jedoch Volumen V und Teilchenzahlen N fast immer un-
verdndert. Wir verwenden dann den 1. Hauptsatz in der Form
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5U=5Q+/dVE5P+/dvu0H5M, (1.28)

vgl. (1.11) und (1.20) im Abschnitt 1.4. Insbesondere fiir rdumlich homogene Syste-
me schreiben wir den 1. Hauptsatz in der Form

U =6Q+VESP+V puyHiM. (1.29)

Im Rahmen der Thermodynamik ist der 1. Hauptsatz zunéchst ein Erfahrungssatz.
Seine Bestédtigung mufl dieser Satz dadurch erfahren, dafl seine Konsequenzen mit
physikalischen Experimenten verglichen werden. Andererseits ist die Erhaltung der
Energie eine fundamentale Aussage in allen physikalischen Theorien. Der 1. Haupt-
satz stellt eine sehr allgemeine Formulierung der Energierhaltung dar, indem er alle
Formen von Energie zusammenfafit und erst iiber deren Summe eine Aussage macht.

1.6 Randbedingungen

Unter den Randbedingungen eines thermodynamischen Systems wollen wir die Kon-
trolle iiber die Wechselwirkungen mit der Umgebung verstehen. Mechanische Wech-
selwirkungen, also Volumendnderungen, werden meist durch verschiebbare Kolben
dargestellt. Daf} ein System keine mechanischen Wechselwirkungen ausfiihren soll,
ist durch eine Bedingung V =konstant auf einfache Weise kontrollierbar. Die Kon-
trolle elektrischer und magnetischer Wechselwirkungen erfolgt durch die Steuerung
der dufleren elektrischen und magnetischen Felder E und B.

Problematischer ist bereits die Kontrolle chemischer Wechselwirkungen durch die
Wandeigenschaften permeabel oder impermeabel. So sind z.B. Hy—Molekiile in der
Lage, durch eine Vielzahl von Materialien zu diffundieren. Eine besondere Versi-
on der chemischen Randbedingungen sind semipermeable Winde, die nur fiir be-
stimmte Komponenten des Systems durchlissig sind, z.B. fiir Wasser, aber nicht
fiir Ionen. Die Wénde biologischer Zellen, die sogenannten Zellmembranen, sind se-
mipermeabel, wobei die Permeabilitdt fiir einzelne Komponenten dort sogar noch
gesteuert werden kann. Zu den chemischen Randbedingungen gehort auch die Kon-
trolle dariiber, ob chemische Reaktionen im Inneren des Systems stattfinden konnen.
Wir werden spéter die Prozesse chemischer Reaktionen in das Konzept der Wech-
selwirkungen thermodynamischer Systeme einordnen. Vorerst nehmen wir an, daf
keine chemischen Reaktionen stattfinden, weil z.B. die Komponenten des Systems
nicht reaktionsfiahig sind.

Eine besonders wichtige Randbedingung ist die Kontrolle iiber thermische Wech-
selwirkungen. Man spricht von adiabatischen Prozessen, wenn das System dabei
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keine thermische Energie bzw. Warme mit der Umgebung austauscht. Die Moglich-
keit, adiabatische Prozesse zu realisieren, hédngt davon ab, thermisch isolierende
Wiénde zu haben. Solche Wénde verlangen einen sehr grofien physikalischen bzw.
technischen Aufwand, z.B. in Dewar—Geféfien. Dennoch wollen wir hier die Méglich-
keit adiabatischer Prozesse bzw. Randbedingungen als Idealisierung voraussetzen.
Warmedurchlissige Wéande bezeichnet man als diatherm.

Durch entsprechende Steuerungen sind verschiedene Randbedingungen kombinier-
bar. Besonders wichtig sind in der Thermodynamik adiabatische Prozesse, bei denen
mechanische, elektrische oder magnetische Wechselwirkungen stattfinden, z.B. adia-
batische Expansion, Kompression oder adiabatische Magnetisierung oder Entmagne-
tisierung. Nicht kombinierbar sind offensichtlich adiabatische Randbedingungen mit
(externen) chemischen Wechselwirkungen, weil Teilchenaustausch immer auch den
Austausch von Energie zwischen den mikroskopischen Freiheitsgraden der Teilchen
ermoglicht. Dagegen sind innere chemische Wechselwirkungen, ndmlich chemische
Reaktionen, unter adiabatischen Randbedingungen moglich.

Wenn ein thermodynamisches System iiberhaupt keine Wechselwirkungen mit der
Umgebung haben kann, nennt man es soliert. Isolierte thermodynamische Syste-
me sind ein sehr wichtiges gedankliches Modell, mit dem wir im folgenden Kapitel
die weitere Formulierung der Thermodynamik verfolgen werden. Zur Bedingung der
Isolation gehort natiirlich auch die Abwesenheit von elektrischen und magnetischen
Feldern. Allerdings kénnen wir bei unseren weiteren Uberlegungen zeitlich konstante
Magnetfelder unter der Randbedingung der Isolation zulassen, weil dort nach einer
Einschaltphase des Feldes kein weiterer Austausch von Energie zwischen dem Sy-
stem und dem Feld mehr stattfindet. Dasselbe trifft auf zeitlich konstante elektrische
Felder zu, wenn das System ein Isolator ist. Streng genommen konnte man isolierte
Systeme iiberhaupt nicht mehr beobachten, weil physikalische Messungen an einem
System natiirlich immer gewisse Wechselwirkungen voraussetzen. Wir stellen uns
aber vor, daf} die fiir Messungen notwendigen Eingriffe in isolierte Systeme hinrei-
chend klein sind, so daf sie den thermodynamischen Zustand des Systems nicht we-
sentlich &ndern, in einem idealisierten Gedankenexperiment sogar iiberhaupt nicht
beeinflussen.



Kapitel 2

Gleichgewicht und der 2.
Hauptsatz der Thermodynamik

Im 1. Kapitel haben wir beschrieben, was thermodynamische Systeme sind, und
auch bereits eine grundlegende Aussage iiber ihre Energiebilanz, namlich den 1.
Hauptsatz formuliert. Der thermodynamische Charakter dieser Systeme kam bisher
nur dadurch zum Ausdruck, dafl mikroskopische Freiheitsgrade existieren, die direkt
Energie mit der Umgebung in der Form von Wiarme austauschen kénnen. Im iibrigen
gilt der 1. Hauptsatz aber auch bereits fiir Systeme, die nur eine kleine Anzahl von
Freiheitsgraden besitzen, also gar nicht thermodynamisch sind. In diesem Kapitel
wird es darum gehen, eine grundlegende Aussage zu formulieren, die nur aufgrund
der sehr grofien Anzahl von mikroskopischen Freiheitsgraden, also im thermodyna-
mischen Limes versténdlich ist, ndmlich den 2. Hauptsatz der Thermodynamik. Wir
werden mit isolierten thermodynamischen Systemen beginnen, deren physikalische
Bedeutung angesichts der Tatsache, daf} sie keine Wechselwirkungen mit ihrer Um-
gebung haben, zunéichst nicht offensichtlich ist. Es wird sich aber zeigen, daf} sie eine
Schliisselstellung fiir die weitere Entwicklung der Theorie auch fiir offene Systeme
besitzen.

2.1 Gleichgewicht isolierter Systeme

Wir beginnen mit einem Erfahrungssatz iiber isolierte thermodynamische Syste-
me. Wir beobachten, dafl in solchen Systemen beliebige Anfangszustinde spontan,
d.h., ohne duflere Einwirkung, in Endzustinde relaxieren, die dadurch charakteri-
siert sind, daf} sich in ihnen die thermodynamischen Variablen zeitlich nicht mehr
dndern. Solche relaxierten Endzustinde heiflen thermodynamische Gleichgewichts-
zustdnde oder einfach Gleichgewichte. Wir erinnern daran, dafl thermodynamische

31
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Variable wie z.B. innere Energie, Volumen, Teilchenzahl usw. nur die Makrodyna-
mik der Systeme betreffen. Mikrodynamisch bleibt ein thermodynamisches System
auch im Gleichgewicht weiter in Bewegung, d.h., die mikroskopischen Freiheitsgra-
de folgen auch im Gleichgewicht weiter dem dynamischen Ablauf aufgrund ihrer
Bewegungsgleichungen.

Wir fiihren einige Beispiele fiir spontane Relaxationsvorgénge in ein thermodyna-
misches Gleichgewicht an:

1. Im Anfangszustand sollen sich alle Teilchen oder die Teilchen einer Kompo-
nente in einem Teilvolumen des Gesamtvolumens befinden. Im Gleichgewicht
haben sich alle Teilchen homogen iiber das Gesamtvolumen verteilt. Diesen
Vorgang kann man durch Einbringen eines Tintentropfens in ein Glas mit
Wasser verfolgen. Die Tinte breitet sich aus dem anfinglichen Tropfen iiber
das Gesamtvolumen aus. Dieses System ist zwar thermisch nicht isoliert, aber
derselbe Vorgang wiirde ablaufen, wenn wir das Glas mit Wasser in ein De-
wargefafy setzen wiirden.

2. Das System bestehe aus zwei Teilsystemen, die durch eine impermeable, aber
diatherme Wand getrennt sind. Im Anfangszustand sollen die Teilchen in dem
einen Teilsystem sehr hohe kinetische Energien ihrer mikroskopischen Bewe-
gung besitzen ("heifi”), in dem anderen Teilsystem sehr niedrige ("kalt”). Im
Gleichgewicht haben sich die kinetischen Energien ausgeglichen: alle Teilchen
besitzen im Mittel dieselbe kinetische Energie.

3. Im Anfangszustand werden die Teilchen eines Systems in eine makroskopi-
sche Bewegung versetzt, z.B. in eine Stromung oder in eine Schockwelle. Im
Gleichgewicht sind sdmtliche makroskopischen Bewegungen abgeklungen. Die
mikroskopischen Bewegungen der Teilchen sind makroskopisch nicht beobacht-
bar.

4. Ein System bestehe aus reaktionsfihigen Molekiilen. Im Anfangszustand wird
die Reaktion ausgelost, z.B. eine Explosion. Im Gleichgewicht besteht das Sy-
stem aus einer homogenen Mischung der Reaktionsprodukte ohne makrosko-
pische Bewegung.

Die Frage, die wir im weiteren Verlauf dieses Kapitels beantworten wollen, lau-
tet: welche physikalische Ursache treibt ein isoliertes thermodynamisches System in
einen Gleichgewichtszustand? Und warum wird der einmal erreichte Gleichgewichts-
zustand nicht wieder verlassen, obwohl das System mikrodynamisch in Bewegung
bleibt? Warum gibt es also makrodynamisch eine spontane Tendenz in das Gleich-
gewicht hinein, aber nicht aus dem Gleichgewicht heraus?
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Wir wollen dabei so vorgehen, dafl wir im folgenden Abschnitt Antworten auf diese
Fragen fiir ein einfaches Modellsystem formulieren und diese im Abschnitt 2.3 zu
einem allgemeinen Prinzip fiir thermodynamische Systeme verallgemeinern. Zuvor
wollen wir kldren, von welchen Variablen der einmal erreichte Gleichgewichtszustand
abhéngen kann. Dafiir kommen alle Variablen in Betracht, die wihrend der dynami-
schen Entwicklung des isolierten System vom Ausgangszustand in das Gleichgewicht
erhalten bleiben, ndmlich die innere Energie U, das Volumen V' und die Teilchenzah-
len der einzelnen Komponenten ;. Die letzteren sind aber auch nur dann erhalten,
wenn wir chemische Reaktionen ausschlielen, was wir zunéchst tun wollen. Wenn
jedoch chemische Reaktionen im System ablaufen kénnen, ist aufler U und V' nur die
Gesamtmasse M erhalten. Falls die Relaxation in den Gleichgewichtszustand unter
der Einwirkung eines zeitlich konstanten elektrischen oder magnetischen Feldes E
bzw. By erfolgt, dann wird das erreichte Gleichgewicht im allgemeinen auch noch
von E bzw. B, abhéngen.

Die beiden fundamentalen physikalischen Erhaltungsgréfien Impuls und Drehim-
puls kommen nicht als Variablen des Gleichgewichts in Betracht, weil wir im all-
gemeinen fiir isolierte thermodynamische Systeme nicht voraussetzen wollen, daf}
sie translations— und rotationsinvariant gelagert sind. Im iibrigen kénnte man einen
anfinglichen Gesamtimpuls stets durch eine geeignete Galilei-Transformation des
Systems eliminieren.

2.2 Der 2. Hauptsatz in einem Modellsystem

Wir wollen die spontane Tendenz der Entwicklung thermodynamischer Systeme in
Gleichgewichtszustdnde anhand eines Modellsystems verstehen. Die Ergebnisse un-
serer Uberlegungen an dem Modellsystem werden uns im folgenden Abschnitt dazu
dienen, den 2. Hauptsatz ganz allgemein fiir beliebige isolierte thermodynamische
Systeme zu formulieren.

Das Modellsystem besteht aus einer Anzahl N von ortsfesten Spins, deren jeder
die Einstellméglichkeiten s =71 und s = | besitzt. Die Mikrodynamik soll darin be-
stehen, dafl jeder Spin unabhingig von den anderen Spins Uberginge 1 — | bzw.
umgekehrt ausfithrt. Wir stellen uns vor, da diese Ubergiinge zeitlich beliebig mit
einer mittleren Frequenz erfolgen. Ein Mikrozustand ist durch die Angabe sdmt-
licher Spins s, =1 bzw. s, = fiir alle v = 1,2,..., N definiert. Man nennt eine
solche Angabe auch eine Spinkonfiguration. Das Spinsystem besitzt offensichtlich 2V
Spinkonfigurationen bzw. Mikrozusténde.

Als Makrovariable wéhlen wir die Anzahl n der Spins mit der Einstellung s =
1. Zur Begriindung dieser Wahl merken wir an, daf} auch die Magnetisierung des
Modellsystems durch die Makrovariable n gegeben ist, ndmlich
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Mz%[n—(N—n)]:2—m<n——>. 2.1)

Darin ist m das magnetische Moment des Teilchens, das den Spin trigt.

Jeder mogliche Wert der Makrovariablen n wird durch mehrere Mikrozusténde re-
préasentiert, ndmlich gerade durch so viele Mikrozustédnde, wie es Moglichkeiten gibt,
n Auswahlen aus N Objekten zu treffen. Diese Anzahl W,, der représentativen Mi-
krozustidnde ist durch den Binomialkoeffizienten

o= () = e 2

bestimmt. Man nennt W, auch das statistische Gewicht des Makrozustandes, der
durch einen Wert der Makrovariablen n beschrieben ist. Nur die Makrozustinde
fiir n = 0 und n = N besitzen nur je einen reprasentativen Mikrozustand. Wenn
wir die W, iiber alle n summieren, erhalten wir wieder die Gesamtzahl 2V von
Mikrozusténden:

i <N> =2V, (2.3)

n=0 n

Diese Beziehung konnen wir aus der Entwicklung

(1+2)N = fj <N> 2" (2.4)

n=0 n
entnehmen, wenn wir z = 1 setzen.

Da die Anzahl der Mikrozustinde 2 betrigt, ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer
Messung einen beliebigen Mikrozustand zu finden, bei unabhéngigen Spins durch
27N gegeben. Daraus und aus (2.2) folgt, dal die Wahrscheinlichkeit p,,, einen Wert
n der Makrovariablen zu finden,

g =2 (N) (25)

n

lautet. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Makrozustand ist also durch sein statisti-
sches Gewicht bestimmt. Wir berechnen jetzt den mittleren Wert (n) der Makrova-
riablen n:
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<n>:énpn:2_NTén<N>:g. (2.6)

n

Dieses Ergebnis finden wir aus (2.4), indem wir dort nach z differenzieren und an-
schlieflend wieder z = 1 setzen. Jetzt wollen wir ein Maf fiir die Abweichung des
n—Wertes von seinem Mittelwert finden. Wir fithren die Fluktuationen on := n— (n)
ein und bemerken zunéchst, da§ (dn) = 0. Um ein Maf fiir die Fluktuationen zu
haben, berechnen den Mittelwert des Quadrats der Fluktuationen:

((0n)) = ((n — (n))*) = (n*) — (m)*. (2.7)

Durch zweimaliges Differenzieren nach z in (2.4) und anschlieender Setzung z = 1
finden wir zunéchst

<n(n—1)>:%N(N—1)

und daraus weiter mit (2.6)

N
1

((0n)?) = (n?) — (n)* = (2.8)

Ein Maf fiir die Abweichung von n von seinem Mittelwert ist nun nicht ((dn)?),
sondern

V(6n)2) = %W (2.9)

Dieses Ergebnis besagt, dafl der Mittelwert der Makrovariablen n von der Ordnung N
ist, seine Abweichung vom Gleichgewicht aber nur von der Ordnung v/N. Man kann
das noch deutlicher machen, wenn man die relativen Abweichungen vom Mittelwert
betrachtet:

on)?
<§n>) ) \/% (2.10)

In unserem Modellsystem ist die Anzahl der Freiheitsgrade durch die Anzahl N
der Spins gegeben. Im thermodynamischen Limes N — oo verschwinden also die
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relativen Abweichungen vom Mittelwert. Dasselbe Ergebnis kann man noch in eine
mathematisch ausfiihrlichere Form bringen. Wir fiihren die relativen Abweichungen
der Variablen n von ihrem Mittelwert (n) als eine Variable & ein,

_n—{(n) n—N/2
£ = <n> = N , (2.11)

und zeigen im Anhang zu diesem Abschnitt, dafy asymptotisch fir N — oo

NE

pn = p(€) =1/ = exp (-2 N €). (2.12)

Die Wahrscheinlichkeit p(§) d€, einen endlichen Wert von £ im Intervall (£, £ + df)
zu finden, verschwindet im thermodynamischen Limes N — oo. Die Wahrscheinlich-
keitsdichte p(§) in (2.12) heiit Gaufs- Verteilung. Sie ist typisch fiir Wahrscheinlich-
keitsdichten thermodynamischer Variablen. Wir werden spéter ausfiihrlich darauf
zuriickkommen.

Wir iibertragen unsere Modellergebnisse auf unsere Fragestellungen zum thermody-
namischen Gleichgewicht. Der Mittelwert (n) = N/2 ist in einem isolierten System
als Gleichgewichtswert zu deuten. Unsere Frage lautete, warum wir keine makrosko-
pischen Abweichungen vom einmal erreichten Gleichgewicht mehr beobachten. Fi-
ne makroskopische Abweichung vom Gleichgewicht wére ein Wert dn von derselben
Ordnung wie (n) selbst, also von der Ordnung N, entsprechend einem endlichen Wert
von ¢. Die mittlere Abweichung dn ist aber gemif (2.9) nur von der Ordnung v/ N
bzw. die Wahrscheinlichkeit fiir einen endlichen Wert von £ verschwindet im thermo-
dynamischen Limes, wie wir oben bereits bemerkt hatten. Das thermodynamische
Gleichgewicht besitzt im thermodynamischen Limes einen oco-groflen Wahrschein-
lichkeitsvorteil. Darum strebt das isolierte System "spontan” in das Gleichgewicht
und verliaft dieses nicht mehr. Man nennt solche spontanen Prozesse deshalb auch
irreversibel.

Bereits fiir endliche N zeigt das statistische Gewicht W,,, das in (2.2) durch den
Binomialkoeffizienten gegeben ist, ein Maximum bei n = (n) = N/2 (N als gera-
de vorausgesetzt). Je grofiler N wird, desto ausgepriigter ist dieses Maximum. Das
System folgt dem statistischen Gewicht.

Wir fassen zusammen: in isolierten thermodynamischen Systemen sind makrosko-
pische Abweichungen, d.h., Abweichungen von der relativen Gréflenordnung 1 vom
Gleichgewicht ausgeschlossen, weil das Gleichgewicht einen Wahrscheinlichkeitsvor-
teil bzw. einen Vorteil an statistischem Gewicht besitzt, der im thermodynamischen
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Limes N — oo divergiert. Die mittlere Groflenordnung der relativen Abweichung ma-
kroskopischer Variablen von ihrem Gleichgewichtswert ist durch ~ N~/ gegeben,
vgl. (2.10). Fluktuationen dieser relativen Groflenordnungen kénnen in thermody-
namischen Systemen offensichtlich spontan auftreten, niemals jedoch Fluktuationen
der relativen Groflenordnung 1.

2.2.1 Anhang: Entwicklung von p, fiir N — o

Wir entwickeln die Wahrscheinlichkeit p,, in (2.5) asymptotisch fiir N — oo, so daf
wir die Stirling-Formel

InN!'=NInN—-N+O(InN)

verwenden konnen. Das Ergebnis (2.9) zeigt bereits, dafl nur fiir n-Werte in un-
mittelbarer Ndhe von N/2 nichtverschwindende Wahrscheinlichkeiten p, auftreten.
Darum wenden wir die Stirling—Formel auch auf n! und (N — n)! an. Wir erhalten
damit

lnp, > NInN—-nlnn—(N—-n)In(N—-n)—N In2.
Jetzt fithren wir die relativen Abweichungen & geméfl (2.11) ein, so daf§

n =

N
2

(1+29), N—n:g

(1-2¢).
Einsetzen in die Entwicklung von Inp, ergibt nach kurzer Rechnung
N
Inp, — -5 (1+2) In(1+2)+(1—2& In(1—2&)]+...

Hier haben wir alle Terme fortgelassen, die nicht von ¢ abhéngen. Diese werden wir
spater durch eine Normierungsbedingung bestimmen. Da die £ nach dem Ergebnis
von (2.10) nur von der Ordnung N—'/2 sind, kénnen wir ¢ < 1 annehmen und nach
¢ entwickeln:

(14£26)In(14+26) =426 -2+ ....
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In der Ordnung ¢2 finden wir
Inp, — —2 N &2,
und somit
pn = p(€) ~ exp (-2 N €).

Den in (2.12) angegebenen Faktor vor p(¢) finden wir durch eine Normierungsfor-
derung

| aene =1

— 00

Zwar variiert die relative Abweichung ¢ in (2.11) nur in dem endlichen Intervall
—1 < & < +1, doch verschwinden die Beitrdge zu p(¢) in |£] > 1 mit N — oo so
rasch, dafl man das Integrationsintervall asymptotisch fiir N — oo auf —oo < & <
+00 ausweiten kann.

2.3 Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik

Wir verallgemeinern die Ergebnisse unseres Modellsystems im vorhergehenden Ab-
schnitt auf allgemeine isolierte thermodynamische Systeme. Als Postulat formulieren
wir, dafl Gleichgewichte isolierter thermodynamischer Systeme gegeniiber anderen
Makrozustidnden durch ein Maximum von Wahrscheinlichkeit bzw. ihres statisti-
schen Gewichts W ausgezeichnet sind. Wir erinnern daran, dafl das statistische
Gewicht W die Anzahl von Mikrozustéinden angibt, durch die ein Makrozustand
repriasentiert wird. Wir wollen das statistische Gewicht als eine neue Makrovariable
in die Thermodynamik einfiihren. Die Variable W selbst hat die Eigenschaft, daf} sie
sich multiplikativ verhélt: beim Zusammenfiigen von zwei Systemen zu einem multi-
plizieren sich die Anzahlen von Zustanden, weil jeder Zustand in dem einen System
mit jedem Zustand in dem anderen System kombinierbar ist. In der Physik zieht
man es vor, mit additiven Variablen zu arbeiten, die sich beim Zusammenfiigen von
zwei Systemen addieren. Das erreichen wir fiir das statistische Gewicht, indem wir
nicht W, sondern den Logarithmus In W als neue Makrovariable einfithren. Diese
Variable trigt die Bezeichnung Entropie und wird mit dem Symbol S bezeichnet:

S =InW. (2.13)

Wir formulieren unser obiges Postulat jetzt wie folgt:
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2. Hauptsatz der Thermodynamik:
Das Gleichgewicht isolierter thermodynamischer Systeme ist durch ein
Maximalprinzip der Entropie ausgezeichnet.

Wie im Fall unseres Modellsystems im vorhergehenden Abschnitt erwarten wir,
daf} das statistische Gewicht W des Gleichgewichts gegeniiber dem von Nicht—
Gleichgewichtszustinden im thermodynamischen Limes oco—grof§ wird. Wir wollen
diese Aussage genauer formulieren. Dazu prézisieren wir zunéchst die Eigenschaft
der Additivitat der Entropie. Sie bedeutet, dafl sich der Wert der Entropie bei ei-
ner identischen Vervielfachung des Systems um einen Faktor A ebenfalls mit die-
sem Faktor A multipliziert. Der Vervielfialtigungsfaktor A muf3 nicht ganzzahlig sein.
Variablen mit dieser Eigenschaft nennt man extensiv. Offensichtlich sind auch die
Variablen Teilchenzahl N, Volumen V', innere Energie U, gesamtes elektrisches oder
magnetisches Moment extensiv. Im thermodynamischen Limes N — oo divergieren
extensive Variablen linear mit N.

Es sei nun W die Anzahl représentativer Mikrozustidnde eines Gleichgewichtzustands
eines isolierten Systems, W' diejenige einer makroskopischen Abweichung aus dem
Gleichgewicht in demselben isolierten System. Der Entropieunterschied

W
-8 =Iln— 2.14
S-S Dy (2.14)

divergiert ebenfalls linear mit N — oo, und zwar gegen +o00, weil ja stets W > W' als
Definition des Gleichgewichts. Die Wahrscheinlichkeit, eine spontane makroskopische
Abweichung aus dem Gleichgewicht zu beobachten, ist offensichtlich proportional zu
W'/W, und diese Wahrscheinlichkeit verhilt sich mit N — oo dann wie

T e TN >0, (2.15)
verschwindet also exponentiell mit N — oo. Wir haben dabei nach dem Vorbild
unseres Beispielsystems im Abschnitt 2.2 angenommen, daf§ die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Makrozustand proportional zur Anzahl der repriasentativen Mikrozustinde
ist. Diese Annahme erscheint unmittelbar plausibel, doch werden wir sie spater im
statistisch-thermodynamischen Teil noch genauer zu begriinden haben. Hier reicht
uns das Plausibilitdtsargument zur Veranschaulichung des 2. Hauptsatzes der Ther-
modynamik.

Wir wollen noch ein weiteres qualitatives Argument fiir den 2. Hauptsatz anfiihren
und dazu nochmals auf das Modellsystem im vorhergehenden Abschnitt zurtick-
greifen. Wir ziahlen die einzelnen Spins jetzt als s, = +1 fiir den Zustand 1 und
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s, = —1 fiir |. Die Anzahl n der Spins im Zustand +1 =1 und die Abweichungen
dn =n — N/2 lassen sich dann ausdriicken durch

N

(1+ N
8 [ —
2

N 1 N
Z on =g > s (2.16)
v=1 v=1

l\DI»—\
l\.’)l»—x

v=1
Die s,/2 spielen hier also die Rolle lokaler Fluktuationen um den Mittelwert (s,) = 0,
weil beide Werte s, = +1 gleich wahrscheinlich sind. Offensichtlich muf} jede exten-

sive Variable x in beliebigen thermodynamischen Systemen additiv aus N lokalen
Beitrigen

N N
T =Y x,, or =Y dz,. (2.17)
v=1 v=1

darstellbar sein. Wir bilden nun das Schwankungsquadrat

= <<§‘,1 5x,,>2> = ivj (0, 0x,). (2.18)

v'=1

Die Doppelsumme auf der rechten Seite hat zunichst N? Summanden. Nun nehmen
wir an, daf} die lokalen Fluktuationen an verschiedenen Orten v # v/ unabhéngig
sind, so daf} die Mittelwerte der Produkte zu einem Produkt der Mittelwerte werden:

(0, 0wy ) = (0z,) (dz,,) =0  fir v #1, (2.19)

denn wie mit der Schreibweise von (2.17) vereinbart ist (0x,) = 0. Damit wird aus
(2.18)

N

((62)%) = > ((62,)°). (2.20)

v=1

Die Summe auf der rechten Seite hat nur mehr N Summanden. Also ist das Schwan-
kungsquadrat einer extensiven Variablen von der Ordnung N bzw.

V{(62)%) ~ VN (2.21)
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Die relativen Abweichungen aus dem Gleichgewicht, die als Fluktuationen spontan
zu erwarten sind, haben die Ordnung N~'/2. Makroskopische Abweichungen aus
dem Gleichgewicht kommen nicht vor.

Die Voraussetzung (2.19) ist zu einschneidend, wenn sie wortlich so interpretiert
wird, daf} die Fluktuationen zwischen je zwei Teilchen unabhéngig sein sollen. Hin-
reichend ist die Annahme, dafl die Fluktuationen von Teilchen unabhéngig sind,
die einen gewissen Mindestabstand haben. Bereits dann ndmlich reduziert sich die
Summe von N? Summanden auf eine Summe mit einer Anzahl von Summanden,
die proportional zu N statt N? ist, und genau diese Art von Reduktion ist der
entscheidende Punkt in unserer Uberlegung.

2.4 Entropie in partiellen Gleichgewichten

Wir wollen den 2. Hauptsatz der Thermodynamik in eine quantitative Formu-
lierung iiberfithren. Dazu bendétigen wir eine formale Beschreibung von Nicht—
Gleichgewichtszustdnden, zu der uns der Begriff des partiellen Gleichgewichts fithren
wird. Ein isoliertes System kann innere Wénde enthalten, die das System in Teil-
systeme unterteilen. Die inneren Wénde konnen selbst wieder isolierend sein, aber
auch jede andere Kombination von Randbedingungen realisieren, wie wir sie im
Abschnitt 1.6 beschrieben haben. Das Vorhandensein innerer Wénde wollen wir all-
gemein auch als innere Zwangsbedingungen bezeichnen. Innere Zwangsbedingungen
denken wir uns dadurch beschrieben, dafl gewisse extensive Variablen x;, ¢ = 1,2,.. .,
festgelegte Werte haben, z.B. die Teilchenzahl, das Volumen oder die innere Energie
in einem Teilsystem, das durch entsprechend undurchlissige Wiande abgegrenzt ist.

Unsere Beobachtung, daf} isolierte Systeme spontan in Gleichgewichtszustande rela-
xieren, gilt auch fiir Systeme mit inneren Zwangsbedingungen. Man nennt ein Gleich-
gewicht unter inneren Zwangsbedingungen ein partielles Gleichgewicht. Wichtig ist
nun die folgende Beobachtung: werden einige oder alle inneren Zwangsbedingungen
aufgehoben, dann erfolgt eine spontane Entwicklung in ein neues Gleichgewicht, von
dem wir in Verallgemeinerung der Schliisse im vorhergehenden Abschnitt erwarten,
daf} es eine groflere Entropie besitzt als das alte Gleichgewicht. Wenn alle inneren
Zwangsbedingungen aufgehoben sind, nennen wir das Gleichgewicht vollstindig. Be-
reits im Abschnitt 2.1 hatten wir iiberlegt, dafl das vollstédndige Gleichgewicht durch
die innere Energie U, das Volumen V und die Teilchenzahl N des isolierten Systems
festgelegt ist, also auch seine Entropie:

S = S(U,V,N). (2.22)
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Wir bendtigen hier zunéchst nur die Existenz der Funktion S(U, V, N) mit der an-
gegebenen Bedeutung. Detaillierte Aussagen iiber S(U, V, N) werden wir spéter ma-
chen, z.B. bereits im Abschnitt 2.6. Die Variable N kann, wie frither schon ver-
einbart, auch fiir die Teilchenzahlen von mehreren Komponenten stehen, wenn wir
zunéchst chemische Reaktionen ausschlieflen. Auch den partiellen Gleichgewichten
mit inneren Zwangsbedingungen kénnen wir durch Zahlung der repriasentativen Mi-
krozusténde je eine Entropie zuordnen, die wir mit

S=S(U,V,N;xq,2s,...) (2.23)

bezeichnen. Die beiden Entropien in (2.22) und (2.23) fallen zusammen, wenn alle
x; die Werte haben, die sie im vollstindigen Gleichgewicht annehmen. Zur Vereinfa-
chung der Schreibweise kann man vereinbaren, dafl die x; bereits als Differenzen zwi-
schen den Werte mit inneren Zwangsbedingungen und den Werten im vollstédndigen
Gleichgewicht gezéhlt werden. Dann entspricht z; = 0 fiir alle ¢ dem vollstidndigen
Gleichgewicht und

S(U,V,N;0,0,...) = S(U,V,N). (2.24)

Den 2. Hauptsatz konnen wir nun so ausdriicken, dafl S(U, V, N; xy, zo, . ..) als Funk-
tion der x; ein Maximum bei z; = 0 besitzen soll. Daraus folgt notwendig, dafl

(aS(U,V,N;x)> —0, i=102.... (2.25)
=0

8xz~

x ist eine Abkiirzung fiir den formalen Vektor (x1, z5,...). Bei den partiellen Ablei-
tungen in (2.25) sind U, V, N konstant zu halten. Hinreichend fiir ein Maximum der
Entropie bei z = 0 ist

>

i,

<6QS(U, V,N:z)

axi axj )x_o (SI’Z (515]' < 0. (226)

Die dx; sind Differentiale der Variablen ;. (2.26) driickt aus, dafi die Entropie
bei x = 0 ein Maximum und nicht etwa ein Minimum besitzt, was nach (2.25)
noch moglich wire. Man bezeichnet (2.26) deshalb auch als Stabilitéitsbedingung.
Natiirlich wire auch hinreichend, daff nicht die quadratische Form in (2.26) negativ
definit ist, sondern etwa die Form 4. Ordnung mit den 4. Ableitungen der Entropie
nach den z als Koeffizienten. Der Normalfall in thermodynamischen Systemen wird
allerdings die Stabilitdtsbedingung in der Form von (2.26) sein.
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Die obigen Formulierungen (2.25) und (2.26) charakterisieren das vollstdndige
Gleichgewicht und seine Stabilitdt. Voraussetzungsgemif sollte es aber auch par-
tielle Gleichgewichte geben, die durch feste Werte fiir einige der x; definiert sind,
und diese sollen natiirlich auch stabil sein. Das ist aber bereits in (2.25) und (2.26)
eingeschlossen: wenn einige der z; festgelegte Werte besitzen, also z; =konstant bzw.
dz; = 0, dann trifft die Extremalbedingung (2.25) nur mehr fiir die freien z; zu, und
beziiglich dieser garantiert (2.26) auch die Stabilitét des partiellen Gleichgewichts.
Immer wenn eines der bisher festgelegten z; freigegeben wird, erfolgt ein spontaner
Prozef} in ein neues Gleichgewicht, bei dem die Entropie anwéchst.

Man kann die dz; als virtuelle Variationen in Analogie zur gleichnamigen Begriffsbil-
dung in der Mechanik betrachten. Wie dort wollen wir die dx; keinen Beschrankun-
gen aufler den inneren und dufleren Randbedingungen, die wir ja auch schon Zwangs-
bedingungen genannt hatten, unterwerfen. Reale Prozesse dz; verlaufen immer so,
daf} sie den Zustand = = 0, also das vollstdndige Gleichgewicht anstreben, ohne daf}
diese Annéherung immer mit einer gleichméfiigen monotonen Abnahme der |0z
erfolgen muf}. Die Auswahl von Variablen z; ist auf sehr viele Weisen méglich. Aus-
gehend von einem vollstdndigen oder partiellen Gleichgewicht kann man auf sehr
viele Weisen neue extensive Variablen z; definieren, beziiglich derer das Gleichge-
wicht eine maximale Entropie haben mufl. Alle obigen Aussagen treffen prinzipiell
fiir alle moglichen Wahlen von Variablen z; zu.

2.5 Gleichgewicht in offenen Systemen

Wir hatten den Begriff des Gleichgewichts bisher nur als relaxierten Endzustand
isolierter Systeme verstanden. Jetzt wollen wir versuchen, auch fiir offene Systeme
den Begriff des Gleichgewichts zu definieren. Offene Systeme konnen Austauschpro-
zesse mit ihrer Umgebung ausfiihren und dabei einige oder mehrere ihrer extensiven
Variablen dndern, z.B. ihre innere Energie U, ihr Volumen V' oder ihre Teilchenzahl
N. Eine sehr einfache Moglichkeit, Gleichgewicht fiir offene Systeme zu definieren,
besteht darin, das offene System mit seiner Umgebung zu einem insgesamt isolier-
ten System zusammmenzufassen und den Zustand des offenen Teilsystems dann als
einen Gleichgewichtszustand zu verstehen, wenn das isolierte Gesamtsystem in ein
Gleichgewicht relaxiert ist.

Diese Definition hat den Nachteil, daf} sie eine Aussage iiber ein weiteres System,
namlich tiber das Umgebungssystem, enthilt, also eigentlich eine Definition eines
Zustands zweier wechselwirkender Systeme ist. Wir konnen den Begriff des Gleich-
gewichts eines offenen Systems aber auch durch Eigenschaften ausschliefflich des
Systems selbst beschreiben. Dazu wéhlen wir ein Gedankenexperiment: wenn ein
offenes System, dessen Zustand sich zeitlich indern mag, zu einem bestimmten Zeit-
punkt von isolierenden Wénden umgeben gedacht wird und sich sein Zustand dann
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nicht mehr dndert, dann soll der Zustand vor der Isolation als Gleichgewicht des
offenen Systems bezeichnet werden. Diese Definition schliefit die frithere ein. Denn
befanden sich System und Umgebung vor der Isolation in einem Gleichgewicht, dann
kénnen nach der Isolation keine neuen spontanen Entwicklungen mehr auftreten,
weil diese mit einer Zunahme der Entropie verbunden sein miifiten. Solche Entwick-
lungen hitten aber auch schon vor der Isolation auftreten kénnen, im Widerspruch
zur Annahme, daf§ das System und seine Umgebung sich vor der Isolation in einem
Gleichgewicht befanden.

Unter Verwendung des Gedankenexperiments der Isolation konnen wir dem zuvor
offenen System im Gleichgewicht auch sogleich eine Entropie zuordnen, nidmlich
diejenige Entropie, die es als isoliert gedachtes System hétte. Die Zuordnung einer
Entropie fiir isolierte Systeme im Gleichgewicht hatten wir ja im Abschnitt 2.3
geklart.

Mit der Erweiterung des Gleichgewichtsbegriffs auf offene Systeme kommen wir
noch einmal auf die Uberlegungen im vorhergehenden Abschnitt zuriick. Dort hat-
ten wir das Gleichgewicht eines isolierten Gesamtsystems durch ein Maximalprinzip
S(U,V, N;x) =Max beziiglich der extensiven Variablen z charakterisiert, die Abwei-
chungen vom Gleichgewicht beschreiben sollten. Wir wenden dieses Maximalprinzip
nun auf isolierte Systeme an, die aus Teilsystemen o = 1, 2, ..., bestehen. Die Teil-
systeme konnen durch beliebige Wénde voneinander getrennt sein. Wir nehmen aber
an, daf} jedes dieser nunmehr offenen Teilsysteme fiir sich in einem Gleichgewicht ist
und bleibt und eine Entropie S(")(U("), 174520 N(")) haben soll, wie wir das soeben
beschrieben haben. Hier sind die U, V() N die innere Energie, das Volumen
und die Teilchenzahl des Teilsystems 0. Da das Gesamtsystem isoliert sein sollte, ist

Sv=u Yv@=v, S NI=N (2.27)

mit konstanten Werten fiir U, V, N. Da weiterhin die Entropie extensiv, also additiv
sein soll, ist dem Gesamtsystem, das zunéchst nicht notwendig in einem Gleichge-
wichtszustand ist, die Entropie

S =3 8@ v, N) (2.28)

g

zuzuordnen. Als Variable z; im Sinne des vorhergehenden Abschnitts konnen
jetzt alle U V() N auftreten, soweit sie nicht durch die Isolationsbedin-
gung (2.27) und durch Randbedingungen der inneren Winde der Teilsysteme
eingeschrinkt sind. Dieses Verfahren zur Bestimmung einer Entropie von Nicht—
Gleichgewichtszustinden ist offensichtlich rekursiv: die Entropie des gréfieren Sy-
stems in einem Nicht-Gleichgewichtszustand wird zuriickgefiithrt auf die Entropien
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von Teilsystemen im Gleichgewicht. Die Rekursion kann natiirlich nicht beliebig
oft nach unten ausgefiihrt werden, weil es eine Grenze gibt, unterhalb derer ein
Teilsystem nicht mehr thermodynamisch ist. Dadurch wird die Mdéglichkeit, Nicht—
Gleichgewichtszustinde thermodynamisch zu beschreiben, begrenzt. Das Gleichge-
wicht ist jetzt wieder dadurch zu bestimmen, daff die Entropie S in (2.28) als Funk-
tion der nicht eingeschriankten Variablen U, V(?) N(9) maximal wird. Zu diesen
lokalen Variablen kénnen auch nicht-lokale Abweichungen vom Gleichgewicht hin-
zukommen, z.B. chemische Reaktionen oder Phaseniibergénge.

2.6 Thermodynamik des Gleichgewichts

In diesem Abschnitt geht es ausschliellich um thermodynamische Systeme in einem
vollstandigen Gleichgewicht, beschrieben durch die Entropie S(U,V, N) als Funk-
tion der inneren Energie U, des Volumens V und der Teilchenzahl N. Wir wollen
jetzt Aussagen iiber diese funktionale Abhéngigkeit machen. Dazu stellen wir uns
vor, dafl wir den Gleichgewichtszustand dndern, indem wir die extensiven Variablen
U,V, N andern. Das bedeutet natiirlich, dafl das System offen sein muf}. Bei diesen
Anderungen soll das System aber stets in einem Gleichgewichtszustand bleiben. Man
nennt solche Anderungen deshalb auch quasistatisch. Es ist einleuchtend, da quasi-
statische Prozesse eine Idealisierung darstellen und nur durch hinreichend langsame
Anderungen von U, V, N angenihert werden kénnen.

Wir miissen diese quasistatischen Prozesse, die eine Folge von Gleichgewichts-
zustinden darstellen, von den spontanen Prozessen unterscheiden, die wir in den
vorhergehenden Abschnitten diskutiert haben. Die spontanen Prozesse fithrten aus
Nicht—Gleichgewichtszustinden in Gleichgewichtszustdnde hinein. Wir hatten sie
durch gewisse extensive Variablen z; gekennzeichnet, z.B. Variablen von Teilsyste-
men, ihre Differentiale durch 0x;. Bei den langsamen, quasistatischen Prozessen
denken wir uns die spontanen Prozesse als schnelle Vorgénge, die immer schon ihre
relaxierten Endzusténde, ndmlich das jeweilige Gleichgewicht, erreicht haben. Zur
Unterscheidung schreiben wir die differentiellen Anderungen der quasistatischen Pro-
zesse als dU, dV, dN usw.

Wir beginnen mit drei Definitionen, ndmlich fiir die Temperatur 7', den Druck p
und das chemische Potential p:

1 oS 0S oS
T (@)w p'—T(WLN’ pi= T (aTv)w (2:29)

Die Indizes (V, N) usw. bedeuten, dafl diese Variablen bei den partiellen Ablei-
tungen festgehalten werden. Von den Begriffen Druck p und chemisches Potential
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i hatten wir bereits frither Gebrauch gemacht. Die obigen Definitionen sollen die
fritheren, vorldufigen Definitionen préazisieren. Sie werden uns auf dieselben Zusam-
menhénge wie friiher fiihren. Die Definition der Temperatur 7' in (2.29) erscheint
dagegen zunéchst rein formal. Im folgenden Kapitel werden wir uns davon iiberzeu-
gen, daf die in (2.29) definierte Temperatur diejenigen Eigenschaften hat, die wir
auch anschaulich mit diesem Begriff verbinden

Zur Definition der Temperatur 7 in (2.29) miissen wir auch noch anmerken, daf sie
die Einheit einer Energie besitzt, weil wir die Entropie mit S = In W im Abschnitt
2.3 ja als dimensionslose Variable definiert hatten. Ublicherweise wird die Tempe-
ratur aber in den Einheiten Grad Kelvin (K) gemessen. Der Umrechnungsfaktor
zwischen T in Joule und 7" in K ist die sogenannte Boltzmann-Konstante kp:

T=kpT, kg =1,3805-10"2*J /K.

Gleichzeitig wird die Entropie geméf S’ = kg S umdefiniert, also in Einheiten J/K
gemessen, so daf} die Definition von 7" die Form 1/7" = 0S’/0U behélt. Wir wollen
bei unseren bisherigen Definitionen einer dimensionslosen Entropie und einer Tem-
peratur in Einheiten der Energie bleiben. Wir kénnen unsere Formeln an jeder Stelle
durch die Transformation

T:kBTI, S:SI/]CB

in die iibliche Schreibweise bringen. Wir weisen schliefllich noch darauf hin, daf
bei der Anwesenheit mehrerer Komponenten im System fiir jede Komponente ein
chemisches Potential durch

0S
= =T (—) (2.30)
ON}, UV,Ny

#k

zu definieren ist. Wir bleiben bei der Verabredung aus dem Abschnitt 1.5 und inter-
pretieren p und N als formale Vektoren aus den jeweiligen Variablen der einzelnen
Komponenten, falls mehrere Komponenten vorhanden sind.

Wir miissen die Thermodynamik an dieser Stelle um zwei weitere Postulate
ergidnzen, namlich einmal um die Aussage, dafl die Temperatur nicht negativ sein
kann, also 7" > 0. Wir werden spéter im statistischen Teil der Theorie verstehen, dafl
negative Temperaturen 7" < (0 thermodynamisch instabile Zusténde charakterisieren,
die im allgemeinen sehr schnell zerfallen. Die andere Ergénzung ist der sogenannte 3.
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Hauptsatz der Thermodynamik, der besagt, dafl T'= 0 ein thermodynamischer Zu-
stand ist, der physikalisch nicht erreichbar ist, wohl beliebig angenidhert werden kann.
Der 3. Hauptsatz wird meist so formuliert, daf fiir 7" — 0 die Entropie verschwin-
det: S — 0. Da S = InW, vgl. Abschnitt 2.3, bedeutet S — 0, dafl das statistische
Gewicht W — 1 geht. Die Wahrscheinlichkeit, einen Makrozustand zu erreichen, der
durch nur einen einzigen Mikrozustand reprisentiert wird, verschwindet im thermo-
dynamischen Limes, weil sich die statistischen Gewichte von Makrozustdnden mit
S > 0 wie W = exp S verhalten, also mit N — oo sogar exponentiell divergieren.
Auf den 3. Hauptsatz und seine thermodynamischen Konsequenzen werden wir im
Kapitel 10 ausfiihrlich eingehen.

Wenn 7" > 0 und damit auch 1/7 = 9S/0U > 0, kénnen wir S = S(U,V,N)
eindeutig nach der inneren Energie U auflosen: U = U(S,V, N). Wir wollen nun
die funktionalen Zusammenhéinge S = S(U,V,N) und U = U(S,V, N) in einen
Zusammenhang bringen. Dazu bilden wir das vollstindige Differential der Entropie
und erhalten unter Verwendung der Definitionen (2.29):

as = (25) ara (22 av o (25) an
aU V.N aV UN aN U,V
_ 1 P B
= ZdU+Zav-Lan. (2.31)

Wir 16sen nach dU auf,

dU = TdS — pdV + pudN, (2.32)

und vergleichen mit dem vollstédndigen Differential dU aus dem funktionalen Zusam-
menhang U = U(S,V, N):

aw= (2% as+ (YY) v+ (Y aw (2.33)
95 V,N oV S,N ON S,V

1 1

Der Vergleich zeigt

oU oU oU
95 V,N oV S,N ON S,V

)

als Definitionen von T, p, i, die dquivalent zu (2.29) sind.
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Man nennt die Ausdriicke (2.31) und (2.32) fiir die vollstéindigen Differentiale dS
und dU auch Gibbs’sche Fundamentalrelationen, hier fiir die Entropie und die inne-
re Energie. Wir werden spéter weitere Gibbs’sche Fundamentalrelationen kennen-
lernen. Es liegt nun nahe, die Fundamentalrelation fiir dU in (2.32) mit dem 1.
Hauptsatz in der Form

SU = 6Q — poV + uoN (2.35)

aus dem Abschnitt 1.5 zu vergleichen. Wir betonnen nochmals, dafi der 1. Haupt-
satz (2.35) fiir beliebige, also nicht notwendig quasistatische Prozesse ¢ ... gilt.
Aber natiirlich gilt er auch fiir quasistatische Prozesse, fiir die wir die Differentiale
0 ... nach unserer Vereinbarung durch d... ersetzen kénnen. Der Vergleich ergibt
zunichst Ubereinstimmung mit den fritheren Definitionen des Druckes p und des
chemischen Potentials p, zusétzlich aber die Relation

dQ = T ds. (2.36)

Diese Relation ist folgendermafien zu lesen: bei quasistatischen Prozessen, bei denen
ein System also niemals aus dem Gleichgewicht gerét, sind die Entropieinderung d.S
und die ausgetauschte Warme d@ durch (2.36) verkniipft. Wir werden im folgenden
Kapitel lernen, daf fiir beliebige Prozesse ¢ . . .

5Q < T68. (2.37)

gilt.

Die Beziehung (2.36) kann zugleich als eine Mefvorschrift fiir Entropien gedeutet
werden: die Bestimmung einer Entropie wird auf die Bestimmung von Wérme in ei-
nem quasistatischen Prozefl zuriickgefiihrt. Eine solche Mefivorschrift ist erforderlich,
weil wir bisher nur die Existenz einer Entropie gefordert hatten. Bei allen physika-
lischen Begriffsbestimmungen mufl immer auch eine Moglichkeit angegeben werden,
den definierten Begriff durch eine Messung zu bestimmen. Diese Uberlegung legt die
Frage nahe, wie denn Wirme durch eine Messung bestimmt werden kann. Wir ge-
ben hier nur den Hinweis, daffl man Warme prinzipiell dadurch bestimmen kann, daf3
man adiabatische Prozesse und Prozesse mit Warmeaustausch zwischen zwei ther-
modynamischen Zustédnden vergleicht. Auf diese Weise wird die Bestimmung von
Wirme auf die von mechanischer Arbeit zuriickgefiithrt. Im folgenden Kapitel wer-
den wir eine alternative Bestimmung von Wérme, nimlich durch elektrische Energie
kennenlernen.
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2.7 Extensive und intensive Variablen: die Gibbs—
Duhem—Relation

Wir haben argumentiert, dal die thermodynamischen Variablen innere Energie U,
Volumen V', Teilchenzahl N und Entropie S extensiv sind. Das bedeutete, dafl bei
einer identischen Vervielfachung eines thermodynamischen Systems um einen belie-
bigen Faktor A die Werte dieser Variablen sich ebenfalls mit dem Faktor A multipli-
zieren. Wir formulieren diesen Zusammenhang fiir die Funktion U = U(S,V, N):

UAS,AV,AN) = AU. (2.38)

Wir differenzieren diese Identitdt nach A und setzen anschlieffend A = 1. Mit der
Kettenregel der Differentialrechnung erhalten wir

(%) s+(5) v+(55) ~-vu
95 ) y.n WV ) s.n IN ) sy

Dieses ist der Fulersche Satz fiir homogene Funktionen vom 1. Grad, die gerade
durch die Identitét (2.38) definiert sind. Setzen wir nun die partiellen Ableitungen
der inneren Energie U aus (2.34) ein, so erhalten wir

TS—pV+uN=U. (2.39)

Dieses ist eine Verkniipfung der extensiven Variablen U, S, V, N mit den Variablen
T, p, i, die in (2.34) als partielle Ableitung einer extensiven Variablen U nach einer
anderen extensiven Variablen S,V oder N definiert sind. Variablen der letzteren
Art nennt man intensiv. Wahrend extensive Variablen im thermodynamischen Li-
mes N — oo linear mit N divergieren, bleiben intensive Variablen bei N — oo
offensichtlich konstant. Aquivalent dazu ist die Aussage: bei einer identischen Ver-
vielfachung eines thermodynamischen Systems um einen Faktor A bleiben die in-
tensiven Variablen ungeédndert. Wegen der Extensivitdt von U, S, V, N muf} es eine
lineare Relation zwischen diesen Variablen geben. (2.39) zeigt, daff die Koeffizienten
dieser Relationen durch die intensiven Variablen 7' P, u gegeben sind. Die Unter-
scheidung zwischen extensiven und intensiven Variablen beruht auf der Eigenschaft
der Skalierung thermodynamischer Variablen mit der Teilchenzahl N bzw. mit einem
Vervielfachungsfaktor .

Wir bilden nun das vollstdndige Differential dU in (2.39). Da (2.39) auf der Re-
lation U = U(S,V, N) beruht und diese nur im Gleichgewicht gilt, kann dort nur
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ein vollstdndiges Differential d ... im Sinne eines quasistatischen Prozesses gebildet
werden. Mit der Produktregel der Differentialrechnung erhalten wir

dU = TdS—pdV + pudN
+8dT — Vdp+ N dp. (2.40)

Die erste Zeile dieser Gleichung ist gerade die Gibbs’sche Fundamentalrelation (2.32)
fiir die innere Energie U. Also folgt

SdT — Vdp+ Ndu=0, (2.41)

die sogenannte Gibbs—Duhem—Relation. Sie besagt, dafl die intensiven Variablen
nicht unabhéngig sind, sondern genau durch eine Relation verkniipft sind, die auf das
Skalierungsverhalten mit N bzw. mit einem Vervielfachungsfaktor A zuriickgeht. Im
folgenden Kapitel werden wir eine andere Interpretation der Gibbs—Duhem—Relation
kennenlernen: sie ist die Bedingung dafiir, daf} ein thermodynamisches System iiber-
haupt identifiziert werden kann.



Kapitel 3

Irreversible Thermodynamik

Bei den spontanen Prozesse, die ein isoliertes thermodynamisches System in einen
Gleichgewichtszustand fithren, nimmt die Entropie zu, weil das Gleichgewicht in iso-
lierten Systemen durch maximale Entropie bestimmt ist. Solche spontanen Prozesse
sind unter der Bedingung der Isolation nicht umkehrbar, weil die Wahrscheinlichkeit
fiir makroskopische Abweichungen vom Gleichgewicht im thermodynamischen Limes
exponentiell mit N — oo verschwindet. Lediglich Fluktuationen um das Gleichge-
wicht mit der relativen GroBenordnung ~ N~/ sind méoglich. Diese Fluktuationen
wollen wir nicht zu den thermodynamischen Prozessen rechnen. Thermodynamische
Prozesse sollen immer durch Anderungen von makroskopischen thermodynamischen
Variabeln mit der relativen Gréflenordnung 1 charakterisiert sein. Wegen der Nicht—
Umkehrbarkeit der ins Gleichgewicht fiihrenden spontanen Prozesse nennt man sie
auch ¢rreversibel und die Theorie dieser Prozesse auch Thermodynamik der irre-
versiblen Prozesse oder kurz irreversible Thermodynamik. Die irreversible Thermo-
dynamik ist die eigentliche, realistische Thermodynamik, weil alle realen Prozesse
immer irreversibel sind. Die bereits im Abschnitt 2.6 vorgestellte Thermodynamik
des Gleichgewichts mit ihren quasisatischen Prozessen wird sich als eine Idealisie-
rung der irreversiblen Thermodynamik herausstellen und verdiente deshalb besser
die Bezeichnung Thermostatik.

Wir werden die spontanen oder irreversiblen Prozesse in diesem Kapitel zunéchst
als Ausgleichsprozesse zwischen zwei Teilsystemen beschreiben, die zusammen ein
isoliertes System bilden. Die beiden Teilsysteme sollen dabei jeweils fiir sich in einem
Gleichgewichtszustand sein und auch bleiben, aber nicht notwendig im Gleichgewicht
miteinander, d.h., das isolierte Gesamtsystem ist im allgemeinen nicht im Gleich-
gewicht. Die Verschiebungen von extensiven Variabeln wie z.B. Energie, Volumen
oder Teilchenzahlen zwischen den Teilsystemen stellen dann die internen Variabeln
x dar, beziiglich derer sich ein Gleichgewicht des Gesamtsystems einstellen kann, vgl.
Abschnitte 2.4 und 2.5. Wir beginnen mit dem Fall des Warmeausgleichs zwischen

ol
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den Teilsystemen und stellen daran anschlieflend das allgemeine Schema der irrever-
siblen Thermodynamik beispielhaft dar. Dieses Schema 148t sich in naheliegender
Weise auf andere Ausgleichsprozesse iibertragen.

3.1 Prozesse mit Warmeaustausch

Ein isoliertes Gesamtsystem bestehe aus zwei Teilsystemen, die durch eine dia-
therme, aber mechanisch feste und fiir Teilchen impermeable Wand getrennt sei-
en. Die beiden Teilsysteme sollen stets in einem Gleichgewichtszustand sein, der
durch U, V,N bzw. U, V'/N' und durch die Entropien S = S(U,V,N) bzw.
S" = S"(U', V', N') beschrieben sei. Da die Variabeln V|, N bzw. V', N" wegen der Iso-
lationsbedingung und der Wandeigenschaften unverdndert bleiben, brauchen wir sie
im folgenden nicht mehr explizit mitzuschreiben. Bei partiellen Ableitungen nach U
werden sie konstant gehalten. Der 1. Hauptsatz fiir die Teilsysteme lautet 60U = 0Q)
bzw. 6U' = 0Q)'. Weil das Gesamtsystem isoliert ist, gilt

SU +6U" = 6Q + 6Q' = 0. (3.1)

Die Entropie des Gesamtsystems lautet

So = S(U) + S'(U"). (3.2)

Deren Variation aufgrund der virtuellen Variationen oU, U’ ist

Sy = 6S(U) +6S(U")

a5 as'
= @6U+ 3

C o1
SU" = (T T,) 5T, (3.3)

wobei wir (3.1) und die Definitionen der Temperatur 9S/0U = 1/T bzw. 0S'/0U" =
1/T" aus dem Abschnitt 2.6 benutzt haben. Im Gleichgewicht des isolierten Gesamt-
systems soll die Entropie Sy ein Maximum besitzen. Dann ist notwendig 65, = 0
bei beliebigen virtuellen Variationen 6U. Daraus folgt fiir das Gleichgewicht des Ge-
samtsystems, dafl die Temperaturen gleich sein miissen: 7" = T”. Dadurch ist zwar
ein Extremum der Entropie Sy, aber noch kein Maximum festgelegt. Um Sy =Max
im Gleichgewicht zu garantieren, miissen wir eine zweite Variation §2S; untersuchen
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und nach der Bedingung fiir 625, < 0 fragen. Das soll in einem spiiteren Kapitel
iiber Stabilitit ausgefiithrt werden.

Wir konnen die 0U aber auch als Differentiale eines realen Prozesses deuten, der
kontinuierlich mit der Zeit ablauft. Dann schreiben wir statt (3.3)

d_SU:<1 1>dU (5.4)

dt T T') dt
Solange ein Prozef ablduft, also dU/dt # 0, ist das System noch auf dem Weg ins
Gleichgewicht, d.h., seine Entropie nimmt zu: dSy/dt > 0. Daraus folgt

T<T = dU/dt>0

T>T > dU/dt <0. (3:5)

Das bedeutet: Energie, hier also Warme, fliefit aus dem System mit der héheren
in das System mit der tieferen Temperatur. Diese Konsequenz ergénzt die formale
Definition der Temperatur im Abschnitt 2.6 durch ein physikalisch anschauliches
Argument. Wéhrend des Ausgleichsprozesses édndern sich die Temperaturen 7" und
T', und zwar mufy die tiefere Temperatur zunehmen, die hohere abnehmen. Das
folgt aus der Annahme, daf} iiberhaupt ein Gleichgewicht existieren soll, in dem die
Temperaturen gleich sind.

Die Annahme, dal die beiden Teilsysteme wahrend des Ausgleichsprozesses im
Gleichgewicht bleiben und eine einheitliche Temperatur haben sollen, ist eine Ideali-
sierung. Diese ist nur gerechtfertigt, wenn der Warmeiibergang durch die diatherme
Wand hinreichend langsam ist und sich der Temperaturausgleich jeweils im System
dagegen sehr schnell vollzieht. Unter realen Bedingungen wird sich in der Ndhe der
Wand ein Temperaturgradient einstellen. Ein System mit einem Temperaturgradi-
enten kann sich nicht im Gleichgewicht befinden, weil dieses konstante Temperatur
fordert. In einer solchen Situation versucht man, das Gebiet des Gradienten in dif-
ferentielle Teilsysteme aufzuteilen, die jeweils fiir sich im Gleichgewicht sind. Man
erhilt dann eine kontinuierliche Theorie, die jedoch thermodynamisch problema-
tisch ist, weil die differentiellen Teilsysteme moglicherweise zu wenige Freiheitsgrade
besitzen. Wir kommen auf die kontinuierliche Theorie spéater zuriick.

3.2 Irreversible und reversible Prozesse

Wir schreiben die Gleichung (3.4) iiber die Anderung der Gesamtentropie als



o4 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK

dSy 1 .
— = A= =: 5, X
dt T JU S’er (3 6)
mit den Definitionen
1 1 1 dU
A— = — — — = — .
TTT o Ty (37

und bezeichnen A(1/T) als die verallgemeinerte thermodynamische Kraft, Jy als
den Fluf (oder Strom) des Prozesses, hier des Warmeausgleichs, und Siyp als die
Entropieproduktion des Prozesses. Wie wir bereits im vorhergehenden Abschnitt
argumentiert hatten, ist S;,, > 0, solange ein ProzeB stattfindet, also solange Ji; # 0.
Die Ungleichung S;,, > 0 gibt dem Prozef offensichtlich seine irreversible bzw.
spontane Richtung, und der Wert von Sirr 1463t sich als Maf} fiir die Irreversibilitat
des Prozesses interpretieren. Nur im Gleichgewicht mit A(1/7") = 0 verschwindet
S Allgemein gilt also Sir > 0.

Man kann den Fluf} Jy; als Folge der Temperaturdifferenz A(1/7') auffassen, aller-
dings auch umgekehrt. Die Situation ist &hnlich wie beim Ohmschen Gesetz: in einem
elektrischen Leiter kann man den elektrischen Strom als Folge einer Potentialdiffe-
renz auffassen, aber auch umgekehrt die Potentialdifferenz als Folge eines Stroms.
Tatséchlich wird sich elektrische Leitung ebenfalls als ein spontaner bzw. irreversi-
bler thermodynamischer Prozefy erweisen. Analog zum Ohmschen Gesetz kénnen wir
auch in unserem Fall des Wirmeausgleichs einen linearen Zusammenhang zwischen
Jy und A(1/T) erwarten:

1
Ju =LA (3.8)

Dieses ist — wie iibrigens auch das Ohmsche Gesetz — ein rein phinomenologischer
Ansatz, der zunédchst durch kein anderes Argument gerechtfertigt ist, als daf§ J; = 0
sein muf}, wenn A(1/7T) = 0 und umgekehrt. Man nennt L in (3.8) einen phinomeno-
logischen Koeffizienten, der offensichtlich das Analogon zum Leitwert eines elektri-
schen Leiters ist. Phdnomenologische lineare Relationen wie (3.8) oder das Ohmsche
Gesetz lassen sich letztlich nur durch das Experiment rechtfertigen. Tatséchlich gibt
es eine sehr grofle Zahl von irreversiblen Prozessen, in denen sie gerechtfertigt sind,
allerdings auch solche mit massiven Abweichungen vom linearen Verhalten. Es gibt
auch Theorien, die sogenannten Linear Response Theorien, in denen solche linearen
Relationen ndherungsweise hergeleitet werden, und zwar fiir hinreichend kleine ther-
modynamische Kréfte. In diesen Theorien wird angenommen, daf} sich die Fliisse in
eine Potenzreihe nach den Kréiften entwickeln lassen. (3.8) ist als niedrigster, nicht-
verschwindender Term einer solchen Potenzreihe zu interpretieren.
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Wenn die lineare Relation (3.8) gerechtfertigt ist, dann kénnen wir die Entropiepro-
duktion als

: N2 1,

schreiben. Im Sinne der soeben genannten Potenzreihenentwicklung ist Sirr von qua-
dratischer Ordnung in der Kraft oder im Fluf}. Das gibt Anlal zu der folgenden
Idealisierung. Fiir

Al — 0 oder Ju—0

T
bezeichnet man den Warmeaustausch als reversibel, weil die Entropieproduktion in
diesem Grenzfall von hoherer (zweiter) Ordnung verschwindet als die Kraft oder der
Fluf} selbst. Wenn nun ein beliebiges System im thermodynamischen Gleichgewicht
auf reversible Weise Warme empfangt, dann schreiben wir fiir die damit verbundene
Anderung seiner Entropie

dS _ 95 dU _ 1 dQu,
dt oU dt T dt

(3.10)

Diesen Zusammenhang kennen wir bereits aus dem Abschnitt 2.6 in der Form
dQ) = T dS fiir quasistatische Prozesse. So ist auch die Wéarmeaufnahme oder —
abgabe fiir jedes der beiden Teilsysteme quasistatisch, weil diese nach Voraussetzung
immer in einem Gleichgewicht bleiben sollten. Die irreversible Entropieproduktion
S,-TT 148t sich also nicht den einzelnen Teilsystemen, sondern nur dem Gesamtsy-
stem zuordnen. In unserer Modellsituation, in der zwei Gleichgewichtssysteme im
Kontakt sind, findet die Entropieproduktion in der Wand zwischen den Teilsyste-
men statt. Wir wollen die Unterscheidungen zwischen reversibler und irreversibler
Entropiednderung nochmals verdeutlichen, indem wir das Gesamtsystem &6ffnen und
annehmen, dafl jedes der beiden Teilsysteme aufler dem Wérmeausgleich zusitz-
lich auf reversible Weise Wérme mit der Umgebung austauscht. Dann gilt fiir die

zeitliche Anderung der Entropie S, des Gesamtsystems

dS _ (ds) (45
dt B dt rev dt 'L'rr7

(ﬁ) _ 1dQu 1 dQ,

dt T dt T dt

dSy : 1
0 = S =A=J. A1
( dt )irr S’er T JU (3 )
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Weil S;,, > 0, gilt fiir die Entropiesinderung beliebiger Systeme stets

dsSy dsS
— > — . .

Das Gleicheitszeichen gilt nur fiir quasistatische Prozesse des Gesamtsystems.
Wiihrend S;,, eine Systemeigenschaft des Nicht—Gleichgewichtssystems darstellt,
kénnen wir die reversiblen Terme in (dSy/dt),e, als Entropietransport interpretieren.
Wir werden darauf bei der Formulierung der kontinuierlichen Theorie zuriickgreifen.

Wir haben in diesem Abschnitt mehrfach die Begriffe "quasistatisch” und ”rever-
sibel” bzw. "irreversibel” verwendet. Wir wollen diese Begriffe jetzt noch einmal
zusammenfassend kldren und gegeneinander abgrenzen. ” Quasistatisch” ist die Ei-
genschaft eines Systems: bei quasistatischen Prozessen bleibt das System immer
in einem Gleichgewicht, obwohl es mit seiner Umgebung Austauschprozesse haben
kann. " Quasistatisch” fiir das System sagt nichts iiber diese Austauschprozesse aus.
"Reversibel” oder "irreversibel” ist die Eigenschaft von Prozessen zwischen Syste-
men. In der Situation des Gesamtsystems, das aus zwei Teilsystemen besteht, hatten
wir angenommen, dafl die Prozesse zwischen den Teilsystemen irreversibel sein konn-
ten, aber ihre Auswirkungen auf die Teilsysteme im Rahmen der quasistatischen
Beschreibung bleiben.

3.3 Prozesse mit Austausch von Wirme, Volu-
men und Teilchen

Wir kehren zuriick zur Situation des Abschnitts 3.1, in der ein isoliertes Gesamt-
system aus zwei Teilsystemen bestehen sollte. Die beiden Teilsysteme sollen jetzt
auffler Warme auch Volumen und Teilchen austauschen kénnen, jedoch nach wie vor
fiir sich jeweils in einem Gleichgewichtszustand bleiben. Die Isolationsbedingung des
Gesamtsystems lautet

oU +oU' =0, oV + 6V =0, ON +6N' = 0. (3.13)

Analog zu (3.3) im Abschnitt 3.1 bilden wir die Variation der Gesamtentropie Sy
und erhalten unter Verwendung der Isolationsbedingung (3.13) und der Definitionen
fiir Temperatur, Druck und chemisches Potential aus dem Abschnitt 2.6:

_(L_1 L
5% = (- ) 6U+<T T,> % ( >5N. (3.14)
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Wenn die Wand zwischen den Teilsystemen diatherm und mechanisch beweglich ist,
so daf Warme und Volumen ausgetauscht werden kénnen (6U # 0, §V # 0), jedoch
keine Teilchen (0N = 0), lautet der 1. Hauptsatz fiir jedes der Teilsysteme

SU =6Q —pdV, U =06Q —p V', (3.15)

Wenn Q) und oV nach Voraussetzung unabhéngige Variationen sind, dann auch 6U
und 6V. Aus der Gleichgewichtsbedingung 6.5, = 0 und aus (3.15) (mit 6N = 0) folgt
dann, daf} im Gleichgewicht 7" = T" und p = p’ sein muf}. Wenn bereits thermisches
Gleichgewicht eingestellt ist, also T = T", entnehmen wir aus (3.15) fiir einen zeitlich
kontinuierlichen, spontanen Prozefl des Volumenaustausches, daf}

4, _ Apdv
dt

— > () Ap:=p—17p. 3.16
T 20 pi=p—p (3.16)

Das System mit dem hoheren Druck dehnt sich aus, bis im Gleichgewicht p = p' er-
reicht ist. Wir untersuchen den Prozefy des Volumenaustausches fiir den Fall, daf die
mechanisch bewegliche Wand thermisch isolierend ist. Die beiden Teilsysteme fiihren
dann adiabatische quasistatische Zustandsdnderungen aus, fiir die der 1. Hauptsatz

oU = —pdV, U = —p' 6V’ (3.17)

lautet. Bevor wir wieder die Variation 0S5, der Gesamtentropie diskutieren, berech-
nen wir die Variationen der Entropien der beiden Teilsysteme. Durch Einsetzen des
1. Hauptsatzes aus (3.17) finden wir

1 p
0S==0U+ =0V =0
T + T
und ebenso 65’ = 0. Bei quasistatischen adiabatischen Prozessen dndert sich die

Entropie nicht. Das hétten wir auch aus §S = 0Qey/T mit §Q,., = 0 schlie-
Ben konnen. Fiir unsere Fragestellung nach dem Gleichgewicht bei adiabatischem
Volumenaustausch bedeutet das, dal Sy = 4S5 + S’ identisch verschwindet: das
Gleichgewicht ist thermodynamisch indifferent. Wir kénnen hier nur ein mecha-
nisches Gleichgewicht bestimmen, ndmlich durch die Gleichheit der mechanischen
Krifte auf den beiden Seiten der Wand, also p = p'. Allerdings kann das System
um diesen Zustand auch Oszillationen ausfithren. Wenn diese Oszillationen durch
Reibung abklingen, entsteht ein neues thermodynamisches Problem, weil Reibung
Wirmezufuhr bedeutet. Der Endzustand ist dann wieder ein thermodynamisches
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Gleichgewicht, dessen Lage sich daraus bestimmt, wie sich die Reibungswérme auf
die beiden Teilsysteme verteilt.

Wegen seiner physikalischen, chemischen und sogar biologischen Bedeutung betrach-
ten wir auch noch den Fall, daff die Wand zwischen den Teilsystemen diatherm
und permeabel fiir einige oder sogar alle Teilchenarten ist, aber mechanisch fest,
also 0V = 0. Wir nehmen an, dafl thermisches Gleichgewicht bereits eingestellt
ist: T = T'. Dann folgt fiir das Gleichgewicht beziiglich Teilchenaustausch aus
(3.14) p = 4. Falls mehrere Teilchenarten vorhanden sind, muf§ zunéchst festge-
stellt werden, fiir welche die Wand permeabel ist. Gleichgewicht besteht, wenn fiir
alle permeablen Komponenten g = pj, ist. Die Entropieproduktion fiir spontanen
Teilchenaustausch lautet (bei eingestelltem thermischem Gleichgewicht)

Sipr = > <_T> Jp >0, (3.18)

worin

an,

e (3.19)

Apug, = pu, — iy, Jr =

Wenn nur eine Komponente vorhanden oder permeabel ist, folgt der Flul J, dem
Gefille des chemischen Potentials iiber die Wand, also vom héheren zum tieferen
chemischen Potential. Bei mehreren permeablen Komponenten mufl nur die gesamte
Entropieproduktion S;,., positiv sein. Fiir einzelne Komponenten kénnten die Sum-
manden in (3.18) auch negativ sein, d.h., einzelne Komponenten kénnten auch gegen
ihr eigenes chemisches Potentialgefille "bergauf” transportiert werden, und zwar
entropisch auf Kosten der iibrigen. Das ist allerdings nur moglich, wenn es Kopp-
lungen zwischen verschiedenen Fliissen Jj, und Kréften —Apg /T gibt, sogenannte
Flukopplungen. Die linearen phanomenologischen Relationen haben bei mehreren
permeablen Komponenten im allgemeinen die Form

A
7= L <— ;k ) . (3.20)
k/

Kopplung zwischen verschiedenen Fliissen und Kréften bedeutet im Rahmen der li-
nearen Theorie, daf} die entsprechenden nichtdiagonalen L # 0 sein miissen. Wenn
nur diagonale L auftreten, also Ly = g Li, dann ist jeder einzelne Summand
in (3.18) nicht negativ:
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Dafl Ly, = L; > 0, folgt daraus, dafy der Transport der Komponente £ allein immer
ihrem Potentialgefille folgen muf. Fluflkopplungen haben eine sehr grofie Bedeutung
beim Austausch von Ionen und neutralen Molekiilen iiber die Wénde von biologi-
schen Zellen, den sogenannten Zellmembranen.

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit der Frage, ob alle Variabeln @), V, N bzw.
U,V, N gleichzeitig iiber die Wand zwischen den beiden Teilsystemen ausgetauscht
werden konnen. Das wiirde bedeuten, dafl wir simtliche, aus (3.14) ablesbaren ther-
modynamischen Kréfte

/

ft oo, p
AN __ PP
T T

p

11 1 AP P’
T T T T T T

zwischen den Teilsystemen vorgeben miifiten. Das ist aber nicht moglich, weil die
intensiven Variabeln T,p,u in jedem der beiden Teilsysteme die Gibbs-Duhem-
Relation, vgl. Abschnitt 2.7, erfiillen miissen. Das bedeutet, dafl wenigstens eine
der Kréfte offen bleiben muf}, z.B. die chemische Potentialdifferenz wenigstens ei-
ner Komponente. Diese Aussage hat einen sehr anschaulichen physikalischen Hinter-
grund: eine physikalisch reale Wand muf} definierbar sein, z.B. durch eine Aufteilung
von Volumen oder von wenigstens einer Komponente zwischen den Teilsystemen.
Wenn U, V., N gleichzeitig austauschbar sein sollen, verlieren die Teilsysteme ihre
physikalische Identitét.

3.4 Elektrische Leitung

Elektrische Leitung entsteht durch den Transport elektrisch geladener Teilchen. Wir
kommen deshalb noch einmal auf die Situation im vorhergehenden Abschnitt zuriick,
in der die Wand zwischen den zwei Teilsystemen eines insgesamt isolierten Systems
fiir Teilchen und damit auch fiir Warme durchléssig ist. Zusétzlich wollen wir nun
annehmen, dafl die Teilchen der Komponente % eine elektrische Ladung e, tragen.
Man schreibt e;, = e z;, worin e die Elementarladung ist. z; heif3t die Wertigkeit
des Teilchens, das man im Fall eines geladenen Atoms oder Molekiils ein Ton nennt.
2, > 0 beschreibt Kationen, z; < 0 Anionen und z; = 0 neutrale Teilchen. Aber
natiirlich sind auch Elektronen weiterhin in unserer Beschreibung enthalten.

Wir wollen nun weiter annehmen, dafl der Austausch elektrisch geladener Teilchen
durch eine elektrische Potentialdifferenz zwischen den beiden Teilsystemen getrie-
ben wird. Dieser Potentialdifferenz entspricht ein elektrisches Feld, mit dem das
Gesamtsystem nun offensichtlich Energie austauschen kann. Wir miissen deshalb
die Tsolationsbedingung fiir die innere Energie gegeniiber der Formulierung in (3.13)
im vorhergehenden Abschnitt abdndern, und zwar in
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U + 6U' = 6W. (3.21)

Hier ist 0W} die Energie, die das elektrische Feld beim Austausch geladener Teilchen
an das thermodynamische System abgibt (61 > 0) oder aufnimmt (6W; < 0). Da
allgemein e @ die elektrische Feldenergie einer Ladung e im Potential & ist, wird

Wp==> ex (BON, + P 6Ny). (3.22)
k

® und @' sind die Potentiale der beiden Teilsysteme. Das negative Vorzeichen beriick-
sichtigt, da3 Abgabe von Feldenergie fiir das thermodynamische System positiv zu
zahlen ist. Die Isolationsbedingung fiir Teilchen bleibt dagegen unverdndert:

SN+ 0N, =0, k=1,2.... (3.23)

Wir nehmen wiederum an, dafl thermisches Gleichgewicht bereits eingestellt ist,
T =T', und kein Volumenaustausch stattfindet, 6V = 0. Die Variation der Gesam-
tentropie lautet dann

1 1
65y = - (6U +6U") — 7 > (pr 0Ny, + ), ON},) . (3.24)
k

Einsetzen von (3.21), (3.22) und (3.23) ergibt nach einer kurzen Rechnung
1
6Sy = —7 > (Apg + e A®) 6N (3.25)
K

A® = & — @' ist die elektrische Potentialdifferenz zwischen den Teilsystemen. (3.25)
legt es nahe, das chemische Potential u; einer geladenen Komponente zum elektro-
chemischen Potential zu erweitern:

M := pi + ex P, Me =y + ex @ (3.26)

Damit wird aus (3.25)

1
k
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Als thermodynamische Krifte fiir den Teilchenaustausch treten jetzt die —Amn /T
anstelle der —Apy, /T auf. Gleichgewicht besteht in (3.27), wenn samtliche Differen-
zen der elektrochemischen Potentiale verschwinden: An, = 0, £ = 1,2,.... Es ist
also moglich, daf fiir eine geladene Komponente Gleichgewicht trotz unterschiedli-
cher chemischer Potentiale besteht. Dazu muf} die elektrische Potentialdifferenz die
chemische Potentialdifferenz ausgleichen:

Dieser Wert von A® heifit das Nernst—Potential der Komponente k. Fiir einen zeit-
lich kontinuierlichen Prozef lautet die zu (3.27) entsprechende Entropieproduktion

. 1
k

In die linearen phénomenologischen Gleichungen (3.20) aus dem vorhergehenden
Abschnitt miissen wir jetzt die —Any /T als thermodynamische Kréfte einfithren:

A
Jo =3 Ly (- ;’“ ) . (3.30)
k/

Wir wollen jetzt annehmen, daf§ die beiden Teilsysteme chemisch fiir alle Kompo-
nenten identisch sind, also Ay, = 0 fiir alle £ = 1,2, .. .. Auflerdem wollen wir nicht
die einzelnen Komponentenfliisse J;, sondern den gesamten elektrischen Flufl Jg
bzw. Strom durch die Wand diskutieren:

JE = Z (A3 Jk = % Z ka/ €L € (—Aq)) = -G AD. (331)
k ke k!

Wir finden also eine lineare Relation zwischen dem elektrischen Strom Jg und der

Potentialdifferenz A®. Das ist offensichtlich das Ohmsche Gesetz, das sich also

tatsichlich, wie bereits frither angekiindigt, als ein spezieller Fall der thermody-

namischen linearen phinomenologischen Relationen herausstellt. Das Vorzeichen in

(3.31) erkldrt sich durch eine verschiedene Zahlung der Potentialdifferenz und der

elektrischen Spannung. Die Gréfle

1
G:=— Z ka/ €L €’ (332)
T kk'
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ist der elektrische Leitwert der Wand bzw. R = 1/G ist ihr elektrischer Widerstand.
Die Entropieproduktion aus (3.29) lautet

: 1 1
T % T

Man nennt TS,-TT auch die Ohmsche Wirme.

3.5 Chemische Reaktionen

Wie wir bereits im Abschnitt 2.1 bemerkt hatten, konnen auch chemische Reaktio-
nen ein thermodynamisches System ins Gleichgewicht fithren. Wir wollen in diesem
Abschnitt chemische Reaktionen in das Schema der irreversiblen Thermodynamik
einordnen, das wir in den vorangegangenen Abschnitten dieses Kapitels entwickelt
haben. Dazu miissen wir zunéchst die kinetische Beschreibung chemischer Reaktio-
nen formulieren. Wir beginnen mit einem Beispiel:

3Hs + Ny = 2NHs. (3.34)
In dieser Reaktion treten drei Komponenten auf, ndmlich
k=1: H,, k=2: N, k =3: NH;.
Fiir die Verdnderungen der Teilchenzahlen wéhrend des Reaktionsablaufs gilt

1dNy  dNy  1dN;  dg

_1dh_ dNy _ 1dNs 3.35
3 dt @ i a T w (3.35)
oder
_ 3
AN d "
d_tk:,,kd_j v = -1 (3.36)
Vg = —|—2

Die Variable ¢ heifit Reaktionslaufzahl, d§/dt die Reaktionsgeschwindigkeit und vy, der
stochiometrische Koeffizient der Komponente k. Die stochiometrischen Koeffizienten
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sind im Reaktionsschema (3.34) nur bis auf einen gemeinsamen Faktor definiert. Um
die Definition eindeutig zu machen, greifen wir auf den molekularen Reaktionsme-
chanismus zuriick und definieren v}, als die Zahl von Teilchen der Komponente k,
die in einem elementaren Reaktionsschritt umgesetzt wird. Wenn v > 0, heifit die
Komponente k ein Produkt, wenn vy, < 0, ein Edukt. Wir haben in (3.35) und (3.36)
zeitlich kontinuierliche Reaktionsabldufe beschrieben; fiir virtuelle Variationen gilt
entsprechend 6N, = v, €.

Wir verallgemeinern unser Beispiel: in einem thermodynamischen System sollen
mehrere chemische Reaktionen r = 1,2,... unabhingig voneinander ablaufen
kénnen. Das allgemeine Reaktionsschema lautet

Uircl—FUérCz—F...#Vilrcl—i—l/élr(jg—i—.... (337)

Die Cj, stehen symbolisch fiir die Edukte und Produkte, im obigen Beispiel sind
das Hy, Ny und NHj. Die v}, sind die stéchiometrischen Vorwértskoeffizienten der
Reaktion r, die 1/, die stochiometrischen Riickwértskoeffizienten. Definitionsgemifl
gilt stets v, > 0 und v}, > 0. Gew6hnlich gilt auch v, - v}, = 0: eine Komponente
Cy, tritt entweder nur als Edukt oder nur als Produkt auf. Wenn v, - v}, > 0,
heifit Cj ein Katalysator. Wenn dann auBerdem v, # v;., nennt man Cj, einen
Autokatalysator. In Verallgemeinerung von (3.36) ist

= T~ ) G = T W, (3.39)
mit
Vi =V vl W= C;i (3.39)
Analog gilt fiir virtuelle Variationen
ON = gy 6, (3.40)
k

Wir kommen jetzt zur Thermodynamik chemischer Reaktionen, indem wir uns diese
als einen Teilchenaustausch zwischen den beiden Seiten der Reaktionen vorstellen.
Die beiden Reaktionsseiten treten begrifflich an die Stelle von zwei Teilsystemen,
zwischen denen Teilchen ausgetauscht werden konnen, wie wir das im Abschnitt
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3.3 dargestellt haben. Die Reaktionslaufzahlen &, werden auf diese Weise zu inne-
ren Variabeln x, beziiglich derer die Entropie im Gleichgewicht maximal wird, vgl.
Abschnitt 2.4. Das Abschalten einer Reaktion durch 0z, = 0 bzw. W, = 0 stellt
eine innere Zwangsbedingung dar, die nur ein partielles Gleichgewicht zuldfit. Nach
Freigabe dieser Zwangsbedingung lduft spontan ein Reaktionsprozefl in Richtung
auf ein neues Gleichgewicht mit einer gréfleren Entropie ab.

Zur Vereinfachung der Schreibweise wollen wir im folgenden annehmen, dafl in dem
betreffenden System alle anderen Austauschvorginge (thermisch, mechanisch, loka-
ler Teilchenaustausch) bereits im Gleichgewicht sind. Auflerdem soll das System —
wie bisher — insgesamt isoliert sein. Diese Bedingung werden wir im folgenden Ka-
pitel aufheben. Es sei Sy = So(U,V, N1, Na,...) die Entropie des Gesamtsystems
zu gegebenen Teilchenzahlen Ny, Ny, .... Wir berechnen die virtuelle Variation der
Entropie unter Verwendung von (3.40):

0S5y 1
05y = Z<—> ON, = —— ZMk5Nk:
k ONy U,V,Ny, T k

#k
1 1
= —= » UE 0&, = — A, 0&,, 41
7 St = 1 T A6t (3.41)
worin
A, = —ZVkr i (3.42)
k

die Affinitdt der Reaktion r ist. Aus 65y = 0 folgt, dafl im Gleichgewicht der Reak-
tionen sdmtliche Affinitdten verschwinden miissen: A, =0,r = 1,2, .... Fiir zeitlich
kontinuierliche, spontane Reaktionsprozesse ist

: 1
Sirr = 7 S AW, >0. (3.43)

Fiir eine einzelne Reaktion bedeutet das AW > 0. Deren Affinitdt konnen wir
schreiben als

A== v =D Vi — > Vg . (3.44)
k J I
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Die Affinitdt beschreibt das mit den stochiometrischen Koeffizienten gewichtete
Gefiille der chemischen Potentiale ldngs des Reaktionsweges. Fiir eine einzelne Reak-
tion bedeutet AW > 0, daf} die Reaktion diesem Gefélle folgt. Das ist eine weitere
Analogie zum Teilchenaustausch zwischen zwei Teilsystemen. Bei mehreren Reak-
tionen konnen einzelne von ihnen gegen ihr Gefille "bergauf” entropisch auf Kosten
der iibrigen getrieben werden, wenn insgesamt nur Sm > 0 ist.

Im Abschnitt 3.3 hatten wir iiberlegt, dafl einzelne Komponenten durch Flu3kopp-
lungen lokal gegen das Gefille ihres eigenen Potentials ”bergaut” getrieben werden
kénnen. Das ist auch mit einer Kopplung zwischen Transport und chemischer Re-
aktion moglich. Wir betrachten wieder zwei Teilsysteme, in denen jeweils dieselben
chemischen Reaktionen ablaufen kénnen. Die Wand zwischen den Teilsystemen sei
diatherm und permeabel fiir die Komponente &k = 1. Die zeitlich kontinuierliche
Entropiezunahme betragt

: 1 A
Sir = 77 S (AW, + A W) + <—%> Ji >0, (3.45)

worin J; der Transportflufl der Komponente £ = 1 ist:

dN-
Jp = (—1> .
dt Tr

Entropisch ist ”Bergauftransport”

A
(-5 n<o

auf Kosten der chemischen Reaktionen moglich. Man nennt einen solchen Vorgang
aktiven Transport. Er ist einer der wichtigsten Prozesse in biologischen Zellen. Dort
werden z.B. Tonen gegen ihr elektrochemisches Potentialgefélle chemisch durch die
Zellwand gepumpt. Die irreversible Thermodynamik besagt keinesfalls, dafl aktiver
Transport erfolgen muf}, sondern nur, dafl er bei entsprechender Kopplung zwischen
Transportflufl und Reaktion entropisch ablaufen kann.

Wenn wir die Formulierung linearer phianomenologischer Relationen konsequent auf
eine chemische Reaktion iibertragen, miiiten wir fiir eine einzelne Reaktion

W=LA (3.46)
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schreiben, fiir mehrere Reaktionen entsprechend einen multilinearen Ausdruck.
Tatséchlich stellt sich ein solcher Ansatz nur fiir die unmittelbare Umgebung des
Gleichgewichts als annehmbare N&dherung heraus. Besser bewéhrt sich fiir die Reak-
tionsgeschwindigkeit einer Reaktion

ViCl—FVéCQ—i-...;\Vi’cl—FVé’Cz—i—....

der sogenannte Stofzahlansatz

W=V (/{' HCZ;“ — K" HCZ;“/> : (3.47)
k 2

Hier sind ¢, := N /V die Teilchenzahldichten oder Konzentrationen der Kompo-
nenten £ = 1,2,.... Die chemischen Potentiale p; sind Funktionen der Dichten
cr. Unter Benutzung dieses funktionalen Zusammenhangs, auf den wir spater noch
eingehen werden, miissen die Faktoren k' und " so gewahlt werden, daf} die Gleich-
gewichtsbedingung W = 0 fiir A = 0 erfiillt ist. Der Vorfaktor V beriicksichtigt,
daf} die Reaktionsgeschwindigkeit W definitionsgeméf eine extensive Grofie ist. Die
molekulare Vorstellung hinter dem Stofizahlansatz besteht darin, dal in einem Re-
aktionsschritt gerade die Anzahlen von Teilchen der einzelnen Komponenten zusam-
mentreffen miissen, die durch die stochiometrischen Koeffizienten gegeben sind. Die
Wahrscheinlichkeit eines solchen Zusammentreffens wird proportional zu den Pro-
dukten der entsprechenden Teilchendichten bzw. ihrer Potenzen angenommen. Diese
Annahme ist eigentlich nur fiir unabhéngige Teilchen gerechtfertigt. Dennoch erweist
sich der Stofizahlansatz als eine brauchbare Nidherung fiir sehr viele Reaktionen.

In der Chemie ist es iiblich, nicht mit Teilchenzahlen, sondern mit Molen zu rech-
nen. Ein Mol kann man am einfachsten als eine andere Einheit fiir Teilchenzahlen
interpretieren: es enthilt immer die Anzahl L = 6,0225 - 10?® von Teilchen, un-
abhéngig von der Art der Teilchen. L ist die sogenannte Awvogadro—Zahl. Bei der
Zahlung der Teilchenzahlen N in Molen erhalten die chemischen Potentiale die Ein-
heit Energie/Mol, so da Produkte pdN invariant bleiben. Wie bei allen anderen
physikalischen Variabeln ist die Einheitenumrechnung kein wesentlicher Punkt der
Theorie. Wir vereinbaren deshalb, dafl im folgenden immer Teilchenzahlen oder Mole
interpretiert werden kénnen. Getrennte Schreibweisen eriibrigen sich.

3.6 Kontinuierliche Bilanzgleichungen

Bisher haben wir in diesem Kapitel thermodynamische Systeme diskutiert, die sich
aus einer endlichen Anzahl von diskreten Teilsystemen zusammensetzen. Die Teil-
systeme sollten jeweils fiir sich immer in einem thermodynamischen Gleichgewicht
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sein und iiber die Wénde zwischen ihnen extensive Groflen wie Warme, Volumen
oder Teilchen austauschen kénnen. Wir wollen die diskrete zu einer rdumlich konti-
nuierlichen Substruktur verallgemeinern. Die Teilsysteme werden dann zu rdumlich
differentiellen, lokalen Systemen, die wir offensichtlich nicht mehr durch Wéande ab-
grenzen konnen, sondern die notwendigerweise fiir alle Austauschprozesse offen sind.
Die Identitit der differentiellen Teilsysteme definieren wir entweder als Volumenele-
mente dV oder als Massenelemente dM. In diesem Abschnitt werden wir zunéchst
die differentiellen lokalen Bilanzen extensiver Variabeln formulieren. Die eigentliche
Thermodynamik rdumlich kontinuierlicher Prozesse und ihre Problematik werden
wir im folgenden Abschnitt darstellen.

3.6.1 Das Schema von Bilanzgleichungen

Es sei F eine beliebige extensive Variable und pg(r,t) ihre rdumliche Dichte, die in
einem kontinuierlichen System im allgemeinen vom Ort r und der Zeit ¢t abhéingen
wird. Die in einem Volumen V' enthaltene Menge von FE ist gegeben durch

E(t) = /V dV pu(r.1). (3.48)

Wir wollen annehmen, dafl das Integrationsgebiet V' zeitunabhéngig ist. Dann kann
sich E(t) auf zwei Weisen zeitlich &ndern, nimlich durch Transport iiber die Grenzen
von V und durch Erzeugung oder Vernichtung innerhalb von V. Wir schreiben dafiir

dB(t
—di ) _ 4+ Py, (3.49)

worin @ die Transportrate und Pg die Erzeugungs— oder Vernichtungsrate ist. Die
Transportrate konnen wir in der Form

by = — /W df jp(r.t) (3.50)

ansetzen. Es wird iiber die Grenzfliche OV von V integriert. Deren Flichenelemente
df sollen die aus V' nach aufien weisende Normalenrichtung haben. jg(r,t) ist die
lokale Fluidichte von E am Ort r zur Zeit t. Das Skalarprodukt df jg(r,t) bringt
zum Ausdruck, dafi nur die jg(r, t)-Komponente parallel zu d f zum Transport in V'
hinein oder aus V heraus beitrégt. Das Vorzeichen beriicksichtigt, daf§ eine j g (7, t)—
Komponente in die Normalenrichtung nach auflen zu einer Abnahme von F in V
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fiihrt und umgekehrt. Unter Verwendung des Gaufischen Integralsatzes formen wir
(3.50) um in

Oy = —/VdVVjE(r,t). (3.51)

Die Erzeugung oder Vernichtung von F wird im allgemeinen in V' rdumlich konti-
nuierlich verteilt sein. Wir schreiben deshalb

Ps :/VdVﬂE('r,t). (3.52)

mr(r,t) ist die rdumliche Dichte der Erzeugung (rg > 0) oder Vernichtung (g < 0)
von E pro Zeit. Aus (3.52) geht hervor, dal Pg selbst eine extensive Grofie ist.

Wir setzen (3.51) und (3.52) in (3.49) ein und erhalten

/VdV (%pE(r,t) +Vijp(rt)— 7TE(1°,t)> =0 (3.53)

Die zeitliche Ableitung d/dt konnten wir in das Integral hineinziehen, weil das In-
tegrationsvolumen V nach Voraussetzung zeitlich konstant sein sollte. Vor einer
Funktion von r und ¢ miissen wir sie dann allerdings als partielle Ableitung 9/t
schreiben, weil der Ort r im zeitlich festen Volumen nicht von der Zeitableitung
betroffen ist. (3.53) soll fiir alle Volumina V' gelten. Daraus folgt, da§ der Integrand
verschwindet, also

9 pelr )+ V jg(r.1) = mi(r. 1) (3.54)

Dieses ist die gesuchte kontinuierliche Bilanz der exentsiven Gréfie £, und zwar in der
sogenannten expliziten Version, d.h., vom Standpunkt eines ruhenden Beobachters
aus. Wenn (7, t) = 0, also keine Erzeugung oder Vernichtung von F stattfindet,
ist E eine Erhaltungssgrofie und (3.54) (mit 7g(r,t) = 0) ist die kontinuierliche
Version eines Erhaltungssatzes.

3.6.2 Bilanz der Gesamtmasse

Ein Beispiel fiir eine erhaltene Grofle ist die Gesamtmasse. Transport von Mas-
se erfolgt durch Strémung in Fliissigkeiten, sogenannter konwvektiver Transport.
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Wir bezeichnen die lokale Geschwindigkeit der Stréomung am Ort r zur Zeit ¢
mit w(r,t). Es sei ferner p(r,t) die rdumliche Dichte der Gesamtmasse. Dann ist
j(r,t) = p(r,t)u(r,t) die Fluidichte der Gesamtmasse, die also rein konvektiv ist,
d.h., ausschlieflich durch die Stromung getragen wird. Der lokale Erhaltungssatz fiir
die Gesamtmasse lautet damit

ST, 0) + Y (p(r.t) u(r.)) = 0. (3.55)

Wir wollen das System auch vom Standpunkt eines Beobachters beschreiben, der sich
mit der lokalen Geschwindigkeit w (7, t) mitbewegt. Es sei f(r, t) eine beliebige Funk-
tion von Ort und Zeit. Der mitbewegte Beobachter wird nicht nur eine Verédnderung
in der Zeit, sondern auch eine Verdnderung des Ortes r mit der Geschwindigkeit
u(r,t) feststellen. Die entsprechende Zeitableitung heifit totale Zeitableitung und
wird als d/dt zum Unterschied von der partiellen Ableitung 0/0t geschrieben. Wir
berechnen

d
Zfrt) = lim At [f(r(t + At), t + At) — f(r(t),1)]

%)
= 5 (r,t)+V f(r,t)u

= (;JruV) fr.t). (3.56)

r ist hier immer als r(¢) zu interpretieren. Da f(r,t) beliebig ist, kann man diese
Relation als Operator—Identitét lesen:

d 0

Darin ist 4V ein skalarer Operator, der in kartesischen Koordinaten

3
uV = Z Uy 8% =: V,0,. (3.58)

lautet. Im letzten Schritt haben wir die Summationskonvention benutzt: wenn in
einem Produktausdruck ein kartesischer Index doppelt auftritt, wird dariiber sum-
miert. Wir wenden diese Operator-Identitéit auf die Dichte p der Gesamtmasse an.
Unter Verwendung der expliziten Bilanz (3.55) erhalten wir
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dp  Op
E = at—i—qu

= —V(pu)+uVp=—-pVu,

worin wir im letzten Schritt die Produktregel fiir V verwendet haben. Zur Vereinfa-
chung der Schreibweise haben wir die Argumente (r,¢) nicht mehr mitgeschrieben.
Die obige Umrechnung liefert uns die sogenannte substantielle Bilanz der Gesamt-
masse:

dp
— = 0. 3.59
o +pVu ( )

Die Bezeichnung "substantiell” weist darauf hin, dafl sich der Beobachter dabei mit
der Substanz, also mit der strémenden Masse mitbewegt. Man nennt die Stromung
inkompressibel, wenn der mitbewegte Beobachter keine Dichtednderung feststellt:
dp/dt = 0. Aquivalent damit ist Vu = 0.

Unter Verwendung der substantiellen Bilanz der Gesamtmasse in (3.59) kénnen wir
auch die substantielle Bilanz einer beliebigen extensiven Gréfie formulieren. Dazu
greifen wir zwar auf die explizite Bilanz in (3.54) zuriick, formulieren die substantielle
Bilanz aber fiir die Massendichte o := AE/AM anstelle der Volumendichte pg :=
AE/AV. Es gilt

_AE _AM AE
PE=AV = AV AM

pPOE. (3.60)

Alternativ konnen wir auch schreiben
E(t) = / dV pg = / dM op.
v M

Hier soll M die im Volumen V enthaltene Masse bedeuten. o = og(7, t) heifit auch
das spezifische E.

In der folgenden Umrechnung benutzen wir die Operator—Identitéit (3.57) sowie die
Produktregel fiir d/dt und fiir V und die substantielle Bilanz (3.59):
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Opp _ 0 d

5 = o PoE) = S (poE) —uV(pog)
do d
= pd—f+aEd—§—uV(paE)
do
= pd—tE—paEVu—uV(paE)
do
= Pd—f—V(PUEU)-

Einsetzen in die explizite Bilanz (3.54) ergibt die gesuchte substantielle Bilanz

d
pPE L VI =, (3.61)
dt
worin
Je=Jg—popu=jp—ppu (3.62)

die Flufidichte ist, die der mitbewegte Beobachter relativ zum konvektiven Anteil
pogu = pgu feststellt.

3.7 Die Bilanz der Komponentenmasse, Diffusion

Nachdem wir im vorangegangenen Abschnitt die Formulierung kontinuierlicher Bi-
lanzen extensiver Groéflen allgemein vorbereitet haben, wollen wir im folgenden Bi-
lanzen einzelner wichtiger Variablen diskutieren. Das Muster fiir alle hier zu ent-
wickelnden Bilanzen ist entweder die explizite Version (3.54) oder die substantielle
Version (3.61).

Wir beginnen mit der Bilanz der Komponentenmassen. Es sei p; die rdumliche
Dichte der Masse der Komponente k., so dafl

M;, :/ dV py,
1%

die im Volumen V enthaltene Komponentenmasse M} ist. Die Erzeugung oder
Vernichtung von M kann durch chemische Reaktionen erfolgen, deren Teilchen-
zahlanderungen wir bereits in (3.38) im Abschnitt 3.5 angegeben hatten. Wir kom-
men damit zu der folgenden Form fiir die Bilanz von M}:
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e+ Vi, =myg Zukrwr. (3.63)

at” g
Hier ist 3, die Flufidichte der Masse der Komponente £. Auf der rechten Seite haben
wir gegeniiber (3.38) die Reaktionsgeschwindigkeit W, durch die rdumliche Dichte
w, der im System kontinuierlich verteilten Reaktionsgeschwindigkeit ersetzt, weil
auch links eine rdumliche Dichte p; bilanziert wird. my, ist die Masse pro Teilchen der
Komponente k. Der Faktor m;, beriicksichtigt, dafl der Reaktionsterm auf der rechten
Seite einen Teilchenumsatz zéhlt, wihrend p; eine Massendichte ist. Eine alternative
Formulierung benutzt die Teilchenzahldichte oder Konzentration ¢, = py./my:

0 .
5k +Vj,. = Z Vi Wy (3.64)

Bei der Verwendung der Einheit Mol wird m; die Molmasse. Die Dichten bzw.
Fluidichten py, 7, w, sind im allgemeinen Funktionen vom Ort = und der Zeit t.

Wenn wir in (3.63) iiber alle Komponenten k summieren, miissen wir wieder zu dem
expliziten Erhaltungssatz (3.55) kommen. Das bedeutet

> ok =p > dr=ru, > (Z my I/kr> w, = 0. (3.65)
K K r \k

Man kann die Massenflu3dichte der Komponente k& dquivalent durch ein Komponen-
ten—Stromungsfeld beschreiben: j, = pj. uy. Dann folgt aus (3.65)

u=S%u,. (3.66)
p

u ist also als Schwerpunktsgeschwindigkeit aller Komponenten zu interpretieren und
wird deshalb auch baryzentrische Geschwindigkeit genannt. Da die dritte Bedingung
in (3.65) fiir beliebige Werte der Dichte der Reaktionsgeschwindigkeit w, gelten soll,
folgt sogar

k

Diese Bedingung besagt, dafi die Gesamtmasse in jeder chemischen Reaktion erhal-
ten bleibt.



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 73

Zur substantiellen Version der Bilanz (3.63) der Komponentenmasse M; gelangen
wir, indem wir M}, zundchst durch ein Massenintegral darstellen:

Mk:/dek:/ dMﬁ:/ dM by.
1% M p M

Hier ist b, = pi/p der sogenannte Massenbruch, der konsequenterweise auch spezifi-
sche Komponentenmasse genannt werden kann. Nach dem Schema der allgemeinen
substantiellen Bilanz in (3.61) lautet die substanstielle Bilanz der Komponenten-
masse dann

d
p Ebk +VJ, =my Zukr Wy, (3.68)

r

worin

Jk:jk—pbku:jk—pku:pk(uk—u). (369)

Man bezeichnet die Flufidichte J; relativ zum konvektiven Anteil des Transports
von M, auch als Diffusionsflufidichte.

Wenn man in die Bilanzgleichungen die bereits aus den Abschnitten 3.2 und 3.3 be-
kannten linearen phdnomenologischen Relationen fiir die Flufldichten einfiihrt, erh&lt
man die sogenannten phdnomenologischen Differentialgleichungen. Wir erlautern das
an dem Fall eines Systems ohne Konvektion, also u = 0. Wir wollen annehmen,
daf} die Komponente £ nur von ihrem eigenen Potentialgefiille getrieben wird. Die
kontinuierliche Version der linearen phinomenologischen Relation (3.20) aus dem
Abschnitt 3.3 hat dann zunéchst die Gestalt

. 473
~ -V —.
T T
Statt dessen wollen wir den Ansatz
L. D,V (3.70)
— 7, = — Cr..- )
i Tk k k

machen, also die Teilchenflufdichte j, /my als proportional zum Konzentrationsgra-
dienten V¢, setzen. (Wir erinnern daran, daf} 5, als Massenfluldichte definiert war.)
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Spéater werden wir sehen, dafl das chemische Potential eine Funktion von 7" und ¢;
ist, so dafy die beiden linearen Relationen zumindest fiir V7T = 0 dquivalent sind.
Wir setzen also voraus, dafl thermisches Gleichgewicht bereits eingetreten ist. Der
lineare phdnomenologische Koeffizient Dy in (3.70) heifit der Diffusionskoeffizient
der Komponente k£ in dem betreffenden System. Wir setzen (3.70) in die explizite
Bilanz (3.63) fiir p, = my ¢;. ein und erhalten

0
ack -V (Dk VCk) == Z Vir Wy (371)

Es ist moglich, dal Dj, auch von der Konzentration c; abhingt. Darum ist im all-
gemeinen

D
Vv (Dk VCk) = Dk Ack + % (Vck)2 s

Ck

worin A der Laplace—Operator ist:

Da wir bereits einen linearen Ansatz fiir die Flufidichte als Funktion des Konzen-
trationsgradienten V¢, gemacht haben, ist es konsequent, den quadratischen Term
~ (V¢g)? zu streichen. Somit wird aus (3.71)

%Ck — Dk Ack = Zykr Wy (372)

Dieses ist eine partielle Differentialgleichung, aus der ¢, = ¢ (r,t) nach Vorgabe
von Anfangs— und Randbedingungen zu 16sen ist. Wenn die Komponente k nicht an
chemischen Reaktionen beteiligt ist, entsteht die gewohnliche Diffusionsgleichung

0

Die Ankopplung an eine chemische Reaktion erlautern wir fiir den Fall, daf} die
Komponente k, dargestellt durch das Symbol C, ein Autokatalysator ist:
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C+A=2C.

Hier soll A eine weitere Komponente sein, deren Konzentration ¢4 rdumlich und
zeitlich konstant vorgegeben ist. Wir benutzen den Stofizahlansatz fiir die Reakti-
onsgeschwindigkeit, vgl. (3.47) im Abschnitt 3.5, und finden als phinomenologische
Differentialgleichung fiir die Konzentration ¢ von C:

0
ac—DcAc:/{'cAc—/f”cz. (3.74)

Dieses ist wieder eine geschlossene partielle Differentialgleichung fiir ¢ = ¢(r, ).
Sie ist nicht-linear in ¢, und diese Eigenschaft kann fiir die Entwicklung von ¢ eine
Fiille von interessanten Phénomenen wie z.B. rdumliche und zeitliche Musterbildung
verursachen. Gleichungen vom Typ (3.74) heilen Reaktions—Diffusions—Gleichungen.
Sie stellen einen der Ausgangspunkte fiir die Theorie der offenen Systeme oder die
Nicht—lineare Dynamik dar.

3.8 Bilanz des Impulses, Hydrodynamik

Wihrend uns die Bilanz der Komponentenmassen im vorhergehenden Abschnitt auf
eine phinomenologische Formulierung fiir die Diffusion gefiihrt hat, werden wir in
diesem Abschnitt erkennen, dafl die Bilanz des Impulses auf eine phanomenologi-
sche Formulierung fiir die Hydrodynamik fiithrt. Wir betrachten ein Massenelement
AM = p AV in einem System mit einer Stromungsgeschwindigkeit w = u(r,t). Der
Impuls AM u des Massenelements dndert sich gemafl dem 2. Newtonschen Prinzip:

du
AM—:AF—/ df P(n). 3.75
dt A(AV) f (n) ( )

Die Zeitableitung du/dt auf der linken Seite ist als totale Zeitableitung im Sinne
des Abschnitts 3.6.2 zu lesen, weil die Beschleunigung im 2. Newtonschen Prinzip
lings der Bahn von AM, also von einem mit AM mitbewegt gedachten Beobachter
aus zu bestimmen ist. AF ist eine auf AM wirkende intrinsische Kraft, z.B. die
Schwerkraft oder eine elektrische Kraft, falls AM geladen ist. Solche Kréfte sind
proportional zu AM: wir schreiben AF = f AM. Das gilt auch fiir eine elektrische
Kraft, wenn wir annehmen, daf} die Ladung pro Masse einen gegebenen Wert besitzt.
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Das Integral auf der rechten Seite von (3.75) soll die auf AM einwirkenden Flichen-
krdifte beschreiben, wie sie z.B. durch den Druck p im System verursacht werden.
Demgeméifl wird das Integral iiber die Hiillfliche 9(AV') des Volumens AV von AM
erstreckt. Der Ausdruck df P(n) ist die Kraft auf ein Flichenelement df von (AV),
das die (wie iiblich) nach aulen weisende Normalenrichtung n besitzt. Da im 2. New-
tonschen Prinzip die Kraft aber immer auf das Massenelement AM = p AV bezogen
wird, also gegen die Normalenrichtung n, tritt das Integral der Flichenkréifte mit
einem Minuszeichen auf.

3.8.1 Ideale Fliissigkeiten, Eulersche Gleichung

Wir nehmen nun an, daf} die Flachenkréfte ausschliefilich durch den Druck p im Sy-
stem verursacht werden. Dafl das eine Einschrankung auf sogenannte ideale Fliissig-
keiten darstellt, werden wir im folgenden Abschnitt erkennen. Mit dieser Kin-
schrinkung wird in (3.75) P(n) = np, weil der Druck auf eine Fliche df immer
eine auf der Flache senkrecht stehende bzw. in Normalenrichtung weisende Kraft
ausiibt. Wir setzen diesen Ausdruck in das Integral in (3.75) ein und finden unter
Verwendung des Gauflschen Integralsatzes

/a(AV) 4 P(n) = /r9(AV) np = /r9(AV) ifp= /AV AV Vp. (3.76)

(Im Anhang zu diesem Abschnitt wird die hier verwendete Version des Gaufischen
Integralsatzes erldutert.) Wir fiihren nun den Limes AV — 0 durch, so daf

dV Vp — AV Vp,
AV

und setzen in (3.75) ein. Nach Kiirzung durch AV und mit AM = p AV erhalten
wir die Fulersche Gleichung der Hydrodynamik fiir ideale Fliissigkeiten

du
por TVp=0f. (3.77)
bzw. fiir deren a—Komponente
du, dp

— ot 3.78
P +6xa pf (3.78)
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Offensichtlich miissen wir diese Gleichung mit der allgemeinen Form einer substan-
tiellen Bilanzgleichung (3.61)

do
pd—tE+VJE:7rE

vergleichen. Mit £ = a~Komponente des Impulses wird o = u,, und 7g = p f,.
Letzteres besagt, dal die Kraft eine "Quelle” oder ”"Senke” des Impulses ist, ent-
sprechend der Aussage des 2. Newtonschen Prinzips. Allerdings hat der Term Vp
in (3.77) noch nicht die geforderte Struktur VJg. Das erreichen wir, wenn wir rein
formal einen Tensor P,3 = 0,4 p einfiihren, so daff (3.78) in der Form

dua 8fﬁg -

P% 05 p fa- (3.79)

geschrieben werden kann. In dieser Schreibweise haben wir die Summationskonven-
tion verwendet: iiber alle in Produktausdriicken doppelt vorkommende kartesische
Indizes (3 soll von = 1 bis § = 3 summiert werden. Ausfiihrlich geschrieben ist
also

OPus 5 0P & Jp Jp

Org 5= Oxg _[;1 O‘ﬁa—xﬁ:axa‘

Jetzt erkennen wir, dafl P,s die von einem mitbewegten Beobachter registrierte
[f-Komponente der Flufidichte der a—Komponente der Impulsdichte ist. Diese De-
finition ist fiir P,3 = 0,5 p symmetrisch in « und . Der Druck erhélt also in der
kontinuierlichen Schreibweise die Bedeutung eines Impulstransports.

Mit der Operator—Identitét (3.57),

i—ﬁ+uv—ﬁ+u 0
dt — ot ot 7 ox,

(unter Verwendung der Summationskonvention, hier fiir ), lautet die Eulersche
Gleichung (3.79)

Ol N Ou,  O0P,p
u
ot pug

p =p fa (3.80)

8x5 6x5
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Mit den Umformungen

du, 2( ) dp
Plor = g \Ple) T ey
dp 0
—_— = —— 1. .
W= g ). vl @)
uaua—i(uu)—ui(u)
P ﬁaxﬂ N 8x5 ptha B aaxﬂ P B

erhalten wir daraus die explizite Bilanz

0

%)
— + — (Pas + = 81
5 (puq) 925 (Pag + puaug) =p fa (3.81)

nach dem Muster von (3.54). Hierin hat nun

Paﬂ"‘ﬂ”a“ﬂ :5aﬂp+puauﬂ

~

die Bedeutung einer expliziten Flufidichte = j, fiir den Impuls vom Standpunkt
eines ruhenden Beobachters aus.

3.8.2 Zihigkeit, Navier—Stokes—Gleichung

Der Tensor P,s. der die f~Komponente der Fludichte der a-Komponente der Im-
pulsdichte darstellt und in idealen Fliissigkeiten die Gestalt P,3 = d.4p besitzt,
muf} erweitert werden, wenn die betreffende Fliissigkeit nicht ideal ist, sondern das
Phénomen der Zdhigkeit aufweist. Darunter versteht man, dafi Fliissigkeitsberei-
che mit anfangs verschiedenen Geschwindigkeiten ihre Geschwindigkeitsunterschiede
ausgleichen. Im Abschnitt 2.1 hatten wir diesen Vorgang als Beispiel dafiir angefiihrt,
wie sich in einem isolierten System spontan ein Gleichgewichtszustand ausbildet.
Den Geschwindigkeitsausgleich zwischen verschiedenen Bereichen einer Fliissigkeit
kann man als spontanen Impulsaustausch interpretieren, der zu den uns bereits be-
kannten Austauschvorgédngen von Wéarme, Volumen und Teilchen hinzukommt. Seine
treibende Kraft ist offensichtlich ein Unterschied bzw. ein Gradient der Geschwin-
digkeit, der ebenfalls ein Tensor du,/dzs ist. Wir schlieflen also Zédhigkeit in unsere
Beschreibung ein, indem wir statt P,3 = 0,45 p nunmehr
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Paﬁ = (5aﬂp - Zaﬁ (382)

schreiben, worin Z,3 den Impulsaustausch durch Zahigkeit darstellt. P,z heifit auch
der Spannungstensor, insbesondere zdher Spannungstensor, wenn Z,3 # 0. Man
kann nun zeigen, daf§ auch Z,3 symmetrisch ist, also Z,3 = Z3,.

Im Sinne einer linearen phdnomenologischen Relation nehmen wir weiter an, dafl
Zop und Ou,/Jug linear voneinander abhéngen. Die allgemeinste lineare Relation
zwischen diesen beiden Tensoren lautete (unter Verwendung der Summationskon-
vention)

Ou,,
Zaﬁ = Laﬁfq)\ a—!.E)\ (383)

Das Koeffizientenschema L3,y besitzt 3* = 81 Koeffizienten. Aus Symmetrieargu-
menten 1483t sich diese Anzahl sehr weitgehend reduzieren, zumal in isotropen, also
richtungsunabhéngigen Fliissigkeiten. Man kann zeigen dal dann nur mehr zwei
unabhingige Koeffizienten in L,g,) enthalten sind. Die lineare phdnomenologische
Relation (3.83) schreibt man in diesem Fall in der Form

2
Ou, — Oug ou 5aﬂ> C@u,\ 5o (3.84)

Do = - e
g=1 (0@ + 0r, 3 0x)y or)

Die beiden Koeffizienten n und ¢ heiflen Zihigkeitskoeffizienten. Da der Impulsaus-
tausch die Geschwindigkeitsunterschiede ausgleicht, also dem Geschwindigkeitsgra-
dienten entgegengesetzt gerichtet ist und da wir Z,4 in (3.82) mit dem negativen
Vorzeichen eingefiihrt haben, sind n und ( stets positiv. Der erste Term auf der
rechten Seite mit dem sogenannten dynamischen Zahigkeitskoeffizienten n besitzt
die Eigenschaft dafl seine Spur verschwindet. Setzen wir in ihm a = [ unter Be-
achtung der Summationskonvention, d.h., summieren wir iiber a = 3, so wird mit
daa = 3

Ou, Ou, 2 Ouy

- = 0aa = 0.
0T + 0r, 3 01

Der zweite Term mit dem Koeffizienten ( tritt nur bei kompressiblen Fliissigkeiten
auf, weil ja inkompressible Fliissigkeiten durch V u = 0 bzw. 0,/0x) = 0 charak-
terisiert sind, vgl. Abschnitt 3.6.2. Wenn man sich wie iiblich in der Theorie zéher
Fliissigkeiten auf inkompressible Fliissigkeiten beschriankt, lautet (3.84)
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8ua a’LLﬁ
Zop = .
ap =1 ( 9z, " axa> (3.85)

Wir setzen diese Relation in P,4 in (3.82) und den daraus sich ergebenden Ausdruck
weiter in die Bilanzgleichung (3.79) ein:

du, 0 Oug | Oug\|
P +a—xﬂ [%ﬁp—n (axﬁ + axaﬂ =p fa- (3.86)

Bei der Auswertung linearisieren wir in den Ableitungen d/0x,, d.h., wir nehmen

den dynamischen Zahigkeitskoeffizienten, der im allgemeinen z.B. noch von der Tem-
peratur und dem Druck abhéngt, als rdumlich konstant an, und beachten, dafl

0 Ou, %u,

dry drg Ory 5= 0x3
6 a’LLg . 8 8Uﬂ . 6 .
Oxg Or,  Or, Orz 01, Vu=0,

letzteres wiederum fiir inkompressible Fliissigkeiten. Wir erhalten damit die Navier—-
Stokes—Gleichung

du,  Op
a =0f, Au,, 3.87
Par T ap, =P latnlu (3.87)
oder als vektorielle Gleichung
du
p%+Vp=p_f+nAu. (388)

Sie spielt offensichtlich die Rolle einer phdnomenologischen Differentialgleichung fiir
den Impuls. Wenn wir in (3.88) d/dt = 0/0t + u V gemif} der Operator—Identitét
(3.57) ausschreiben, also

p<%+(uV)>u+Vp:pf+nAu, (3.89)

erkennen wir, dafl die Navier-Stokes—Gleichung nicht-linear ist. Diese Eigenschaft ist
wesentlich fiir das Verhalten von Stromungen. Sie ist Ursache z.B. fiir das Phédnomen
der Turbulenz bei hohen Geschwindigkeiten. Die Navier-Stokes—Gleichung ist eine
der Grundgleichungen in der Hydrodynamik.
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3.8.3 Anhang: Gauflscher Integralsatz

Die iibliche Form des Gauf3schen Integralsatzes lautet fiir ein Volumen V und ein
Vektorfeld a = a(r)

if a :/ dV Va,
ov 1%

vgl. auch Abschnitt 1.4.3. Hier ist df ein Flichenelement der Einhiillenden 0V von
V in Normalenrichtung n und dV ein Volumenelement von V. In Komponenten und
unter Verwendung der Summationskonvention schreibt sich diese Normalversion des
Gaufischen Satzes in der Form

o= 9 552

Der Gaufische Satz gilt in gleicher Weise, wenn wir a, durch die a~Komponente
eines Tensors A, ersetzen, also

OAns
df. A s = / av .
/av f p 174 0z,

Wenn nun der Tensor A,z die Gestalt A,3 = d.45 A besitzt, also diagonal mit iden-
tischen Diagonalelementen ist, folgt weiter

24

dfg A= [ d )
oV fﬂ /V Vaxﬂ

In dieser Form bzw. ihrer vektoriellen Version

/Wde:/VdVVA

haben wir den Gaufischen Satz im Abschnitt 3.8.1 (mit A = p) verwendet.
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3.9 Bilanz der inneren Energie und der Entropie,
Wirmeleitung

In einer konsequenten Darstellung der Theorie kontinuierlicher Systeme wiirde man
nun alle bisher formulierten Bilanzen verwenden, um daraus Bilanzen fiir die ki-
netische, potentielle und die gesamte Energie des Systems und schliellich den 1.
Hauptsatz zu gewinnen. Anschliefend miifite man den 2. Hauptsatz in Ahnlehnung
an seine Version fiir diskrete Systeme neu formulieren. Diesen Weg findet man in
der Literatur zur Kontinuumstheorie oder zur kontinuierlichen irreversiblen Ther-
modynamik. Er wiirde den Rahmen der hier vorgestellten Einfiihrung sprengen. Wir
wihlen einen anderen Weg, indem wir unsere Formulierungen der beiden Hauptsétze
aus den Kapiteln 1 und 2 als Bilanzen fiir Energie und Entropie in einem rdumlich
homogenen System interpretieren und in physikalisch naheliegender Weise auf kon-
tinuierliche Bilanzgleichungen fiir raumlich inhomogene Systeme verallgemeinern.

3.9.1 1. Hauptsatz: innere Energie und Wirmeleitung

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik, z.B. in der Formulierung
60U =6Q —pdV + > i 6Ny, (3.90)
k

aus dem Abschnitt 1.5, erhélt fiir zeitlich kontinuierliche, reale Prozesse die Form

v _ dQ
dt — dt

ANy, av

+> e —— —p——. (3.91)
p dt dt

Diese beziehen wir auf ein zeitlich konstantes, mit einer méglichen Stromung des
Systems mitbewegtes Massenelement AM — 0. Das bedeutet, daf§ wir die substan-
tielle Version der Bilanz der inneren Energie gewinnen werden. Dementsprechend
stellen wir die innere Energie U von AM durch ihre Massendichte oder spezifische
innere Energie oy dar: U = oy AM. Die beiden ersten Terme auf der rechten Seite
von (3.91) ~ d@/dt und ~ dN,/dt sind offensichtlich Fliisse der inneren Energie
zwischen AM und seiner Umgebung, die wir durch die substantielle Fludichte Jy
darstellen:

0 N,
Sk [ apg :—/ AVVvJ
dt + k Hi dt OAV FJu AV v

1 1
= — dM - VJy — ——VJyg AM. (3.92)
AM p P
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Hier bedeuten AV und 0AV das Volumen von AM und seine Hiillfliche. Die Um-
rechnung des Terms pdV/dt ergibt fiir V.= AV = AM/p

dv dAV d (1 d (1
—=2p——=p— |-AM | =p— |- | AM. 3.93
Poae = P"at ~Pat (,0 ) Pat (,0) (3.93)
Einsetzen in (3.91) fiithrt auf die substantielle Bilanz
dO'U d 1
U VI = —pp— (=], 3.94
pr T VIu=—pp <p> (3.94)

Die Erzeugung bzw. Vernichtung der inneren Energie auf der rechten Seite konnen
wir unter Verwendung der substantiellen Bilanz (3.59) aus dem Abschnitt 3.6 wie
folgt umformen:

also auch

p dg—tU +VJy =-pVu. (3.95)
Aus dieser Schreibweise wird deutlich, dafi die Kompression oder Expansion eines
kompressiblen Systems als Quelle oder als Senke fiir die innere Energie wirken kann.
(3.95) ist auf der rechten Seite durch weitere Quellen oder Senken zu erweitern, z.B.
durch j, E, wenn im System eine elektrische Stromdichte 5, in einem elektrischen
Feld E auftritt. Wenn es sich dabei um Ohmsche Leitung handelt, ist stets 7, E > 0,
also dieser Term immer eine Quelle fiir die innere Energie. Wir kommen darauf bei
der Diskussion der Bilanz der Entropie zuriick.

Aus unserer obigen Herleitung kénnen wir auch entnehmen, dafl die Fludichte der
inneren Energie zwei Anteile besitzt,

k

und zwar eine reine Warmeflu8dichte Jg und Beitrdge von den Teilchenflufidichten
bzw. Diffusionsfluldichten J; der Komponenten k£ = 1,2,.... Eine der wichtigsten
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Anwendungen der Bilanz der inneren Energie ist der Fall reiner Warmeleitung in
einem nicht stromenden System (u = 0) und ohne Anwesenheit von Quellen und
Senken fiir U. Wir wollen dafiir wiederum die phinomenologische Differentialglei-
chung formulieren und benutzen analog zum Fall der Diffusion die lineare phdnome-
nologische Relation fiir die Warmefluidichte:

1
Ju=Jo=jq=LV75=-AVT. (3.97)

vgl. auch die diskrete Version (3.8) im Abschnitt 3.2. A := L/T? heifit die Wirme-
leitfdhigkeit. Wie im Fall der Diffusion im Abschnitt 3.7 linearisieren wir

VJy=-V (AVT) = —\AT,

worin A hier wieder der Laplace—Operator ist. Im Ausdruck doy /dt = doy /0t (fiir
u = 0) denken wir uns die spezifische innere Energie als Funktion der Temperatur
fiir das spezielle System gegeben: oy = oy (T'). Dann wird

dO'U OO'U . 80U oT oT

a ot or ot o

Die spezifische Wirme

00U

= — 3.98

7C T T (3.98)

ist im allgemeinen noch eine Funktion der Temperatur. Wir setzen jedoch o ~const,

da o¢ als Faktor neben 9T'/0t steht und wir die phdnomenologische Gleichung li-

nearisiert in V7 und 9T'/0t herleiten wollen. Einsetzen dieser Umformungen und
Approximationen in die Bilanz (3.94) fithrt auf die Wéirmeleitungsgleichung

or A
— - —AT =0 3.99

die dieselbe Gestalt wie die Diffusionsgleichung (3.73) besitzt. Aus dieser linea-
ren partiellen Differentialgleichung ist nach Vorgabe von Anfangs— und Randbe-
dingungen der Verlauf der Temperatur als Funktion von Ort und Zeit zu berechnen:
T = T(r,t). Die Kombination A/(po¢) entspricht einem Diffusionskoeffizienten fiir
Wiérme und wird auch der Temperaturleitwert genannt.



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 85

3.9.2 2. Hauptsatz: Entropie

Unser Ausgangspunkt ist jetzt die Fundamentalrelation fiir die Entropie aus dem
Abschnitt 2.5:

s =

1 P I
— Zav — ST EEaN,. 1
= dU + 5 dV }ijd & (3.100)

Wie im Fall der inneren Energie wollen wir diese Relation auf ein zeitlich konstantes,
mit einer moglichen Stromung des Systems mitbewegtes Massenelement AM — 0
beziehen, um damit eine rdumlich und zeitlich kontinuierliche Entropiebilanz zu ge-
winnen. Dieses Vorgehen ist problematisch, weil der Ubergang zu einer rdumlich
kontinuierlichen Bilanz durch AM — 0 die Voraussetzung verletzt, dafl thermody-
namische Aussagen immer nur asymptotisch fiir eine unendlich grofle Anzahl von
Freiheitsgraden moglich sind. Wir miissen deshalb an dieser Stelle voraussetzen,
daf die angestrebte rdumlich kontinuierliche Beschreibung hinreichend grob im Ver-
gleich zur mikroskopischen Struktur des Systems ist. Diese Annahme wird auch als
das Prinzip des lokalen Gleichgewichts bezeichnet: das Massenelement AM — 0 soll
immer noch als ein thermodynamisches System im Gleichgewicht betrachtet werden
kénnen.

Wir gehen zur zeitlich kontinuierlichen Version von (3.100) iiber, stellen die innere
Energie U, die Entropie S und die Teilchenzahlen N, der Komponenten durch ihre
spezifischen Werte bzw. durch ihre Massendichten dar,

M, b
U=oyAM, S=0sAM, Ny=—"="2AM,
mip myp

und verwenden auflerdem noch aus dem Abschnitt 3.9.1 die Umrechnung (3.93):

v d (1
ol (2) am
Pl =P <p>

Auf diese Weise erhalten wir

dO'S 1 dO'U d1 1 MU dbk
= —— - L ipl 3.101
( dt +pdt,0> (3.101)

& T T2 m dt



86 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK

Aus den Abschnitten 3.7 und 3.9.1 entnehmen wir die substantiellen Bilanzen (3.68)
und (3.94) fiir b, und oy in der Form

d
P%bk = —VJi+mp Y Vg wy,
P dO'U d1 _
T ( dt +pdtp> = Vv
Einsetzen in (3.101) ergibt
dos 1 Lk 1
pﬁ——TVJU—F;?VJk—?;ukvkrwr. (3102)

Mit der Produktregel fiir den V-Operator fiihren wir die folgenden Umformungen
durch:

1 1 1
=V = V<fJU>—JUVf,
M . 23 _ 23
v = V(TJk> 7,V

Auflerdem verwenden wir die Definition (3.42)
A =— Z Vir Uk
k

der Affinitdt der Reaktion r aus dem Abschnitt 3.5 und gelangen schliefilich zur
substantiellen Bilanz der Entropie:

dO’S

-2 1
P (3.103)

1
+VJS :JUVT—FZJ]C <—Vﬁ> +Z’w,«
k
worin

1 1
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Flufidichte Ju Ji W, Je
Kraft V({1/T) | V(—u/)T) | A.)T | E/T

Tabelle 3.1: Verallgemeinerte thermodynamische Flufidichten und Kréfte

die Fluidichte der Entropie ist, vgl. auch (3.96). Auf der rechten Seite von (3.103)
stehen die Quellterme der rdumlichen Entropiedichte 7g. Sie stellen die kontinuier-
liche Analogie zur Entropieproduktion S’irr im diskreten Fall dar. Zu ihnen kénnten
wir weitere Terme hinzufiigen, z.B. einen Term j, E/T fiir den Fall, daf} im System
elektrische Leitung stattfindet. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik 148t sich
nun so ausdriicken, daf} diese Quellterme nicht negativ sind:

1 ,uk> A, . E
Ts=JuV=+> V2 )+ w4 j. = > 0. 1

Die Struktur der Quellterme ist ebenfalls analog zu der von Sirr im diskreten Fall: es
sind Produkte bzw. Skalarprodukte aus jeweils einer Fluf3dichte und einem Gradien-
ten einer intensiven Variabeln. Diese bezeichnet man auch als verallgemeinerte ther-
modynamische Flisse und Krifte. Bei chemischen Reaktionen ist die verallgemei-
nerte thermodynamische Kraft A, /T als diskrete Version eines Gradienten, ndmlich
als Differenz der gewichteten chemischen Potentiale auf den beiden Reaktionsseiten
zu interpretieren. Bei der elektrischen Leitung ist die Kraft als isothermer Gradient
(T =konstant) des elektrischen Potentials ® darstellbar: E/T = —V(®/T). Die
Tabelle 3.1 stellt die verallgemeinerten Flufidichten und Kréfte zusammen.
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Kapitel 4

Thermodynamische Potentiale

In den bisherigen Formulierungen des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik haben wir
das Gleichgewicht isolierter Gesamtsysteme durch ein Maximalprinzip fiir die Entro-
pie charakterisiert. Wir erinnern insbesondere an die Formulierung im Abschnitt 2.4:
dort hatten wir die Entropie eines isolierten Gesamtsystems als S = S(U,V, N; x)
beschrieben, worin U, V, N die konstanten Werte der inneren Energie, des Volumens
und der Teilchenzahlen sind und die Variable x einen Satz interner extensiver Va-
riablen darstellt, der gewisse Abweichungen vom vollstdndigen Gleichgewicht des
Systems kennzeichnet. Wenn die internen Variablen festgelegte Werte haben, kann
das System nur ein partielles Gleichgewicht erreichen. Wenn sie freigegeben werden,
geht das System spontan in ein vollstdndiges Gleichgewicht, das durch S =Maximum
beziiglich der internen Variablen x ausgezeichnet ist. Als interne Variablen kann man
sich z.B. die Werte der inneren Energie, des Volumens oder der Teilchenzahlen von
Teilsystemen vorstellen.

Wir wollen in diesem Kapitel das Gleichgewicht offener Systeme beschreiben, wo-
bei wir natiirlich noch genauer einschrinken miissen, in welcher Weise ein System
offen sein kann. Im allgemeinen wird nimlich ein offenes System iiberhaupt kein
Gleichgewicht erreichen kénnen. Als Beispiel nennen wir ein System, das thermisch
an zwei andere Systeme mit verschiedenen Temperaturen gekoppelt ist. Wir werden
uns deshalb im folgenden auf solche Systeme beschrinken, die in bestimmter Weise
an ein einziges, grofles Umgebungssystem gekoppelt sind. In dieser Situation werden
wir das Gleichgewicht wiederum durch ein Extremalprinzip beschreiben, allerdings
nicht mehr fiir die Entropie, sondern fiir andere sogenannte thermodynamische Po-
tentiale, die wir in diesem Kapitel kennenlernen werden.

Bei unseren folgenden Uberlegung in diesem Kapitel miissen wir noch eine weitere
wichtige Einschrinkung machen. Die zu betrachtenden offenen Systeme sollen immer
schon in einem thermischen Gleichgewicht sein. Denken wir uns ein solches System

89
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im thermischen Gleichgewicht aus Teilsystemen zusammengesetzt wie im Abschnitt
2.5 beschrieben. Dann gilt fiir seine Entropie S und seine innere Energie U

S = ZS(”)(U(”),V(”),N(”)),

U = YU, (4.1)

worin ¢ = 1,2, ... die Teilsysteme bezeichnet. Wenn thermisches Gleichgewicht zwi-
schen den Teilsystemen besteht, sind deren Temperaturen gleich: 7% = T fiir alle
o =1,2,.... Folglich gilt fiir die Variation der Entropie S

1 1 1
6S:ZW6U(”)+...=?Z5U(”)+...:f6U+.--- (4.2)

g

Die hier nicht ausgeschriebenen Variationen + . .. betreffen nur die §V () und N,
Aus (4.2) folgt unmittelbar

— == (4.3)

worin die partielle Ableitung mit V(?) =konstant und N(?) =konstant auszufiihren
ist.

4.1 Maximale Entropie und minimale Energie

Wir zeigen zuerst, dafl die beiden Extremalprinzipien S =Maximum fiir 6U = 0
und U =Minimum fiir S = 0 dquivalent sind, wobei jeweils die Variablen V, N
konstant gehalten werden. Variiert werden in beiden Prinzipien die internen Varia-
blen z, die wir oben noch einmal in Erinnernung gebracht haben. Das erste Prinzip
S =Maximum fiir U = 0 ist unsere bisherige Formulierung des 2. Hauptsatzes iso-
lierter Gesamtsysteme. Das zweite Prinzip U =Minimum fiir S = 0 beschreibt eine
physikalisch véllig andere Situation. Da die innere Energie variiert wird, mufy das
System offen sein. Wegen S = 0 kommen allerdings nur adiabatische Austauschpro-
zesse mit der Umgebung in Betracht; das System soll also mechanische, elektrische
oder magnetische Energien mit einem mechanischem System, z.B. eine elastische
Feder, oder mit elektrischen oder magnetischen Feldern austauschen kénnen.
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Wir geben zunéchst eine physikalisch anschauliche Begriindung fiir unsere obige
Aquivalenzbehauptung. Wenn die innere Energie U zu gegebener Entropie S nicht
minimal wére, dann kénnte man dem System adiabatisch (S =konstant) Energie
AW entziehen, z.B. mechanische Energie, und ihm denselben Betrag an Energie
in Form von Wéarme AQ = |AW| unter Entropiezunahme AS = AQ/T reversibel
wieder zufiithren. Insgesamt bliebe dabei die Energie U unverédndert, aber die Entro-
pie hétte sich erhoht. Umgekehrt, wenn die Entropie nicht maximal wére, géibe es
einen spontanen Prozefl unter Entropiezunahme AS > 0. Diese Entropie konnte
man dem System dann in Form von Wiarme AQ = T'AS wieder reversibel entneh-
men. Insgesamt bliebe dabei die Entropie unverdndert, aber die Energie hétte sich
erniedrigt.

Unser formaler Beweis fiir die behauptete Aquivalenz geht aus von der Relation
S = S(U;x). Da die Variablen V, N konstant zu halten sind, werden sie im folgenden
nicht mitgeschrieben. x steht wieder fiir eine interne extensive Variable oder einen
Satz solcher Variablen, beziiglich derer sich das Gleichgewicht einstellen koénnen
soll. Jetzt benutzen wir die Voraussetzung, dafl thermisches Gleichgewicht bereits
besteht, so da§ 9S/0U = 1/T > 0, vgl. (4.3). Folglich 148t sich S = S(U;z) nach U
umkehren, U = U(S; x), und es gilt auch 0U/0S = T. Wir bilden die vollstandigen
Differentiale der beiden Relationen S = S(U,z) und U = U(S, z):

as =W (95Y 4 av=ras+ () @ (4.4)
T ox - ox s

Durch Multiplikation von dS mit 7" und Addition der beiden Ausdriicke lassen sich
T dS und dU eliminieren. Wir erhalten

r(Z) +(2) -0 »

Hieraus folgt erstens, daff die beiden Extremalbedingungen (0S/0z)y = 0 und
(0U/0z)y = 0 bzw. S =Extremum fiir U = 0 und U =Extremum fiir 45 = 0
sich gegenseitig bedingen. Wegen T' > 0 folgt weiter, dafi (0S/0z)y > 0 wenn
(0U/0x)y < 0 und umgekehrt, also U =Minimum fiir §S = 0 wenn S =Maximum
fiir 05 = 0 und umgekehrt.

Wenn z ein Satz mehrerer interner Variablen ist, z = (z1,22,...), mufl nach den
z;, x; einzeln differenziert werden. Die zu (4.5) analoge Relation lautet dann

! (gsi)UJr (gZ)gzo. (4.6)
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Auch hieraus folgt wieder die Aquivalenz zwischen S =Maximum fiir 6U = 0 und
U =Minimum fiir S = 0.

Bei der obigen Herleitung haben wir angenommen, daf§ das Volumen V' des Systems
unverdndert bleibt. Dennoch sollte das System bei einem z—Prozefl auch mechanische
Arbeit adiabatisch mit der Umgebung austauschen konnen. Ein Beispiel dafiir ist ein
interner Druckausgleich im System, z.B. zwischen zwei Teilsystemen, bei dem das
Gesamtvolumen erhalten bleibt und die interne mechanische Arbeit adiabatisch mit
der Umgebung ausgetauscht wird. Wir konnen ein Extremalprinzip aber auch fiir
den Fall formulieren, dafl nicht das Volumen, sondern der Druck konstant gehalten
wird. Dann benutzen wir nicht die innere Energie, sondern die Enthalpie

H=U+pV (4.7)

Wir schreiben den 2. Hauptsatz (bei konstanter Teilchenzahl) als

TdS =dU +pdV =d(U +pV) - Vdp=dH —V dp, (4.8)

so daf3

r- (%) 4o

Wenn das betrachtete System noch nicht im Gleichgewicht ist, sondern iiber in-
terne x—Prozesse in das Gleichgewicht strebt, schreiben wir H = H(S, p; x). Wenn
bereits thermisches Gleichgewicht eingetreten ist und eine einheitliche Tempera-
tur T existiert, bleibt (4.9) analog zu (4.3) giiltig. Jetzt kénnen wir fiir H(S, p; z)
denselben Aquivalenzbeweis mit p =konstant wie oben fiir U(S;2) = U(S,V;x)
mit V' =konstant filhren und kommen zu dem Extremalprinzip H =Minimum fiir
05 =0, dop=0.

4.2 Freie Energie und freie Enthalpie

Das Prinzip U =Minimum fiir S = 0 charakterisiert das Gleichgewicht eines adia-
batisch offenen Systems. Wir wollen in diesem Abschnitt das Gleichgewicht eines
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thermisch offenen Systems durch ein Extremalprinzip beschreiben. Dazu betrach-
ten wir ein thermodynamisches System Y im thermischen Kontakt mit einem Um-
gebungssystem Y'. Das aus ¥ und ¥’ bestehende Gesamtsystem sei isoliert. Die
Entropie des Gesamtsystems sei gegeben durch

So=S"(U")+ S(U;x). (4.10)

U und S(U; z) sind die innere Energie und die Entropie von %, x sind wieder interne
Variablen, beziiglich derer sich ¥ in ein Gleichgewicht entwickeln kann. Entsprechend
sind U" und S'(U’) innere Energie und Entropie des Umgebungssystems Y'. Die
anderen Variablen wie V, N und V', N’ sind zunichst nicht betroffen und werden
deshalb nicht mitgeschrieben. Wir wollen auch wieder voraussetzen, dafy thermisches
Gleichgewicht bereits eingestellt ist, also

05 1 1 95

ou T T oU

(4.11)

Zur Vereinfachung der Schreibweise der partiellen Ableitungen vereinbaren wir, daf§
die unabhéngigen Variablen durch (4.10) definiert sind. Wenn nach einer dieser
Variablen partiell differenziert wird, sollen die iibrigen konstant gehalten werden.

Wir berechnen nun die Variation der Gesamtentropie:

os' ., U dS
080 = a7 0U' + 520U + - 6

= %((5U’+(5U)+0—S(5x

ox
oS
= — 4.12

weil fiir das isolierte Gesamtsystem 6U' + U = 0.

Bei der Einstellung des Gleichgewichts beziiglich der internen Variablen z von X
wird sich die Temperatur 7" von ¥ und X' moglicherweise dndern. Wir wollen je-
doch voraussetzen, dal das Umgebungssystem Y’ sehr viel grofier als ¥ sein soll,
symbolisch ¥’ > ¥, so daf} die gemeinsame Temperatur 7" durch die x—Prozesse in
Y. nicht gedndert wird. Die x—Prozesse sollen isotherm ablaufen. Korrekt ist diese
Voraussetzung nur im Grenzfall ¥’ — oo, den man aber in beliebiger Genauigkeit
erreichen kann. Man nennt das Umgebungssystem ¥’ dann einen Thermostaten fiir
das System 3.
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Wir definieren die freie Energie F' des Systems Y durch

F:=U-TS (4.13)

und berechnen deren Variation bei Variationen von U bzw. U’ und =z, jedoch bei
fester Temperatur 7"

a8 a8 a8
0F = 6U — T <@5U+%5x> i (4.14)
Wir vergleichen mit (4.12) und finden
OF = =T 6S). (4.15)

Im Gleichgewicht beziiglich der internen Variablen z ist S, = 0, folglich auch
0F = 0. Bei spontanen Prozessen in das Gleichgewicht nimmt die Gesamtentropie
Sp zu, also 6.5y > 0. Wegen T' > 0 nimmt dann die freie Energie F' ab, also 6 F < 0.
Das bedeutet, daf} fiir ein System in einem Thermostaten mit 7' =konstant die
beiden Prinzipien

So = Max, F = Min (4.16)

dquivalent sind. Der entscheidende Vorteil des Prinzips F' =Min besteht darin, dafl
die freie Energie F' gemé&f ihrer Definition in (4.13) nur mehr Variablen des Systems
> enthélt.

Ganz analog gehen wir vor, wenn das Umgebungssystem ¥’ fiir das System Y einen
Thermo—Mechano—Staten darstellt. Die Gesamtentropie lautet

So=S(U",V")+S(U,V;zx). (4.17)

Die beiden Systeme sollen Warme und Volumen austauschen kénnen, aber in Bezug
auf diesen Austausch im Gleichgewicht sein,

as 08" 1 oS 98" p

oU _oUu' T oV oV T

(4.18)
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und das Umgebungssystem Y’ soll hinreichend grof} sein, damit Temperatur 7" und
Druck p bei den z-Prozessen in ¥ konstant bleiben. Analog zu (4.12) lautet die
Variation der Gesamtentropie

as' . as' ., 08 S aS
350 = o 0U' + = 6V! o+ 22 U + = 6V + 5 6a

= %(5U+6U’)+% (5V+5V’)+0—S(5x

ox
0S
= 4.1

weil 0U 4+ 60U’ = 0 und 6V + 6V’ = 0 wegen der Isolation des Gesamtsystems. Wir
definieren die freie Enthalpie G des Systems ¥ durch

G=U+pV-TS=F+pV (4.20)

Fiir deren Variation erhalten wir mit 7" =konstant, p =konstant

05 oS 05 05
5G_5U+p5V—T<@5U+Wav+%5x>_—z”%ax. (4.21)

Der Vergleich mit (4.19) zeigt, daB 0G = =T 95y. Somit besteht fiir ein System in
einem Thermo-Mechano-Staten Aquivalenz zwischen den Prinzipien

So = Max, G = Min. (4.22)

Das Prinzip G =Min enthélt wiederum ausschliefilich die Variablen des Systems X..

Offenbar 148t sich zu jeder Kombination extensiver Variablen ein entsprechendes
"Stat—System” konstruieren und ein Minimalprinzip fiir ein geeignetes thermodyna-
misches Potential angeben. In unseren obigen Beispielen waren das die freie Ener-
gie ' und die freie Enthalpie G. Voraussetzung fiir eine solche Konstruktion ist,
dafl der Austausch mit dem Umgebungssystem iiber physikalisch sinnvolle Wénde
bzw. Randbedingungen erfolgt, wie wir sie im Abschnitt 1.6 diskutiert haben. Wir
erwihnen noch den Thermo-Chemo-Staten, mit dem ein System Y Wiarme und
Teilchen aller Komponenten austauscht. Die Gesamtentropie Sy und ihre Variation
0.5 lauten
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S

S[] = SI(UI, Nl) + S(U, N, 33), 550 = % ox. (423)
Das zugehorige Potential ist
UV:=U-TS—-uN bzw. U:=U-T8-> uNy. (4.24)
k

Eine einfache Rechnung nach dem obigen Muster ergibt ¥ = —T 45, so daf fiir ein
System ¥ in einem Thermo—Chemo—Staten die Extremalprinzipien S; =Max und
U =Min &dquivalent sind. Natiirlich lassen sich nach diesem Muster auch Thermo—
Chemo—Staten konstruieren, mit denen ¥ Wérme und nur einige der Komponenten
austauscht.

Wir merken schliefflich noch an, daf§ ein Stat—System fiir den Austausch samtli-
cher extensiver Variablen nicht moglich ist. Ein solches Stat—System miifite samtli-
che intensiven Variablen vorgeben, was nach der Gibbs—Duhem—Relation, vgl. Ab-
schnitt 2.7, nicht mdéglich ist. Zum gleichen Schlufy gelangt man, wenn man fiir das
vollstindige Stat—System das zugehorige thermodynamische Potential zu konstruie-
ren versucht. Fiir die Variablen U, V, N miifite es

U-TS+pV—-uN=0 (4.25)

lauten, vgl. Abschnitt 2.7. Mit einem identisch verschwindenden Potential ist offen-
sichtlich kein Extremalprinzip formulierbar.

4.3 Fundamentalrelationen, Legendre—Transfor-
mation

Das Gleichgewicht thermodynamischer Systeme kann durch Extremalprinzipien fiir
thermodynamische Potentiale charakterisiert werden. Das jeweils zu verwendende
Potential richtet sich nach den Randbedingungen des Systems. Die Tabelle 4.1 stellt
diejenigen Extremalprinzipien zusammen, die wir in den vorangegangenen Abschnit-
ten vorgestellt haben. Nach dieser physikalischen Motivation fiir die Einfiithrung der
thermodynamischen Potentiale wollen wir in diesem Abschnitt einige wichtige Rela-
tionen behandeln, die die Potentiale im thermodynamischen Gleichgewicht erfiillen.
Dabei wird es ausschliefllich um quasistatische Prozesse gehen, also um Prozesse, in
denen das System stets im Gleichgewicht bleibt. Aus diesem Grund wird in diesem
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‘ Potential ‘ Extremum ‘ Thermisch ‘ Mechanisch ‘ Chemisch
Entropie S =Max oUu=0 oV =0 ON =0
Energie U =Min 0S =0 oV =20 ON =0
Enthalpie H =Min 0S =0 op=0 ON =0
Freie Energie F =Min 0T =0 oV =20 ON =10
Freie Enthalpie | G =Min 0T =0 op=10 ON =0
U ¥ =Min 0T =0 oV =0 opup=20

Tabelle 4.1: Extremalprinzipien fiir thermodynamische Potentiale

Abschnitt auch keine Nicht-Gleichgewichtsvariable z auftreten. Die quasistatischen
Anderungen des Gleichgewichts denken wir uns durch hinreichend langsame Ande-
rungen der extensiven oder intensiven thermodynamischen Variablen erzeugt.

Im Abschnitt 2.6 haben wir bereits die Gibbs’schen Fundamentalrelationen fiir die
Entropie und die innere Energie formuliert, ndmlich

1 p Iz
- — = dV — =dN 4.2
ds TdU+TdV Td (4.26)
dU = TdS—pdV + pdN. (4.27)

Die beiden Relationen sind dquivalent; auch alle weiteren Fundamentalrelationen,
die wir im folgenden formulieren werden, sind mit (4.26) und (4.27) dquivalent. Die
Bedeutung der Fundamentalrelationen liegt darin, dafl wir aus ihnen die unabhéngi-
gen Variablen ablesen konnen, als deren Funktionen wir die thermodynamischen Po-
tentiale zu interpretieren haben, ndmlich die Entropie in (4.26) als S = S(U,V, N)
und die innere Energie in (4.27) als U = U(S, V, N). Man nennt die zu einem Poten-
tial gehorenden unabhéngigen Variablen auch seine natiirlichen Variablen. Ferner
kénnen wir aus den Fundamentalrelationen sdmtliche anderen thermodynamischen
Variablen durch partielle Differentiation entnehmen:

(05(U3,UV’N)>VN _ m (4.28)
<05(U8,Vv,N>>U’N _ % | (4.29)
(asg,]vv,fv));y - oy (430
<73U(%;/’N)>VN = T(S.V.N), (4.31)
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<w>m — p(S,V,N), (4.32)
(W)SV — u(S,V,N). (4.33)

Nach dem gleichen Muster kénnen wir auch bei allen weiteren thermodynamischen
Potentialen verfahren, z.B. bei der Enthalpie H:

dH = d({U+pV)=dU +pdV +Vdp
= TdS+Vdp+ pdN (4.34)

unter Verwendung von dU aus (4.27). Also ist H = H(S,p, N) und

(M(?Sp, N)>p,N T(S,p, N), (4.35)
<8H(§,pp, N)>S’N = V(S,p,N), (4.36)
(%)Slj (S, p, N). (4.37)

Wir fithren noch die freie Energie F' auf,

dF = d({U-TS)=dU—TdS— SdT

— _SdT —pdV + pdN, (4.38)
(M) — _S(T,V.N), (4.39)
ar VN
OF (T, V, N)
<T>TN —p(T, V. N), (4.40)
OF(T,V,N)
<8—N>TV u(T, V. N), (4.41)

und die freie Enthalpie G:
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Potential Definition unabhéngige Fundamentalrelation
Variablen
Entropie S UV,N dS= (1/T)dU + (p/T)dV
—(p/T) dN

Innere Energie | U S, V.N AU = TdS —pdV + udN
Enthalpie H=U+pV | S,;p,N dH = TdS+Vdp+ pdN
Freie Energie F=U-TS |TV,N dFF = —=SdT —pdV 4+ udN
Freie Enthalpie | G=F +pV | T,p, N dG = —=-SdT+Vdp+ pdN
Psi UV=F—-uN|T, V. u AV = —SdT —pdV — Ndu

Tabelle 4.2: Thermodynamische Potentiale, ihre Variablen und ihre Fundamentalre-

lationen.

e

T
<5G(T,p, N))
Ip TN

(=5,

<8G(T,p, N)>

)

1

d(F+pV)=dF +pdV +Vdp

= —=SdI'+Vdp+ pndN, (4.42)
= —S(T,p,N), (4.43)
= V(T,p,N), (4.44)
= w(T,p.N). (4.45)

In der Tabelle 4.2 sind diese Relationen fiir die Potentiale aus der Tabelle 4.1 noch
einmal zusammengestellt. Die unabhédngigen Variablen in der dritten Spalte sind die
natiirlichen Variablen des entsprechenden Potentials.

Aus der Relation TS — pV + u N = U, vgl. Abschnitt 2.7, folgen fiir G und ¥ die

Darstellungen

G=U-TS+pV =

pN,

UV=U-TS—uN=—-pV.

Daraus folgt aber nicht etwa, dafl G eine Funktion von N und g und ¥ eine Funktion
von p und V sei. Vielmehr sind diese Darstellungen zu lesen als

G(T,p,N) =
U(T,V,pu) =

U-TS+pV =

u(T.p, N) N,

U-TS—puN=-—pT,V,pu)V.
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Die Transformationen zwischen den Potentialen sind Legendre—Transformationen.
Das Schema solcher Transformationen besteht darin, daf in einem funktionalen Zu-
sammenhang y = f(x) die Ableitung v := f’(z) als neue unabhéingige Variable
eingefiihrt werden soll. In der Transformationen von U = U(S) zur freien Energie
F soll z.B. die Temperatur T' = 9U/0S als neue unabhéngige Variable eingefiihrt
werden. Die Variablen V| N bleiben davon unberiihrt. Wenn man nun u := f'(z)
umkehrt, x = g(u), und dadurch die Variable z in y = f(z) eliminieren wiirde,
also y = f(g(u)), dann wiirde man den fritheren Zusammenhang y = f(z) daraus
nicht rekonstruieren kénnen, bzw. Information verlieren. Das folgt daraus, daf§ die
Rekonstruktion von y = f(z) auf die Losung der Differentialgleichung

r=1(o(&)

hinauslauft, die eine beliebige Integrationskonstante ¢ additiv zu x enthalt. Mit an-
deren Worten: alle funktionalen Zusammenhénge f = f(z + ¢) fiihren auf dieselbe
Relation y = f(g(u)). Wenn weitere Variablen auftreten wie das in der Thermo-
dynamik der Fall ist, z.B. V, N beim Ubergang von U zu F, dann kénnte ¢ sogar
noch eine Funktion dieser weiteren Variablen sein. Man wiirde also die Information
funktionaler Zusammenhénge verlieren.

Um diesen Verlust an Information zu vermeiden, geht man mit der Transformation
x = g(u) der unabhéngigen Variablen gleichzeitig zu einer transformierten Funktion
iiber, ndmlich zu

zi=y—azu= f(g(u)) —g(u)u=F(u).
Im thermodynamischen Beispiel entsprechen sich: y = U, o =2 S;u =T, 2 = F.
Wenn wir nun die Legendre-Transformation wiederholen, also { = F'(u) als neue
unabhéngige Variable einfiihren, dann erhalten wir

c_ oy e
N du_duy xu_du duu o
_dydr dv
dr du  du T="

also — bis auf ein Vorzeichen — die frithere unabhéngige Variable x zuriick. Der
nochmals transformierte funktionale Zusammenhang ist

n=z—(—r)u=z+uxr =y,

also auch die friithere abhéingige Variable y. Die Legendre-Transformation ist durch
Wiederholung umkehrbar.
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4.4 Thermodynamische Umformungen, Maxwell-

Relationen

In diesem Abschnitt werden wir einige mathematische Techniken kennenlernen, die
bei Umformungen in der Thermodynamik des Gleichgewichts immer wieder und
auch spéter in diesem Text noch verwendet werden. Wie im vorangegangenen Ab-
schnitt geht es auch in diesem Abschnitt also ausschlieflich um quasistatische Ande-
rungen oder Prozesse, bei dem das jeweilige System stets in einem Gleichgewicht

bleibt. Wir beginnen mit der Bemerkung, dafl aus einer Fundamentalrelation wie
7.B.

dU =TdS —pdV + pdN (4.46)

durch Nebenbedingungen Aussagen wie

dU = TdS V, N = const,
dU = —pdV S, N = const

folgen, und daraus weiter z.B.

(o), &),

Eine partielle Ableitung

() @), e

au
aT ),

ist so zu interpretieren, dafl U hier als Funktion von T,V N aufgefafit wird,
U=U(T,V,N), und unter den Bedingungen V' =const und N =const nach T diffe-
renziert wird. Damit ist auch schon gesagt, daff die thermodynamischen Potentiale
nicht notwendig immer als Funktionen derjenigen unabhéngigen Variablen aufgefafit
werden miissen, die als Differentiale in ihren Fundamentalrelationen auftreten. Die
Funktion U(T,V, N) erhélt man aus dem Potential, in dessen Fundamentalrelation
die Differentiale von TV, N auftreten, also aus der freien Energie F' = F(T,V,N),
und zwar durch
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U=F+TS=F—T (%)VN: {1—:/“ (%)VN} F(T,V,N) =U(T,V,N).

(4.48)

Allerdings verliert man thermodynamische Information beim Ubergang von
F(T,V.N)zuU(T,V,N). Un das einzusehen, fragen wir, inwieweit die freie Energie
F(T,V,N) in (4.48) durch ein gegebenes U(T,V, N) festgelegt ist oder nicht. Zur
Beantwortung dieser Frage betrachten wir (4.48) als eine Differentialgleichung fiir
F(T,V,N). Diese Differentialgleichung ist von 1. Ordnung, linear und inhomogen.
Ihre Losungen unterscheiden sich durch beliebige Losungen der zugehérigen homo-
genen Differentialgleichung fiir U = 0. Da V, N konstant bleiben, konnen wir die
homogene Differentialgleichung in der Form

dFy(T)
dr

F(T)-T =0

schreiben. Deren Losung erhalten wir durch Trennung der Variablen:

dT  dF,
— == Fyo(T) ~T.
T F’ o(T)

Der Proportionalititsfaktor in Fo(T) ~ T kann aber jetzt noch von den konstant
gehaltenen Variablen V|, N abhéngen:

R(T,V.N) = ¢(V.N)T,

worin ¢(V, N) eine beliebige Funktion von V, N ist. Folglich ist durch vorgegebenes
U(T,V,N) die freie Energie nur bis auf die Addition beliebiger Funktionen vom
Typ Fo(T,V,N) = ¢(V,N) T bestimmt. Diese Beliebigkeit bedeutet einen Verlust

an thermodynamischer Information.

Wir bleiben noch bei der Funktion U = U(T,V, N) und driicken das vollstindige
Differential dU in den Variablen T, V., N aus:

aUu

TdS —pdV + pdN
=T a—S dlr+ |T 0_5 —p
orT VN ov TN

0S

av +
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Daraus ist direkt ablesbar

ou _ (% : (4.50)
oT V,N oT V,N

ou a5

(o), = 7 (), o
ou s

(o)., = (G, o -

(4.50) ist identisch mit der ersten Relation in (4.47). Nach diesem Schema kann man
offenbar eine Fiille analoger Relationen gewinnen.

Weitere wichtige thermodynamische Relationen sind die sogenannten Mazwell-
Relationen, die nach dem folgenden Schema aus den Fundamentalrelationen herleit-
bar sind. Ausgangspunkt sei wieder die Fundamentalrelation (4.46) fiir dU. Daraus
folgt

O\ (2 [\ _(aY () (o) .o
aV S,N_ av S,N aS V,N_ as V,N aV S,N_ aS V,N‘ .

Hier haben wir vorausgesetzt, dafl die Reihenfolge der Differentiationen in der zwei-
ten Ableitung der inneren Energie vertauschbar ist. Wir fithren noch ein zweites
Beispiel an. Aus der Fundamentalrelation

dF = —SdT — pdV + pudN (4.54)

fiir die freie Energie folgt nach demselben Schema wie in (4.53)

(g_@m - (%) ox (4.55)

Wir setzen diese Maxwell-Relation in (4.51) ein und erhalten eine sehr oft verwen-

dete Relation
oU dp
— =T | = — . 4.
(), =7 (7). (150

)
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Wir erwidhnen schlieflich noch eine Herleitungstechnik fiir den Fall, daf§ zwischen
drei Variablen z,y,z eine Relation ®(z,y,z) = 0 besteht. Dann gilt fiir das
vollstéandige Differential d®

dd = &, dx + b, dy + ®. dz = 0, (4.57)

worin

0d

o, = [ —

- (%)
4

usw. zyklisch fiir y, z. Aus (4.57) folgt auch

z

usw. zyklisch fiir y, z. Durch Multiplikation der partiellen Ableitungen in (4.58) mit
ihren zyklischen Vertauschungen fiir y, z finden wir

BEE e

Wir wenden diese Relation auf den Fall x = p,y =T,z =V an. Fiir N =const gibt
es einen Zusammenhang p = p(T, V), der z.B. aus der freien Energie folgt:

p(T,v,N>=—<w)TN.

ov

)

Analog zu (4.59) ist zunéchst

dp ) ( oT ) <8V>
— — — = —1. 4.60
<6T vy \OV /), v\ )y (4.60)

Daraus folgt wiederum
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op 1 (av/aT)p,N
(a_T>V,N = TV, OViopey - @Voney OV

Die in diesem Abschnitt aufgefiihrten thermodynamischen Umformungen sollen als
Beispiele fiir Techniken dienen, mit denen man thermodynamische Relationen her-
leiten oder iiberpriifen kann. Ganz offensichtlich ist die Fiille m&glicher thermody-
namischer Aussagen so grof, dafl es sich verbietet, sie systematisch aufzulisten.

4.5 Magnetische Systeme

Bei der Formulierung des 1. Hauptsatzes im Kapitel 1 hatten wir die Moglichkeit
eingeschlossen, daf} ein thermodynamisches System elektrisch und magnetisch iiber
Felder E bzw. H mit der Umgebung wechselwirkt und dadurch eine elektrische
Polarisation P bzw. eine Magnetisierung M erfdhrt. Der vollstindige 1. Haupt-
satz unter Einschlufl thermischer, mechanischer und chemischer Wechselwirkungen
lautete dann

SU =6Q —poV + udN+V ESP +V By6M. (4.62)

Hier ist By = pg H die magnetische Flufidichte auflerhalb des Systems. Der Faktor
Volumen V erscheint in den elektrischen und magnetischen Wechselwirkungstermen,
weil P und M als Polarisation bzw. Magnetisierung pro Volumen definiert sind, so
da3 V P bzw. V M die entsprechenden extensiven Variablen sind. Wenn wir nun die
Formulierung des 2. Hauptsatzes aus dem Kapitel 2 auf Systeme mit elektrischen und
magnetischen Wechselwirkungen erweitern, erhalten wir offensichtlich die folgende
Fundamentalrelation fiir die innere Energie:

dU =T dS —pdV + udN +V EdP +V By dM, (4.63)

d.h., das Potential U besitzt die natiirlichen Variablen S, V,N,P,M : U =
U(S.V.N,P,M). Aquivalent damit ist S = S(U,V, N, P.M). Es ist auch offen-
sichtlich, daf} jetzt eine Vielzahl neuer Potentiale durch Legendre-Transformationen
gebildet werden kann: jede neue Variable verdoppelt die Anzahl méglicher Legendre—
Transformationen. Wir wollen uns deshalb auf ein einfaches Beispiel beschranken:
keine mechanische Wechselwirkung, also V' =konstant, keine chemischen Wechsel-
wirkungen, also N =konstant, und nur magnetische Wechselwirkungen, also P = 0.
Auflerdem nehmen wir an, daf§ die Magnetisierung M und die externe Flufidichte B,
stets parallel oder antiparallel sind, wie das in isotropen Systemen oder in Systemen
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mit einfacher Symmetrie immer der Fall ist. Dann lautet die Fundamentalrelation
statt (4.63)

dU =T dS +V BydM. (4.64)

Dieser Fall eines einfachen magnetischen Systems ist die in Anwendungen am
haufigsten vorkommende Situation eines thermdynamischen Systems in einem ex-
ternen Feld. Das elektrische Analogon 14t unmittelbar daraus ablesen. Eine erste
Legendre—Transformation fiihrt uns zur freien Energie als Funktion von 7" und M,
F=F(T,M):

F=U-TS: dF=-SdT+V BydM. (4.65)

Hieraus folgt insbesondere

1 [0F
By = (8—M>T' (4.66)

Eine zweite Legendre-Transformation eliminiert die Variable M zugunsten von Bj.
Im Fall der Variablen S,V bzw. T,V fiihrte das auf die freie Enthalpie G. Diese
Bezeichnung ist hier nicht angebracht. Wir schreiben

F=F-VByM: dF = —SdT —V M dB, (4.67)

so daf§ F = F(T. By) und

1 [ OF
M = -7 (8—BU>T' (4.68)

Beide Potentiale, F und F werden als freie Energien bezeichnet. Wichtig ist, daf
man sie anhand der natiirlichen Variablen unterscheidet. Hiufiger wird allerdings

F verwendet und oft als F geschrieben. Das ist sinnvoll, wenn keine Gefahr der
Verwechslung mit F' = F(T, M) besteht.



Kapitel 5

Thermodynamische Stabilitat und
verallgemeinerte Suszeptibilitaten

Gleichgewichtszustdnde thermodynamischer Systeme lassen sich durch Extremal-
prinzipien fiir thermodynamische Potentiale charakterisieren, z.B. S =Max fiir iso-
lierte Systeme oder F' =Min fiir Systeme in einem Thermostaten. Die Auswahl
des Potentials fiir das Extremalprinzip richtet sich nach den Randbedingungen
des betrachteten Systems. Die Auswertung der Extremaleigenschaft S =Extr oder
F =Extr bzw. S = 0 oder 0F = 0 usw. fiihrt auf Gleichgewichtsbedingungen, z.B.
Gleichheit der Temperaturen oder des Druckes im Inneren des Systems. Damit ist
noch nichts iiber die Stabilitit des Gleichgewichts gesagt, die erst durch S =Max
oder F' =Min usw. garantiert ist. Diese Situation ist dieselbe wie bei der Diskus-
sion des Extremums einer Funktion f(z) an einer Stelle z = zy: die Bedingung
f'(xy) = 0 ist notwendig fiir ein Extremum bei x = x,, aber erst das Vorzeichen
der zweiten Ableitung f”(x) ist hinreichend fiir ein Maximum oder ein Minimum 2.
Ordnung von f(z) bei x = x¢, ndmlich f"(xy) < 0 fiir ein Maximum und f”(z¢) > 0
fiir ein Minimum. Wir wollen diese Diskussion auf die Extrema der thermodynami-
schen Potentiale iibertragen und nach hinreichenden Kriterien fragen, unter denen
das Gleichgewicht eines Systems stabil ist. Dazu wollen wir die Schreibweise der
Variationen hoéherer Ordnung, ndmlich der zweiten Ordnung verwenden, die uns
die Formulierung der Stabilitidtskriterien insbesondere im Fall mehrerer Variablen
erleichtern wird.

5.1 Variationen héherer Ordnung

Ausgangspunkt fiir Variationen hoherer Ordnung ist die gewdohnliche Taylor—
Entwicklung einer Funktion f(z + dz) nach dx:

107
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floda) = Flo) + f'(a)on o (o) (52) 4.

1
= f(a:)+5f(£c)+§52f(x)+.... (5.1)
Hier haben wir lediglich die formalen Definitionen

6f(x) = f'(x) oz, 6 f(x) :== f"(x) (6x)* (5.2)

bzw. allgemein

0" f(x) := f"(x) (62)" (5.3)

eingefithrt, worin f"(z) die n—te Ableitung von f(x) bedeutet. Wenn wir nun die
ox als differentielle Variationen der unabhéngigen Variablen x interpretieren, dann
werden auch die 6" f(z) zu differentiellen Variationen, und zwar jeweils von der Ord-
nung O((dx)"). Sie werden kurz auch als Variationen der Ordnung n bezeichnet. Fiir
die Funktion f(z) = z, also fiir die unabhéngige Variable z selbst ist offensichtlich
nur die erste Variation dz von Null verschieden und 6"z = 0 fiir n > 1.

Die Funktion f(z) besitze nun an einer Stelle z = 1z ein relatives Maximum 2.

Ordnung. Das la3t sich jetzt dquivalent durch die beiden folgenden Formulierungen
ausdriicken:

f'(xo) =0,  f"(x0) <0 (5.4)

oder

<0, (5.5)

r=x0

0f (@)]pmgy =0, 8°f(2)

analog auch fiir ein relatives Minimum von f(z) bei x = xy. (5.5) wird auch verkiirzt
als

5 f(zo) =0, 6% f(z9) <0 (5.6)

geschrieben.
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Fiir die Variation 1. Ordnung der Ableitung f'(z) der Funktion f(z) erhalten wir
nach der Regel (5.3)

of'(z) = f"(x) oz, (5.7)

eingesetzt in den Ausdruck 6%f(z) in (5.2):

62 f(x) =6f'(x) ow. (5.8)

Diese Beziehung kann man auch dadurch gewinnen, dafl man ¢ wie einen Differen-
tialoperator behandelt, fiir den die Produktregel gilt:

0% f(z) =0 (0f(z)) = 6 (f'(x) ox) = of'(z) oz + f'(x) 0°w.

Weil aber 6%z = 0 fiir die unabhiingige Variable z, folgt daraus (5.8).

Fiir eine Funktion f(z) nur einer Variablen x bietet die Schreibweise der Variationen
kaum Vorteile gegeniiber der gewohnlichen Schreibweise. Das dndert sich aber im
Fall von Funktionen mehrerer Variablen f = f(z,zs,...). Die Taylor-Entwicklung
lautet hier

1
f($1+(5$1,$2+(5$2,):f+(5f+5(52f+, (59)
worin
of i
of =S =L b, 82 f = 81, 0%, 5.10
Zur Vereinfachung der Schreibweise lassen wir die Argumente z1, xs, . . . in der Funk-
tion f fort. Auch hier verschwinden die Variationen hoherer als 1. Ordnung der
unabhéngigen Variablen xy, x5, ..., so dafl analog zum Fall einer Variablen wieder

2p d .
6 f = ;5 (8%) o;. (5.11)
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Die Funktion f besitze an einem Punkt zq = (71,0, %20, ...) ein relatives Maximum
2. Ordnung. In der gewohnlichen Schreibweise wiirde das zu beschreiben sein als

2
(aax{)xo =0, (82 éffj);m ist negativ definit, (5.12)

entsprechend fiir ein relatives Minimum. In der Sprechweise der Variationen lautet
derselbe Sachverhalt

f=Min <= §f=0, 6*f>0. (5.13)

f=Max < 6f=0, §°f<0, }
Diese Schreibweise werden wir in den folgenden Abschnitten bei der Formulierung
hinreichender Kriterien fiir die Stabilitdt thermodynamischer Gleichgewichte benut-
zen.

5.2 Hinreichende Kriterien fiir Stabilitit

Zur Diskussion der Stabilitdt thermodynamischer Gleichgewichte greifen wir auf die
Konstruktion zuriick, die wir bereits im Abschnitt 2.5 beschrieben haben: ein insge-
samt isoliertes Gesamtsystem bestehe aus beliebig vielen Teilsystemen o = 1,2, ...,
deren jedes in einem thermodynamischen Gleichgewicht sein und bleiben soll, be-
schrieben durch eine Entropie S@)(U@), V(?) N()). Je nach der Art der Randbe-
dingung fiir die Wéande zwischen den Teilsystemen kénnen zwischen ihnen Wérme,
Volumen und Teilchen ausgetauscht werden. In diese Situation eingeschlossen sind
vollig offene Teilsysteme, die entweder durch ein bestimmtes Volumen, also durch
6V@) =0, oder durch eine bestimmte Masse, also 6M(7) = 0 oder N@) = 0 defi-
niert sind. Mit dieser Konstruktion kénnen wir offensichtlich sémtliche Variationen
von Gleichgewichten beschreiben, soweit wir sie bisher iiberhaupt diskutiert haben,
z.B. auch Systeme in Stat—Systemen, vgl. Kapitel 4. Eingeschlossen sind auch raum-
lich differentielle Teilsysteme, wie wir sie in den Abschnitten 3.6 und 3.7 verwendet
haben.

Die Gesamtentropie Sy ist die Summe der Entropien der Teilsysteme:

Sy =3 SOU, V@) N@), (5.14)

Dasselbe gilt fiir die Variationen 1. und 2. Ordnung der Gesamtentropie:
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080 =08, 255 =>425". (5.15)

Hier haben wir die Variablen U, V() N() zur Vereinfachung der Schreibweise
nicht mehr mitgeschrieben. Das Gleichgewicht des isolierten Gesamtsystems ist sta-
bil, wenn 425, < 0. Wenn bereits fiir jedes Teilsystem o die Stabilititsbedingung
625(7) < 0 erfiillt ist, dann ist damit auch ein hinreichendes Stabilititskriterium fiir
das Gesamtsystem erfiillt. Dieses Kriterium ist natiirlich bei weitem nicht notwen-
dig, denn es kénnten einzelne Summanden in der Summe fiir 425, positiv sein, wenn
nur die Summe insgesamt negativ ist, d.h. einzelne Teilsysteme kénnten durchaus
instabile Gleichgewichte besitzen, wenn sie nur durch die iibrigen Teilsysteme sta-
bilisiert werden. Wir wollen uns jedoch darauf beschrinken, hinreichende Kriterien
fir die Stabilitdt der Teilsysteme zu finden, also fiir 625(®) < 0 fiir alle o. Damit
konnen wir unsere Aufgabenstellung wie folgt formulieren: wir suchen Kriterien fiir
528 < 0 fiir beliebige thermodynamische Systeme im Gleichgewicht. Als unabhéngi-
ge Variationen sollen U, 0V, d N gelten. Wir gehen aus von der Fundamentalrelation

_1 Py _F
35 = 70U + 7 6V — - 0N, (5.16)

aus der, wie im vorangegangenen Abschnitt gezeigt,

525 = § (%) SU + 6 (%) SV — 5 (%) SN, (5.17)

folgt. Die Variationen 06(1/7),0(p/T),0(p/T) kann man nun wieder durch die
0U, 6V, o N ausdriicken und dann untersuchen, unter welchen Bedingungen die entste-
hende quadratische Form negativ definit ist. Wir werden der Ubersichtlichkeit wegen
zunéchst anders vorgehen, namlich die einzelnen Terme in (5.17) getrennt untersu-
chen, d.h., thermische, mechanische und chemische Stabilitdt einzeln diskutieren.
Es erscheint einleuchtend, dafl dann auch Stabilitdt bei kombinierten thermischen,
mechanischen und chemischen Variationen besteht, doch bedarf diese Verallgemei-
nerung eines formalen Nachweises.

5.3 Thermische, mechanische und chemische Sta-
bilitét

Wir beginnen mit der thermischen Stabilitdt und untersuchen zunéchst, unter wel-
chen Bedingungen in (5.17) fiir 6V =0, 6N =0
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9 1
5 S:5<T> SU <0 (5.18)
ist. Wir formen um:

1 5T U
5 <f> =05 U= (5—T>VN 5T = Cy 6T,

WO

ou
o= (5).,., o

die Wéirmekapazitit des Systems bei V' =const ist. Haufig wird in der Thermodyna-
mik die spezifische Warmekapazitiat Cy-/M diskutiert, also die Warmekapazitit pro
Masse, die auch spezifische Wirme genannt wird. Wir kénnen in (5.18) allerdings
auch 0T durch 6U darstellen:

st= () su=Lsu
U ) .y Cy

Wir finden also zwei mogliche Darstellungen fiir die zweite Variation 62S der Entro-
pie:

= ——— (0U)%. (5.20)

In jedem Fall lautet die thermische Stabilitdtsbedingung Cy > 0: die Wéarmekapa-
zitat bzw. die spezifische Wérme (bei konstantem Volumen) muf} positiv und endlich
grof} sein. Eine Verletzung dieser Stabilitdtsbedingung kann bei Phaseniibergéingen
eintreten, z.B. beim Schmelzen von Eis zu Wasser unter Warmezufuhr 6¢Q) > 0. Bei
V =const und N =const ist nach dem 1. Hauptsatz 06U = 6@ > 0. Wahrend des
Schmelzvorgangs bleibt die Temperatur unverdndert: 67" = 0. Folglich wird dort
die Warmekapazitiat formal unendlich groB: Cy = 0U/OT — oco. Da dU hier als
unabhéngige Variation auftritt, miissen wir das Stabilitatskriterium aus der zweiten
Zeile von (5.20) heranziehen, aus dem dann §2S = 0 folgt. Aus der physikalischen
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Anschauung heraus empfinden wir natiirlich auch den Schmelzvorgang als thermisch
stabil. Offensichtlich miissen wir zu seiner vollstdndigen Beschreibung die Umwand-
lung von Eis zu Wasser als weiteren thermodynamischen Freiheitsgrad einfithren und
damit das System als Zwei-Komponenten—System darstellen. Wir werden darauf bei
der Behandlung von Phaseniibergdngen zuriickkommen.

Wir kénnen die thermische Stabilitdt auch unter verdnderten thermodynamischen
Bedingungen, z.B. unter p =const statt V' =const diskutieren. Dazu formen wir
(5.16) um:

_ 1 Py _H
0S = T5U+T5V T5N
1 V I
= = — Zop-EsN
—6(U+pV) = —dp— L0
1 \% 1]

worin H = U+pV die Enthalpie ist, vgl. Abschnitt 4.1. Fiir p =const und N =const
folgt daraus weiter

= —— (6H) . (5.22)

Hier ist

OH
Cp = (6—T> N (5.23)
p,

die Warmekapazitit bei konstantem Druck bzw. ¢, = C,/M die spezifische Warme
bei konstantem Druck. Die Stabilitdtsbedingung lautet jetzt, daff die Warmekapa-
zitdt C), bzw. die spezifische Warme ¢, positiv und endlich sein muf}. Spéter werden
wir zeigen, dafl die beiden Bedingungen fiir thermische Stabilitdt bei V, N =const
und bei p, N =const nicht unabhéngig sind.

Ganz analog untersuchen wir die mechanische Stabilitdt und fragen, unter welcher
Bedingung 625 < 0 fiir 07 = 0 und 6N = 0:
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20 _ p _1
528 = 5<T) 5V = - p oV
1 oV VISJT
- — (&L 5p)?2 = — 5p)>
T (ap>m(p) 7 (9p)
1 [ 0p 1
- —[Z£ V)2 = — V)2, .24
T(av)mm o 6) (524

Hier haben wir die isotherme Kompressibilitdt

1 [oV
== [Z 2
" 4 <ap>T,N (5.25)

eingefiihrt, die die relative Volumenédnderung pro Druckdnderung mifit. Da 7' > 0
und V > 0, ist das thermodynamische System mechanisch stabil, wenn die isother-
me Kompressibilitdt xr positiv und endlich ist. Das bedeutet, dafl das Volumen V'
des Systems abnehmen muf}, wenn der Druck p zunimmt und umgekehrt. Diese Fol-
gerung entspricht unserer physikalischen Anschauung von mechanischer Stabilitét.

Wir konnen die mechanische Stabilitdt auch unter adiabatischer Randbedingung,
also bei S =const untersuchen. Dazu ziehen wir U =Min als Bedingung fiir ein
stabiles Gleichgewicht heran. Die Stabilitdtsbedingung lautet dann 62U > 0. Fiir
S, N =const ist 60U = —p V', und somit

82U = —opoV
ov
= ()= Vs G
S,N
dp 1
= _<W> (6V)2:VI{5 (6V)2. (5.26)
S,N

Hier haben wir die adiabatische Kompressibilitdit

1 [0V
Rg ‘= —V <a—p> on (527)

in Analogie zu k7 in (5.25) eingefiihrt. Das thermodynamische System ist adia-
batisch mechanisch stabil, wenn die adiabatische Kompressibilitidt kg positiv und
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endlich ist. Wir werden im folgenden Abschnitt lernen, dafl die beiden mechani-
schen Stabilitatskriterien fiir isotherme und adiabatische Randbedingungen nicht
unabhéngig sind.

Schliellich erwdhnen wir noch die chemische Stabilitét fiir 7,V =const:

528 = —+ (m SN = & (%) (ON)? (5.28)

und analog, wenn wir §2S durch (dp)? ausdriicken. Das thermodynamische System
ist chemisch stabil, wenn (9u/ON )z, positiv und endlich ist. Das chemische Poten-
tial 4 muf} also zunehmen, wenn die Teilchenzahl N zunimmt und umgekehrt. Wenn

das thermodynamische System mehrere Komponenten & = 1,2, ... enthélt, wird
528 = — Z Oty 5Nk SN (5.29)
k aNkl

Das thermodynamische System ist stabil, wenn die Matrix (Opx/ONy )1,y positiv
definit ist. Aus der Fundamentalrelation fiir die freie Energie,

dF = —=SdT —pdV + > pux 6Ny,
k

folgt als eine Maxwell-Relation, dafl die Matrix (Opy/ONg )7,y symmetrisch ist:

0 > <aﬂk’>
= (5.30)
<6Nk’ TV ON}, TV

Nach dem hier angegebenen Schema lassen sich Stabilitdtsbedingungen fiir weitere
Randbedingungen formulieren, insbesondere auch die Bedingung dafiir, daf} das ther-
modynamische System sowohl thermisch als auch mechanisch und chemisch stabil
ist. Als ein Beispiel dafiir formulieren wir die Bedingung fiir die gekoppelte thermi-
sche und mechanische Stabilitdt, ausgedriickt durch 67 und dV. Unser Ausgangs-
punkt ist (5.17) mit dN = 0 bzw. N =konstant:

528 =8 (%) U + 6 (%) 5V (5.31)
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Als unabhingige Variablen vereinbaren wir fiir die folgenden Umformungen 7" und
V', so dafl wir bei den partiellen Ableitungen Nebenbedingungen nicht explizit mit-
schreiben miissen. In (5.31) fithren wir aus:

1 5T
i(z) = =
oU ouU ouU
U = a—T§T+W5V—CV5T+W5V,
i(5) - 8-
T) T T2’
dp dp
§p = —— T + =2 §V.
Po= gpfT gV

Einsetzen in (5.31) fiihrt nach einer elementaren Rechnung und unter Verwendung
der isothermen Kompressibilitiat aus (5.25) auf

2 . 2 _ 2
0°S T (0T) TV rr (0V)
1 |oU ap
g lﬁ ~Tar “’] ooV (5:32)

Im vorhergehenden Kapitel haben wir gezeigt, dafl

ou  _ 0p
av ~Lar

(mit 7, V, N als unabhéngigen Variablen), so dafi der Ausdruck in [...] in (5.32)
verschwindet:

528 = —% (0T)* —

1

TV (0V)%. (5.33)

Das System ist stabil, wenn sowohl Cy, > 0 als auch k7 > 0.



5. THERMODYNAMISCHE STABILITAT 117

5.4 Verallgemeinerte Suszeptibilititen

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir die Stabilitdt des Gleichgewichts thermo-
dynamischer Systeme dadurch bestimmt, dafl gewisse thermodynamische Groéfien
wie die Warmekapazitdten Cy und C,, die Kompressibilitdten k7 und kg oder die
Ableitungen du/ON endlich und positiv sein mufiten. Diese Grofien werden auch
verallgemeinerte Suszeptibilititen genannt. In diesem Abschnitt wollen wir nach-
weisen, daf} die Stabilitdtsbedingungen unter verschiedenen Randbedingungen nicht
unabhéngig sind. Das wird sich dadurch duflern, daf§ zwischen den verallgemeinerten
Suszeptibilitdten gewisse Beziehungen existieren. Wir beginnen mit den Warmeka-
pazititen, fiir die wir zunéchst alternative Darstellungen angeben, ndmlich

_ (€ _ (9

Dieses ist die allgemeinere Definition fiir Cy und C,, die noch nicht einmal einen
quasistatischen Prozef fiir die Wérmeiibertragung voraussetzt. Aus (5.34) folgen
unsere fritheren Definitionen. Fiir quasistatische Warmeiibertragung ist nimlich

dQ =T dS, so dafl aus (5.34) auch

aS a5
Cy=T <—> . C,=T <—> . (5.35)
aT )y y aT )\

folgt. Nun ist fiir V. N =const T'dS = dU, und fiir p, N =const T'dS = dH, vgl.
(5.21), also auch

oUu oH
= <8—T> V,N’ = <0—T>p,N o3

in Ubereinstimmung mit unseren fritheren Definitionen.

Bei den folgenden Umformungen sei stets N =const, so dafl wir die N-Abhéngigkeit
unberiicksichtigt lassen konnen. Wir wollen einen Ausdruck fiir die Differenz C,—C'y
der Warmekapazitaten bei konstantem Druck p und bei konstantem Volumen V

herleiten. Aus (5.35) entnehmen wir
(7),..~ (&)
T ), x )y x

C,—Cy=T . (5.37)
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Zur Umrechnung von 9/9T bei p =const auf die Nebenbedingung V' =const denken
wir uns V =V (T,p) in S = S(T, V) eingesetzt. Dann wird

6S> (65‘) (85) <8V>
— = | == + | = — : (5.38)
<8T oN T )y x OV )y \OT ), §
Wir setzen in (5.37) ein und erhalten
S ov
C,—Cy =T |— — : 5.39
! v (av> T,N (aT ) p,N ( )
Aus der Fundamentalrelation fiir die freie Energie folgt als eine Maxwell-Relation
(8_S> — (@) , (5.40)
oV TN or V,N
vgl. auch Abschnitt 4.4. Auflerdem fiithren wir den Ausdehnungskoeffizienten
1 [0V
p,N

ein, der die relative Volumenidnderung pro Temperaturdnderung bei konstantem
Druck (und konstanter Teilchenzahl) angibt. Schlielich verwenden wir einen Hilfs-
satz aus dem Abschnitt 4.4, der fiir den funktionalen Zusammenhang p = p(T,V)
(fiir N =const) auf

op _(0V/)IT)yn  «
(8_T> v @OV/op)ry kT (542

fiihrt. Im letzten Schritt haben wir aufier dem Ausdehnungskoeffizienten o aus (5.41)
die isotherme Kompressibilitit xr aus (5.25) verwendet. Wir setzen diese Umfor-
mungen in (5.39) ein und erhalten fiir C;, — C den Ausdruck

2
T
¢ -y =21V (5.43)
KT
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Diese Relation besagt, dafl C}, > Cy, wenn das System mechanisch isotherm stabil
ist, also k7 > 0 und endlich. Dann schliefit die thermische Stabilitit bei V =const
diejenige bei p =const ein.

Einen weiteren wichtigen Zusammenhang zwischen den verallgemeinerten Suszepti-

bilitdten C,, Cy, k1, ks gewinnen wir, wenn wir das Differential 7'dS einmal in den
Variablen T, V und zum anderen in T, p ausdriicken (N =const):

TdS = T<§> dT+T<§> dv,
V,.N T,N

oT oV
TdS = T (a_s) dT + T <0—S> dp. (5.44)
oT N dp TN

Die Ableitungen T'9S/0T bei V =const bzw. p =const ersetzen wir durch Cy bzw.
Cyp, vgl. (5.35), ferner verwenden wir die Maxwell-Relation (5.40) und eine analoge

T7N va

die aus der Fundamentalrelation fiir die freie Enthalpie G folgt. Schliellich ver-
wenden wir noch die Definition (5.41) fiir den Ausdehungskoeffizienten « sowie die
Relation (5.42) und erhalten aus (5.44)

T
TdS:OVdTJrC;—dV, TdS = C,dT — aTV dp. (5.45)
T

Insbesondere gelten diese beiden Relationen fiir adiabatische differentielle (quasista-
tische) Prozesse. Fiir diese erhalten wir mit dS =0

T
CydT =-224qv.  C,dT =aTV dp. 5.46
D

RT

Die Division dieser beiden Relationen fiihrt auf den gewiinschten Zusammenhang

Cy Jp KT
— V — = — AT
Cy " <0V>S v ks (5.47)
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vgl. (5.27). Da C, > Cy unter der Annahme mechanischer Stabilitét, ist auch
kr > kg: jedes thermisch stabile thermodynamische System ist isotherm stérker
kompressibel als adiabatisch. Die adiabatische mechanische Stabilitat schliefit die
isotherme mechanische Stabilitit ein.

Die verallgemeinerten Suszeptibilitdten lassen sich immer als zweite Ableitungen
entsprechender thermodynamischer Potentiale schreiben, z.B.:

oS 0*F
Cy = T |— =T | =— 5.48
=) ), 648
aS 0?°G
¢, =T <_> 7 (_> , (5.49)
P 0 pN o1? PN
1 [oV 1 [0°G
P A =__ [ = , 5.50
! |4 <ap>T,N 4 ( p2>T,N ( )
1 [oV 1 (0°H
- __ [ - 5.51
" |4 <6p>S,N 4 <8p2>s,1v’ ( )
desgleichen der Ausdehnungskoeffizient
1 <8V> 1 (8) <8G>
o= — | 2= - — (= — ) (5.52)
vV \oT DN vV \oT DN dp TN
In diesen Zusammenhang gehort auch die magnetische Suszeptibilitdt, die durch
oM oM
== = — 5.53
XM <8H>T o <8BO>T (5.53)

definiert ist. Hier ist M die Magnetisierung und By = pg H die Flufidichte des
externen Feldes H. Im Abschnitt 4.5. haben wir die Magnetisierung als Ableitung
der freien Energie F' = F(T, By) dargestellt,

1 [ OF
M=-y (a—BJT’

so daf]
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Mo 82F>
Xv=—= | 755 ] - 5.54
YTV (aBg ’ (5:54)

Die magnetische Suszeptibilitdt y,, kann in diamagnetischen Systemen allerdings
auch negativ werden. Eine vollstindige Stabilitdtsanalyse mufl dort dann auch die
Energie des magnetischen Feldes einschlieflen.
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Kapitel 6

Thermodynamische Prozesse

Auch in den vorangegangenen Kapiteln war von thermodynamischen Prozessen
schon hiufiger die Rede. In diesem Kapitel wird es um thermodynamische Prozesse
gehen, in denen ein System mit seiner Umgebung Arbeit und Wirme austauscht,
und um die Frage, ob sich die ausgetauschten Groéflen unter gewissen Bedingungen
optimieren lassen. Der Anwendungsbereich solcher Uberlegungen sind thermody-
namische Maschinen, also zeitlich periodisch verlaufende Prozesse. Die Optimierung
thermodynamischer Prozesse hat in der Entwicklung der Thermodynamik historisch
am Anfang gestanden, z.B. in den Formulierungen des 2. Hauptsatzes durch Clau-
sius und Kelvin, auf die wir spéater in diesem Kapitel zuriickkommen werden. In
vielen Texten iiber Thermodynamik steht aus diesem Grund das Kapitel iiber ther-
modynamische Maschinen am Anfang. Wir haben statt dessen eine allgemeinere
Grundlegung der Thermodynamik versucht, durch die der Eindruck vermieden wer-
den soll, die thermodynamischen Maschinen bildeten notwendigerweise die logische
Grundlage der Theorie.

6.1 Die maximale Arbeit eines thermodynami-
schen Systems

Wir stellen zu Beginn die Frage, welche Arbeit ein thermodynamisches System 33
bei einem Prozel A — B zwischen zwei Zustdnden A und B maximal nach auflen
leisten kann. Wir wollen annehmen, dafl die beiden Zustdinde A und B Gleichge-
wichtszustdnde von ¥ sind, moglicherweise partielle Gleichgewichte. In jedem Fall
sind die Entropien S(A),S(B) von ¥ in den Zustéinden A und B definiert. Der
Prozeff A — B soll jedoch nicht notwendig quasistatisch sein. Die vom System zu
leistende Arbeit —AW denken wir uns an einen externen, nicht-thermodynamischen

123
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Speicher abgegeben, z.B. an eine mechanische Feder, an ein Gewicht, das im Schwe-
refeld der Erde angehoben wird, oder als elektrische Arbeit an einen Kondensator.
Im Fall mechanischer Arbeit kann man sich vorstellen, dafl sich das System ¥ bei
dem Proze3 A — B ausdehnt, aber 3 konnte auch ein zusammengesetztes System
sein, in dem interne mechanische Prozesse unter Abgabe von Arbeit ablaufen, z.B.
ein interner Ausdehnungsprozef}, dessen Arbeitsleistung nach aufien abgegeben wird.
In diesem Fall wiaren A und moglicherweise auch B partielle Gleichgewichte.

Wir wollen weiter annehmen, dafi das System X wéihrend des Prozesses A — B
Wirme AQ mit einem Warmereservoir ¥’ austauscht. Das Warmereservoir ' fiihrt
dabei einen Prozeff A’ — B’ aus, der quasistatisch sein soll, so daf}

a0 = [T as (s, (6.1)

AI

Hier sind 7" und S’ die Temperatur und die Entropie von ¥’ und 7"(S’) die thermi-
sche Zustandsgleichung von ¥', die aus 7"(S") = oU'(S")/0S" folgt. Das Minuszei-
chen in (6.1) beriicksichtigt, dafl AQ die von ¥ aufgenommene und demnach von ¥’
abgegebene Wérme ist. Wenn wir schliefilich noch annehmen, dafl das Arbeitssystem
Y bei dem Prozefl A — B keine Teilchen mit der Umgebung austauscht, dann lautet
der 1. Hauptsatz

AU :=U(B) — U(A) = AQ + AW. (6.2)

Wir betrachten das Gesamtsystem 3 + X' als isoliert, so dafl

AS +AS' >0, (6.3)

worin

AS:=S(B)— S(A), AS :=S'(B)-S(A), (6.4)

und AS+AS’' = 0 genau dann, wenn der Prozefl A — B in X quasistatisch ist, denn
der Proze3 A’ — B’ in ¥’ war ja bereits als quasistatisch vorausgesetzt. Die von ¥
nach auflen zu leistende Arbeit ist —AW, da AW als Arbeit an 3 gezdhlt wird.
Aus (6.2) folgt, dal —AW = AQ — AU maximal wird, wenn AQ maximal ist, weil
AU =U(B) —U(A) durch die Zustinde A, B vorgegeben ist. Aus (6.1) folgt weiter,
dal AQ maximal wird, wenn AS’ minimal ist, weil 7" > 0 und 7"(S") als thermische
Zustandsgleichung fiir einen quasistatischen Prozefl A’ — B’ eindeutig vorgegeben
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ist. Aus (6.3) in der Form AS" > —AS entnehmen wir, dafi der minimale Wert von
AS" durch AS] . = —AS gegeben ist. Die von ¥ nach auflen abgegebene Arbeit
—AW ist also maximal, wenn der Prozefl A — B in X quasistatisch ist.

Wir betrachten insbesondere die Situation, dafl das Wéarmereservoir ¥’ ein Ther-
mostat fiir 3 ist, so dal 7" = T =const. Dann folgt aus (6.1), dal AQ = =T AS’
und

—AW =AQ -~ AU = —~T AS' — AU < TAS — AU = —AF, (6.5)

worin wir wieder von AS’ > —AS Gebrauch gemacht haben. Die Abnahme —AF' der
freien Energie ist die maximale Arbeit, die von einem System in einem isothermen
Prozefl nach auflen abgegeben werden kann.

Wenn Y’ nicht nur ein Thermostat, sondern sogar ein Thermo—Mechano—Stat ist,
also die Temperatur 77 = T =const und auch der Druck p’ = p =const sind, dann
enthialt AW zwei Anteile, ndmlich die mit ¥’ ausgetauschte mechanische Arbeit
—p AV und die nach auBen zu leistende Arbeit AW. Der 1. Hauptsatz lautet jetzt
statt (6.2)

AU = AQ — p AV + AW. (6.6)

Nach wie vor ist AQ = =T AS" und AS" > —AS. Fiir die nach aufien abzugebende
Arbeit AW erhalten wir jetzt die Ungleichung

—AW

—AU + AQ —pAV
AU -~TAS —pAV
< —AU+TAS —pAV = -AG. (6.7)

Die maximale Arbeit, die von einem System in einem isothermen und isobaren Pro-
zefl nach auflen abgegeben werden kann, ist die Differenz der freien Enthalpie. Diese
Schluffolgerung kann auf andere Randbedingungen von Y mit den jeweils zugehori-
gen thermodynamischen Potentialen {ibertragen werden.

6.2 Periodische Prozesse

Periodische oder zyklische thermodynamische Prozesse bilden das Grundmuster fiir
thermodynamische Maschinen. In einem periodischen Prozefl kehrt ein thermody-
namisches System in seinen Ausgangszustand zuriick. Das gilt nicht notwendig auch
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fiir seine Umgebung, ganz im Gegenteil: der Sinn thermodynamischer Maschinen
besteht gerade darin, z.B. Wéarme () in mechanische Arbeit W umzuwandeln oder
umgekehrt. Wir wollen uns in diesem Abschnitt grundsétzlich mit periodischen Pro-
zessen thermodynamischer Systeme beschéftigen und dabei annehmen, daf§ das Sy-
stem keine Teilchen mit seiner Umgebung austauscht. Dann lautet der 1. Hauptsatz
fiir eine differentielle Variation

U =0Q + 6W. (6.8)

Wir integrieren den 1. Hauptsatz iiber eine Periode des Prozesses bzw. {iber einen
Umlauf:

f(sU — f&@ n f(sw. (6.9)

Da die innere Energie U eines Zustandsfunktion bzw. 0U ein vollstdndiges Differen-
tial ist, verschwindet das Umlaufintegral iiber U und wir erhalten:

f&@ + f&W —0. (6.10)

Diese Beziehung ist offensichtlich die Version des 1. Hauptsatzes fiir periodische
Prozesse. Wir wollen jetzt auch eine Version des 2. Hauptsatzes fiir periodische
Prozesse herleiten. Dazu gehen wir zuriick auf die Uberlegungen aus dem Abschnitt
3.2 und teilen die Variation 0S der Entropie in einen reversiblen Beitrag 0S,., =
dQ)/T und einen irreversiblen Beitrag 4.S;,, > 0 auf:

e 50
— % 158, > 22 11
65 T + 6527"7" T (6 )

Wieder integrieren wir iiber eine Periode des Prozesses:

7{55 - f ‘%Q + f&sm > f%Q (6.12)

Da auch die Gesamtentropie S auf der linken Seite eine Zustandsfunktion ist, ver-
schwindet ihr Umlaufintegral, und wir erhalten

0Q
o+ oS =0 (6.13)
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oder auch

%Q <0. (6.14)

Dieses ist die gesuchte periodische Version des 2. Hauptsatzes, die auch Clausius—
Theorem genannt wird. Das Gleicheitszeichen gilt genau dann, wenn es keine irre-
versiblen Beitrdge zur Entropiebilanz gibt. Aus unserer Herleitung folgt auch, dafl

¢ % = § 68, >0 (6.15)

ein Maf fiir die Irreversibilitdt des Prozesses ist. Diese Grofle kann man im entro-
pischen Sinn auch als Verlustterm interpretieren, allerdings nicht im energetischen
Sinne, denn die Energie bleibt gemifl (6.10) erhalten. Wir kommen auf den entro-
pischen Verlust im folgenden Abschnitt zuriick.

Es gibt weitere, dquivalente Aussagen fiir periodische Versionen des 2. Hauptsatzes,
die in der Geschichte der Thermodynamik eine Rolle gespielt haben. Da ist zunéchst
die Kelvinsche Aussage, daf} es kein perpetuum mobile 2. Art geben kann. Ein perpe-
tuum mobile 1. Art ist eine Maschine, die nur Arbeit abgibt. Eine solche Maschine
ist offensichtlich bereits durch den 1. Hauptsatz verboten. Ein perpetuum mobi-
le 2. Art ist eine Maschine, die ausschliefflich Warme bei einer festen Temperatur
aufnimmt und dafiir Arbeit abgibt. Die Einschrinkung ”ausschlieflich” bedeutet,
dafl die Maschine keine weiteren Wechselwirkungen mit ihrer Umgebung hat. Ein
perpetuum mobile 2. Art ware durch den 1. Hauptsatz nicht auszuschlieflen; die
abgegebene Arbeit miifite nur dem Betrag nach gleich der aufgenommenen Wirme

sein:
—f5W:f5Q> 0.

Das perpetuum mobile 2. Art widerspricht aber dem Clausius—Theorem (6.14), denn

wenn Wérme nur aufgenommen werden soll, wére stets 4 > 0 und somit wegen
T > 0 auch

fé?Q>U.

Diese Uberlegung zeigt iibrigens, daB auch ein verallgemeinertes perpetuum mobile
2. Art, in dem Wérme bei beliebigen Temperaturen ausschliefllich aufgenommen
wird, verboten ist.
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Eine weitere dquivalente Aussage fiir die periodische Version des 2. Hauptsatz ist die
Clausiussche Aussage, daf3 es keine Maschine gibt, die ausschliellich Warme @); > 0
bei einer niedrigeren Temperatur 77 aufnimmt und dieselbe Warmemenge )o dem
Betrage nach bei einer hoheren Temperatur 75 wieder abgibt: Q2 = —(Q; < 0 Auch
hier bedeutet ”ausschliellich”, daf} keine weitere Wechselwirkung mit der Umgebung
stattfindet. Auch diese Clausiussche Maschine wére allein nach dem 1. Hauptsatz
erlaubt. Allerdings widerspricht auch sie dem Clausius—-Theorem, denn es wire

0Q _ @ @_<i_i>
71T o \f )@

weil voraussetzungsgemafl 77 < T und Q)7 > 0 sein sollte.

Bei den Anwendungen des Clausius—Theorems (6.14) auf reale periodische Prozesse
mufl vorausgesetzt werden, dafl dort stets eine Temperatur 7' existiert, d.h., dafl
stets thermisches Gleichgewicht besteht. Bei beliebigen Prozessen ist das natiirlich
nicht notwendig der Fall. Dann 148t sich nur noch festhalten, daf} es eine irreversible
Entropiezunahme Sirr > () gibt.

6.3 Wairmekraftmaschinen

Wir beginnen mit der Wirmekraftmaschine, die als periodischer Prozefl im Sinne
des vorhergehenden Abschnitts mit einer Netto-Abgabe von mechanischer Arbeit
definiert ist:

A= f&w > 0. (6.16)

Das bedeutet zugleich, dafi die Maschine insgesamt Wéarme aufnehmen muf}, denn
wegen des 1. Hauptsatzes ist dann

Q::f&@:—j{(swm. (6.17)

Die Maschine kann aber nicht nur Wirme aufnehmen, weil sie dann ein verall-
gemeinertes perpetuum mobile 2. Art wére, wie es im vorhergehenden Abschnitt
beschrieben wurde. Also mufl die Warmekraftmaschine bei verschiedenen Tempera-
turen Wéarme aufnehmen und abgeben. Die einfachste Version einer Wéarmekraftma-
schine arbeitet bei zwei Temperaturen 77,75, bei denen die Warmemengen () bzw.
(> ausgetauscht werden sollen. Es sei Ty > T7. Aus dem 1. Hauptsatz folgt jetzt
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— oW = Qi+ Qs (6.18)

und aus dem 2. Hauptsatz in der Form des Clausius—Theorems

6Q Ql
_ = . < . .
== + L f&SW = =S, <0 (6.19)

Diese beiden Gleichungen bilden ein lineares Gleichungssystem, aus dem A und Q4
bestimmt werden kénnen:

A = <1__> Q2 zrra
Ti
Ql = _TQQ_Tlsirr- (620)
2

Aus dem 2. Hauptsatz, S;,, > 0, und aus der Bedingung 77 < T5 folgt, dafl Q3 > 0
sein muf}, damit Arbeit A > 0 abgegeben wird: Warme ()o wird bei der hoheren
Temperatur aufgenommen. Ebenso folgt, dafl (); < 0: Warme wird bei der tieferen
Temperatur abgegeben. Eine physikalisch und technisch wichtige Grofie ist der Wir-
kungsgrad n der Warmekraftmaschine, der das Verhéltnis aus abgegebener Arbeit A
zu aufgenommener Warme () angibt. Aus (6.20) folgt fiir den Wirkungsgrad

A Ty Ty Si T
= =1--t_21 <1- 2L (6.21)
Q2 T2 Q2 T2

Es gibt also einen idealen Wirkungsgrad 1 — Ty /T5, den eine Warmekraftmaschine
ohne entropische Verluste, also mit .S;,, = 0, erreichen wiirde. Eine solche Maschine
miifite streng quasistatisch arbeiten, d.h., das System miifite sich jederzeit in ei-
nem Gleichgewichtszustand befinden. Das bedeutet insbesondere, dafl die Maschine
oo-langsam laufen wiirde, weil jeder Prozefl in endlicher Zeit notwendigerweise zu
irreversiblen Fliissen bzw. Flufidichten im Sinne des Kapitels 3 fiihren wiirden. An-
dererseits sollte der Wirkungsgrad n aber zumindest positiv sein, damit {iberhaupt
Arbeit A abgegeben wird. Das ist offenbar der Fall, wenn

Tl S’irr Tl

1
<1l— = bzw. Sirr < <— - —)
Qs T, o) @

Eine Faustregel besagt, dafl technisch reale Maschinen etwa mit dem halben idealen
Wirkungsgrad laufen kénnen.
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A

T1 T

Abbildung 6.1: Carnot-Zyklus im 7" — S—Diagramm

Eine spezielle Realisierung einer Warmekraftmaschine, die zwischen zwei Tempera-
turen 17 < Ty lauft, ist der Carnot—Zyklus, der wieder in der Geschichte der Thermo-
dynamik eine Rolle gespielt hat. Dieser Zyklus ist in der Abbildung 6.1 dargestellt,
und zwar in einem 7' — S—Diagramm. Der Zyklus besteht aus vier Teilschritten:

1. A — B: isotherme Expansion bei T, mit reversibler Warmeaufnahme (2 > 0,

Q2 :T2 (8’2—31) :TQAS, AS = Sg—Sl.

2. B — (' adiabatische Expansion unter Abkiihlung 75 — Tj.

3. C — D: isotherme Kompression bei T} mit reversibler Warmeabgabe )1 > 0,

Q1 =T (S1 —S3) =—-T1 AS.

4. D — A: adiabatische Kompression unter Erwédrmung 77 — Ts.

Die abgegebene Arbeit bestimmen wir aus dem 1. Hauptsatz zu

A== oW = $6Q=Qu+Qi= (T~ Th) AS, (6.22)

und daraus den Wirkungsgrad
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A (T2 —Tl)AS Tl
== s V7P _q1_ = 6.23
= Q T, AS T, (6.23)

Das ist erwartungsgeméfl der ideale Wirkungsgrad, weil die Warmeaustauschpro-
zesse bei T7 und T5 als reversibel und die adiabatischen Prozesse als streng ohne
Entropiezunahme angenommen wurden.

6.4 Kaltemaschinen

Bei Kéltemaschinen wird Arbeit W > 0 aufgewendet, um Wiarme )y > 0 einem
Reservoir ¥} bei der Temperatur 77 zu entnehmen und Warme (3 < 0 bei einer
hoheren Temperatur 75 > 77 an ein anderes Reservoir ¥} abzugeben. Nach dem 1.
Hauptsatz ist

faQ — Oy + Qs = —faw — —W (6.24)
Wegen der Voraussetzung W > 0 ist die abgegebene Wirme
Qo] = —Q2= Q1 + W > Q1

dem Betrage nach grofler als die aufgenommene Wérme @);. Wir 16sen die beiden
linearen Gleichungen (6.18) und (6.19) aus dem vorhergehenden Abschnitt jetzt nach
()1 und @, auf und erhalten (mit A = —W)

(W/T2 - Sirr) Tl

Ql - 1_ T]_/T2 )
W — Tl S’irr
= —— 2
Q2 1 _ T]_/T2 (6 5)

Damit tatséchlich bei 77 Warme aufgenommen wird, also ()1 > 0, muf} offensichtlich
die Bedingung S;,, < W/Ty erfiillt sein. Dann ist auch

T
Ty Spr < W =2 < W,
T,
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und damit auch @y < 0: bei Ty wird Wiarme abgegeben.

Es sind vor allem zwei Versionen von Kéltemaschinen zu unterscheiden. Da ist einmal
die Kiihlmaschine, bei der es darauf ankommt, eine mdglichst grofle Warmemenge
(21 bei der Temperatur 77 aufzunehmen. Als Wirkungsgrad 7y der Kiihlmaschine
definiert man deshalb, wieviel Wéarme ()1 pro aufgewendeter Arbeit W aufgenommen
wird. Unter Verwendung von (6.25) erhalten wir

_ Q1T S /W _ 1
W L)Ti-1 T Ty -1

N (6.26)

(Ty/Ty — 1)~* ist der ideale Wirkungsgrad der Kiihlmaschine fiir verschwindenden
entropischen Verlust.

Bei der Warmepumpe kommt es dagegen darauf an, eine moglichst grofle Wérme-
menge (Jo > 0 bei der Temperatur Ty abzugeben. Der Wirkungsgrad ny ist zu
definieren als abgegebene Wirme —@Q, pro aufgewendeter Arbeit W. Aus (6.25)
erhalten wir

__Q2_1_TISiTT/W< 1

_ . 6.27
W=y -1/, —1-T,/T (6:27)

(1 — Ty /Ty)~" ist der ideale Wirkungsgrad der Wirmepumpe.

6.5 Thermodynamische Temperaturskala

Die Tatsache, dafy der Wirkungsgrad einer idealen Warmekraftmaschine unabhéngig
von der verwendeten Substanz (z.B. Gas oder Fliissigkeit) immer durch n = A/Q, =
1 — T1/Ts gegeben ist, wird gelegentlich dazu herangezogen, eine thermodynami-
sche Temperaturskala auf reine Energiemessungen der Arbeit A und der zugefiihrten
Wirme ()5 zu griinden. Offensichtlich wird dadurch die Temperaturskala nur bis auf
einen Faktor festgelegt, der in dem Verhéltnis 77 /T herausfillt. Dem entspricht,
dafl wir auch in unserer Definition der Temperatur im Abschnitt 2.6,

1 a5
— = | == 2
r= (). o

die T-Skala nur bis auf einen Faktor bestimmen konnten, weil die Definition der
Entropie S nur bis auf einen Faktor festgelegt werden konnte. Andere, ndmlich
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nicht—lineare Skalentransformationen sind fiir die Entropie S nicht erlaubt, weil S
eine extensive Variable sein sollte, also S ~ N. Der noch offene Skalenfaktor kann
durch einen Temperaturfixpunkt festgelegt werden, z.B. durch den Tripelpunkt (Ko-
existenz der gasformigen, fliissigen und festen Phase) von Wasser, auf der Kelvin—
Skala der Temperatur bei T'= 273,16 K.

Die Bestimmung der thermodynamischen Temperaturskala durch Wirkungsgrade
einer Wiarmekraftmaschine ist hochstens von prinzipiellem Interesse, aber nur schwer
praktikabel, weil sie die Existenz einer idealen Warmekraftmaschine voraussetzt. Es
gibt direktere Zuginge zur Bestimmung der thermodynamischen Temperaturskala,
z.B. durch die Messung der Warmezufuhr 6@, die erforderlich ist, um bei einer
Druckidnderung op die Temperatur eines beliebigen Systems konstant zu halten.
Wir denken uns die Temperatur zunéchst durch eine empirische Skala 7, z.B. durch
die Ausdehnung einer Fliissigkeitssdule in einem engen Rohr, gegeben und suchen
nach dem Zusammenhang 7' = T'(7), wo T die thermodynamische Temperatur im
Sinne der Definition (6.28) ist. Die Nebenbedingungen 7" =const und 7 =const sind
dquivalent. Nun ist bei reversibler Warmezufuhr (stets N =const)

QY _p (05 __p (VY __p (2V) dr
(@) r () () 5 e

worin wir eine Maxwell-Relation aus der Fundamentalrelation fiir die freie Enthalpie
verwendet haben. Aus (6.29) folgt

ar - d _ (@v/or),
Tar T T T GG, (6:30)

Auf der rechten Seite ist aufier dem bereits erwéhnten (6Q)/dp), noch (0V/0r), zu
bestimmen, also die Volumeniinderung pro Anderung der empirischen Temperatur
7 unter konstantem Druck. Beide Groflen sind direkt und ohne Kenntnis der ther-
modynamischen 7-Skala wenigstens prinzipiell mefibar. Die resultierende 7-Skala
ist unabhingig vom verwendeten System. Sie ist allerdings auch wieder nur bis auf
einen Faktor bestimmt, weil die Integration von dInT/dr nur bis auf eine additive
Konstante bestimmt ist, die sich unter dem Logarithmus als ein Faktor auswirkt.
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Kapitel 7

Ideale Systeme

In den bisherigen Kapiteln haben wir die Thermodynamik als eine Rahmentheorie
kennengelernt, in der aufgezeigt wird, wie sich z.B. aus den thermodynamischen
Potentialen die thermischen Gleichgewichtseigenschaften eines Systems ermitteln
lassen oder wodurch die Stabilitdt des Gleichgewichts bedingt ist. In diesem Kapitel
wollen wir diesen Rahmen zum ersten Mal mit physikalischen Aussagen iiber spe-
zielle Systeme ausfiillen, indem wir angeben, wie dort nun tatsichlich der Druck p
oder die innere Energie U von den Variablen 7'V, N abhingen. Wir beginnen hier
mit einer Idealisierung, nadmlich mit verdiinnten Systemen, die man auch als ideale
Systeme bezeichnet. Dazu gehoren ideale Gase, Mischungen idealer Gase, aber auch
etwa verdiinnte Losungen. Tatséchlich gehoren diese idealen Systeme zu den ganz
wenigen thermodynamischen Systemen, von denen wir sdmtliche thermischen Eigen-
schaften des Gleichgewichts in elementar analytischer Form ausdriicken konnen.

7.1 Ideales Gas

Die Idealisierung eines verdiinnten thermodynamischen Systems wollen wir dadurch
ausfithren, dafl wir simtliche thermodynamischen Funktionen asymptotisch fiir ver-
schwindende Teilchendichte ¢ := N/V — 0 (als Teilchen pro Volumen oder als Mole
pro Volumen) auswerten. Préziser ausgedriickt: wir werden die thermodynamischen
Funktionen in eine Taylor-Reihe nach der Dichte ¢ entwickeln und nur die niedrig-
sten nichtverschwindenden Ordnungen beriicksichtigen. Fiir ein einkomponentiges
Gas (aus einer Art von Teilchen bestehend) schreiben wir die Taylor—Entwicklungen
fiir die innere Energie U und den Druck p in der Form
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PTV.N) = S b(T) ¢ = bo(T) + by (T) e+ ... (7.2)

v=0

Dabei haben wir bereits von der Extensivitdt von U Gebrauch gemacht, die eine
Darstellung U(T,V, N) = N u(T, ¢) erlaubt, desgleichen von der Intensivitdt von p,
die eine Darstellung p(T,V,N) = p(T, ¢) erlaubt. Aus physikalischen Argumenten
schlieffen wir, da8 by(7") = 0: im Grenzfall verschwindender Dichte ¢ — 0 muf
auch der Druck verschwinden. Der Druck entsteht durch den Aufprall thermisch
bewegter Teilchen auf die Wénde, so dafl kein Druck auftreten kann, wenn keine
Teilchen vorhanden sind. Dagegen ist uo(7') als Energie pro Teilchen (oder pro Mol)
im Grenzfall ¢ — 0 endlich. In niedrigster nichtverschwindender Ordnung in ¢ gilt
also fiir den Druck

p=0(T) 3. (7.3)

auch Boylesches Gesetz fiir das ideale Gas genannt.

Die beiden Entwicklungen von U und p in (7.1) und (7.2) sind nicht unabhéngig.
Im Abschnitt 4.4 hatten wir die Beziehung

8U> ( dp )
— =T | = —p. (7.4)
<8V TN 0T )y N

hergeleitet, die wir auf die beiden Entwicklungen (7.1) und (7.2) anwenden wollen.
Dazu formen wir um

9 (& 9y __N (2
OV )y NV )py\0c)r V2 \dc),

angewendet auf (7.4) mit U = N u fiihrt auf

ou dp
2
- — | =T |= —p. )
’ <66>T <8T>VN Y (7-5)

Aus den Reihenentwicklungen (7.1) und (7.2) folgt (mit by(7") = 0)
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—c? (%) = - iuu,,(T) =~ i(u —Du, 1(T)c", (7.6)
r (o) v = Srnm - (7.7
oT V.N Y v=1 Y Y ’ ‘

worin b, (T) die Ableitung von b,(T') nach T bedeutet. (7.6) und (7.7) eingesetzt in
(7.5) fiihrt auf

—(v—=1)u, (T)=T0b,(T) —b,(T), v=12,..., (7.8)
woraus fiir v = 1 die Bedingung 7'V} (T') — b1(T') = 0 oder

dby  dT
L= bi(T) ~ T .
b]_ T7 1( ) (79)

folgt. Wir schreiben by (T') = kT und erhalten fiir die Entwicklung des Drucks

p=ckT +by(T)*+...=ckT [l +By(T)c+..]. (7.10)

Diese Entwicklung wird auch Virialentwicklung genannt und B,(T) = b,(T)/(kT)
die Virialkoeffizienten. Es wird sich nun in der statistischen Theorie der idealen
Gase herausstellen, dafl die Konstante & einen universellen Wert fiir alle idealen
Gase besitzt, der natiirlich von der verwendeten Temperaturskala und auch davon
abhéngt, ob die Teilchenzahl N in ¢ = N/V in Teilchen oder in Molen angegeben
wird. Wir setzen £ = 1 und erhalten damit eine Temperaturskala in Einheiten
einer Energie. Eine solche Skala hatten wir bereits im Abschnitt 2.6 vereinbart,
allerdings war dort die Temperatur durch die Definition 1/7" = (9S/0U)y, y nur
bis auf einen Faktor bestimmt, denn alle Aussagen des Abschnitts 2.6 iiber die
Entropie S treffen auch auf eine Entropie S’ zu, die sich von S durch einen beliebigen
(positiven) Faktor unterscheidet. Auch die thermodynamische Temperaturskala aus
dem Abschnitt 6.5 definierte nur Verhéltnisse T;/T> von Temperaturen und lief
somit noch einen beliebigen Faktor in der 7-Skala offen. Die Temperaturmessung
mit einem idealen Gas, also mit dem niedrigsten nichtverschwindenden Term T =
p/c = pV/N, ist nun durch die Wahl der Proportionalititskonstante & = 1 eindeutig
geworden.

Bei Verwendung der Kelvin—Skala wird & = kg = 1,3805-1072 J /K, die Boltzmann—
Konstante, gesetzt, vgl. auch Abschnitt 2.6. Bei Verwendung der Einheit Mol fiir
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die Teilchenzahlen ist N/L =: n die Anzahl von Molen, wobei L = 6,0225 - 10?* die
Avogadro-Zahl ist. Die Virialentwicklung (7.10) schreibt sich dann als

p:%RT <1+BQ(T)§+...>, (7.11)

worin By(T) = L By(T) und R = k L, also R = L fiir die Temperaturskala mit k = 1
bzw.

R=kpL=8314]/MolK

fir die Kelvin—-Skala. R = kg L heifit auch die Gaskonstante.

Die Eigenschaft (0U/dV )y y = 0 fiir ein ideales Gas wird durch den Drosselversuch
von Gay-Lussac nachgewiesen. Man 148t unter isolierenden Randbedingungen ein
ideales Gas aus einem Anfangsvolumen Vj in ein Endvolumen Vz > V4 entspannen.

Dieser Entspannungsvorgang ist im allgemeinen kein quasistatischer Prozef;. Wegen
der Isolation des Systems gilt aber

U(TA,VA,N) = U(TBa VBaN)a

worin Ty und Tp die Anfangs— und Endtemperaturen des Entspannungsprozesses
sind. Das Versuchsergebnis fiir ein ideales, also bereits im Anfangszustand A hinrei-
chend verdiinntes Gas lautet T = T4, so daff dann

U(TAv VAv N) = U(TAv VBa N)a

woraus fiir beliebige Werte von Vy # Vg die Aussage (0U/0V )y = 0 folgt.

Wir definieren ein ideales Gas jetzt also durch die niedrigsten nichtverschwindenden
Terme von (7.1) und (7.10), d.h., durch die Zustandsgleichungen

U(T,V,N)=Nu(T), pV=NT, (7.12)

wobei wir nochmals darauf hinweisen, dafl diese beiden Aussagen nicht unabhéngig
sind; die erste folgt aus der zweiten, vgl. (7.5). Zur Vereinfachung schreiben wir die
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innere Energie pro Teilchen (fiir ¢ — 0) in (7.12) und im folgenden als u(7T') statt

Unsere Uberlegungen in diesem Abschnitt beruhen auf der Annahme, daf iiberhaupt
Taylor-Entwicklungen von U und p in Potenzen der Konzentration ¢ = N/V méglich
sind, d.h., daf§ diese Variablen analytische Funktionen von ¢ sind. Fiir hinreichend
hohe Temperaturen ist diese Annahme gerechtfertigt. Wir werden aber sehen, daf§
im Grenzfall T — 0 die Voraussetzung der Analytizitdt nicht mehr zutrifft, bzw.,
dafl dann die Reihenfolge der Grenziiberginge ¢ — 0 und T" — 0 wichtig werden
kann.

Daf in einem idealen Gas die innere Energie pro Teilchen U/N = u(T') bei gegebe-
ner Temperatur 7' nicht von seiner Dichte ¢ = N/V abhéngt, fiihrt zu der Konse-
quenz, daf} die Teilchen in zwei idealen Gasen gleicher Temperatur, z.B. im thermi-
schen Kontakt, aber verschiedener Dichte gleiche mittlere Energien besitzen. Daraus
folgt offensichtlich, dafl die mittleren Energien der Teilchen keine Beitridge von etwa
vorhandenen Wechselwirkungen zwischen ihnen tragen kénnen. Dem entspricht die
Idealisierung einer hinreichenden Verdiinnung: die Teilchen sind im Mittel soweit
voneinander entfernt, dal Wechselwirkungen keine Rolle mehr spielen kénnen. Man
kann sich vorstellen, dafi jedes der Teilchen in einem idealen Gas sich so verhélt, als
gébe es keine anderen Teilchen in dem Gas. Dennoch soll eine statistische Mittelung
iiber die mikroskopischen Teilchenbewegungen stattfinden. Das ist im Bild des idea-
len Gases nur dadurch moglich, dafl die Teilchen im thermischen Gleichgewicht mit
den Winden des Systems stehen.

7.2 Thermodynamik des idealen Gases im Gleich-
gewicht

Wir wenden in diesem Abschnitt die allgemeinen thermodynamischen Relationen
aus den Kapiteln 4 und 5 auf das ideale Gas an, das durch die beiden Zustandsglei-
chungen (7.12) definiert ist. Wir beginnen mit der isothermen Kompressibilitit s
(vgl. Abschnitt 5.3) und dem thermischen Ausdehnungskoeffizienten (vgl. Abschnitt
5.4):

1 (oV 1 0 NT N 1
TR IRICIE S S !
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Bei T' — 0 hétte das ideale Gas also einen unendlich groflen Ausdehnungskoeffizi-
enten. Das ist ein unphysikalisches Ergebnis, das darauf hinweist, dafy bei T — 0
das ideale Gas eine unerlaubte Idealisierung darstellt. Fiir die Warmekapazititen
Cy und C, (vgl. Abschnitt 5.3) erhalten wir

Oy = (a—U>VN:Nu’(T), (7.15)

o0H /
c, - &ﬁ> :&ﬁ> Nu(T) +pV] =N [(T) +1],  (7.16)
p,N pN
fiir ihre Differenz

C,—Cy = N. (7.17)

Dasselbe Ergebnis erhalten wir auch durch Anwendung der allgemeinen Beziehung
fiir C, — Cy aus dem Abschnitt 5.4:

?TV

Cp—Cv =~

N. (7.18)

Wir hatten noch eine weitere Relation zwischen Cy und C), im Abschnitt 5.4 herge-
leitet, ndmlich

Cp RT

= —. 7.19
Co = ne (7.19)
Hier war kg die adiabatische Kompressibilitit, definiert als
1 [foV
@:__(_) . (7.20)
V \ 0p SN

Wir wollen nun annehmen, daf§ das Verhéltnis C,/Cy = ~ konstant ist. Nach wie
vor ist aber auch C, — Cy = N: Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich C}, und
Cy bestimmen:
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~v =const bedeutet also, dafl die Warmekapazitéiten selbst konstant sind. Das ist nun
fiir sehr viele ideale Gase tatsidchlich der Fall. Spéter in der statistischen Theorie
werden wir zeigen, dafl die Modellierung idealer Gase als Systeme unabhingiger
Teilchen exakt auf konstante Warmekapazititen fiihrt. Wir setzen jetzt ki = v kg
und kr = 1/p, vgl. (7.14), in (7.20) ein und erhalten

= Vhke=— - (7.21)

Wir integrieren diese Relation unter der Nebenbedingung S =const und N =const:

dp av
' - =0
» +7 % ;
In(pV?) = const,
pV?’ = const. (7.22)

(7.22) wird auch adiabatische Zustandsgleichung des idealen Gases genannt. Eine
physikalisch bessere Schreibweise ist

V vy
p%(v[) —1, (7.23)

worin Vj, po Referenzwerte fiir Volumen und Druck sind, die selbst die adiabatische
Zustandsgleichung erfiillen. Unter Benutzung der Zustandsgleichung pV = N T fin-
den wir auch die folgenden dquivalenten Formen der adiabatischen Zustandsglei-
chung:

TV = const, p' 7T = const (7.24)

Wir erinnern daran, daf} hier aufler S =const auch stets N =const angenommen wor-
den war. Die Konstanten auf den rechten Seiten in (7.24) enthalten von N abhéngige
Terme.

Bei der Beschreibung des idealen Gases haben wir hier die Variablen T, V, N benutzt,
zu denen die freie Energie F(T,V, N) als thermodynamisches Potential gehort, vgl.
Abschnitt 4.3. Wir wollen die freie Energie des idealen Gases aus F = U — T S
berechnen, worin U(T,V, N) = N u(T'), vgl. (7.12). Wir bestimmen deshalb zunéchst
die Entropie des idealen Gases als Funktion von T, V, N, und zwar mit dem Ansatz
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S(T,V.N) =N s(T,v), v:=V/N=1/c (7.25)

Die Entropie S ist eine extensive Grofie, die Entropie pro Teilchen s(7T', v) ist intensiv
und kann nur noch von den intensiven Variablen T, v abhéingen, v = V/N ist das
Volumen pro Teilchen (oder das molare Volumen). Wir wenden die Fundamentalre-
lation der Entropie,

_ 1 p p
dS = = dU + 7 dV — Z dN, (7.26)

auf s(T,v) an. Dabei ist dN = 0, weil s(T,v) die Entropie pro Teilchen (oder pro
Mol) ist, also fiir eine feste Teilchenzahl. Wir erhalten dann

1 p
Es ist
du = du(T) = u'(T) dT. (7.28)

u'(T) ist die Warmekapazitiat pro Teilchen bei konstantem Volumen (oder molare
Wirme, falls die Teilchenzahlen in Mol gezdhlt werden), vgl. (7.16). Fiir p/T setzen
wir in (7.27) die Zustandsgleichung p/T = N/V = 1/v ein. Wir erhalten

u'(T) dv
= T+ —. 2
ds T dT + » (7.29)

Da die beiden Summanden auf der rechten Seite jeweils nur von 7" bzw. v abhéngen,
kénnen wir unmittelbar integrieren:

s(T,v) = s0(T) + Inw. (7.30)

Hierin ist so(7") durch

= (7.31)
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also nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. Die Schreibweise Inv in (7.30)
macht den Wert des Logarithmus von der verwendeten Einheit fiir v abhéngig, z.B.
Mol/l oder mM/1. Der Unterschied ist wiederum eine Konstante, die man sich nach
Festlegung der Einheit in so(7") enthalten denken kann. Eine andere Ausdrucksweise
dafiir ist, daf (7.30) nur Differenzen der Entropie festlegt, namlich

v
S(ng’Ug) - S(Th’(}l) = SO(TQ) - So(Tg) + 111—2 =

U1

T u' (T") Vo
= T’ In = 7.32
T1 TI + " U]_ ( )

Diese Gleichung kann auch so gelesen werden, daf§ die Entropie durch (7.30) immer
nur beziiglich eines Referenzzustands sq, Ty, vo mit sq = s(Tp, vg) festgelegt ist:

T "'
STow) =so+ [ ar BT v (7.33)
Ty T g

An dieser Schreibweise wollen wir noch einmal die Transformation auf Temperaturen
auf der Kelvin—Skala erlautern: T — kT und entsprechend s — s/kg. Da die
Wirme pro Teilchen «'(T') = du(T)/dT eine Ableitung nach T enthélt, transformiert
sie sich wie eine Entropie: u' — u'/kp, insgesamt also fiir die Entropie pro Teilchen
auf der Kelvin—Skala

T u(T) v
T v) = dT" ——~ + kg In —.
s(T,v) = so + - T + KB DUO

Daraus ist auch die molare Entropie ablesbar, indem u’ als molare Warme gelesen
und kg durch die Gaskonstante R ersetzt wird.

Aus (7.30) bestimmen wir die Entropie pro Teilchen als Funktion von T, p, indem
wir die Zustandsgleichung v = T'/p in Inv einsetzen:

s(T,p) = 50(T) — Inp, 50(T) = so(T) +InT. (7.34)

Daraus folgt

AL (7.35)
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vgl. auch (7.17). Fiir die freie Energie pro Teilchen f(T,v) finden wir

f(T,v)=u(T)—Ts(T,v) = fo(T) =T Inw, fo(T) = u(T) — T so(T). (7.36)

Da s¢(7T') nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist, ist die freie Energie nur
bis auf eine additive lineare Funktion in T bestimmt. Fiir die freie Enthalpie pro
Teilchen, also das chemische Potential pro Teilchen erhalten wir daraus

wTw) = f(Tv)+pv=f(T,0)+T=p(T)—T Inv,
wo(T) = fo(T)+ T =u(T)—Tso(T)+T. (7.37)

Oft mochte man das chemische Potential als Funktion von T, p statt T, v ausdriicken.
Mit der Zustandsgleichung v = T'/p finden wir

W(T.p) = jw(T)+T Inp.  io(T) = po(T) —T InT. (7.38)

7.3 Mehrkomponentiges ideales Gas

Wir erweitern unsere Uberlegungen jetzt auf den Fall, da$f sich in einem Volumen
V mehrere ideale Gase £ = 1,2,... jeweils mit den Teilchenzahlen N, befinden.
Wir nehmen an, dafl sich jedes der idealen Gase fiir sich so verhélt, als wére es
allein in dem Volumen V vorhanden. Diese Annahme ist eine konsequente Verall-
gemeinerung der Vorstellung eines idealen Gases fiir ein System bei hinreichender
Verdiinnung. Bereits am Ende des Abschnitts 7.1 hatten wir ja iiberlegt, daf sich
in einem einkomponentigen idealen Gas jedes Teilchen so verhélt, als gébe es keine
anderen Teilchen in dem System. Diese Vorstellung iibertragen wir jetzt also auf
ein mehrkomponentiges ideales Gas. Sie fiithrt auf die folgenden Ausdriicke fiir die
innere Energie U und die Entropie S des Gesamtsystems:
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Hier soll uy(T) die innere Energie pro Teilchen (oder pro Mol) der idealen Kom-
ponente k sein, nicht zu verwechseln mit den Koeffizientenfunktionen w, (7T in der
Reihenentwicklung (7.1). s;.(7T, vy,) ist die Entropie pro Teilchen der idealen Kompo-
nente, die nach (7.30) durch

sp(T,v) = so(T) + In vy, k=1,2,... (7.41)

gegeben ist. v, = V/Nj, ist das Volumen pro Teilchen der Komponente k, und sq 4 (7")
ist zu bestimmen aus

dsop(T)  u,(T)
e =, (7.42)

vgl. (7.31). u}(T) ist die Warmekapazitét pro Teilchen (oder die Molwdrme) der
Komponente k£ bei V =const. Ebenso erhalten wir fiir die freie Energie F' des Ge-
samtsystems nach dem Vorbild von (7.36)

F = Z Nk [fO,k(T) — T In Uk] s (743)

Jfor(T) = up(T) =T sox(T). (7.44)

Aus der freien Energie F' berechnen wir den Druck p = —(9F/0V )7 N, des Ge-
samtsystems. Die Variable V' tritt auf der rechten Seite in den vy = V/Nj, auf. Die
Rechnung ergibt

6F> NyT NT
p=—(7s] =3t ="r (7.45)
(av o VOV

1

Hier ist

N = ZNk
k

die gesamte Teilchenzahl des Systems. Der Gesamtdruck p erfiillt formal die Zu-
standsgleichung eines idealen Gases mit N Teilchen unabhingig davon, dal diese
verschiedenen Komponenten angehoren. Eine andere Schreibweise ist
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N, T
k

pr ist der Druck jeder einzelnen Komponente; man nennt ihn auch Partialdruck. Auf-
grund der Annahme der Unabhéngigkeit der Komponenten addieren sich die Parti-
aldrucke zum Gesamtdruck. Das ist offensichtlich eine spezielle Version des Superpo-
sitionsprinzips, dessen Giiltigkeit in einem idealen System nicht—wechselwirkender
Teilchen offensichtlich ist. Die Partialdrucke kénnen auch als Bruchteile des Gesamt-
drucks dargestellt werden:

N, T N
v =T P, xk._N.

Pk = (7.47)

Die Briiche xj heiflen auch Molenbriiche. Alle weiteren thermodynamischen Eigen-
schaften des mehrkomponentigen idealen Gases ergeben sich nach demselben Muster,
z.B.:

Co(T) = (g—g) - 3 N7, (7.45)
6im = (57) =S Nelhm (7,50

G = F+pV’:ZNkuk(T,vk), (7.51)

,uk(T, Uk) = ,uo’k(T) — T In Vi, /,Lgﬁk(T) = fO,k(T) +T. (752)

Fiir das chemische Potential p (7', vi,) der Komponente k sind noch andere Schreib-
weisen, namlich als Funktionen der Teilchendichten ¢, = N /V = 1/v; oder der
Molenbriiche z;, iiblich:

pr(Tyve) = por(T)+ T Ing
(T, p,zr) = pox(T,p) + T Inazy,
(
(

toxr(T,p) = firo
firo(T) = pro(T) =T InT.

Auch die Gesamtentropie S wollen fiir spitere Zwecke als Funktion von 7', p und der
Teilchenzahlen N}, ausdriicken. Wir gehen aus von (7.40) und (7.41):
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S =" N [sox(T) + Invy]

e
und driicken v, aus durch
—_— = — =2 — = X1 —
w Vv o
so dafl
S(T,p,Ny,...) = > Ni[si(T,p) —Inz], (7.57)
k
T
se(Typ) = sox(T)+1In >

7.4 Die Mischungsentropie

Ein isoliertes Gesamtsystem bestehe aus zwei Teilsystemen, die durch eine diather-
me, aber mechanisch feste und undurchldssige Wand getrennt seien. Die beiden
Teilsysteme haben die Volumina Vi, V5. Zu Anfang sollen die beiden Teilsysteme
jeweils ein ideales Gas mit Teilchenzahlen Ni, N5 enthalten. Die Teilchenarten in
den beiden Teilsystemen konnen gleich oder verschieden sein. Wir nehmen an, daf§
sich in dieser Angangssituation ein partielles Gleichgewicht A des Gesamtsystems
eingestellt hat; die gemeinsame Temperatur sei 7'4.

Jetzt wird die Trennwand entfernt: es findet eine Durchmischung der Teilchen der
beiden Teilsysteme statt. Dieses ist im allgemeinen ein spontaner, irreversibler Pro-
zef3, der mit einer Zunahme der Gesamtentropie verbunden ist. Die Durchmischung
fiihrt in ein neues Gleichgewicht £ mit einer Temperatur 7. Wir bilanzieren die
inneren Energien des Anfangs— und Endzustands A bzw. E. Da die beiden Gase
ideal sein sollten, gilt

Us = Niui(Ta) + Nous(Ty),
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Weil der Durchmischungsprozef} in einem isolierten Gesamtsystem ablauft, gilt Uy =
Ug, und zwar fiir beliebige Teilchenzahlen Ny, N,. Daraus folgt Ty = Tg. Wir
kénnen den Durchmischungsprozefy deshalb in gleicher Weise in einem Gesamtsystem
ablaufen lassen, das an einen Thermostaten mit einer Temperatur 7' gekoppelt ist.
Wir stellen jetzt die Entropiebilanz auf. Vor der Durchmischung im Anfangszustand
A lautet die Gesamtentropie

V; V
Sa = Nisp <T, i) + Na s9 <T7 ﬁ)
Vs

%
— N <8071(T) +In ﬁ) LN <3072(T) +1n E) . (7.59)

Nach der Durchmischung im Endzustand E lautet die Gesamtentropie fiir verschie-
dene ideale Gase in den Teilsystemen aufgrund der Uberlegungen im vorangegange-
nen Abschnitt:

% %
Sg‘é) == N1 S1 <T, E) + N2 So <T, E)
% %
- N <3071(T) +ln —) LN <3072(T) +1n —) , (7.60)
Ny No

worin V = Vi 4+ V5, das Gesamtvolumen ist. Wir berechnen die Entropiedifferenz
AS#) =57 — Sy

1% 1%
ASH =87 g, =Ny In—+ Ny In—. (7.61)
Vi Va

DaV > Viund V > V5, ist AS#) > 0. Das war zu erwarten, weil die Durchmischung
verschiedener Gase ein irreversibler Prozef} ist. Der Zuwachs AS#) von Entropie in
(7.61) heifit Mischungsentropie.

Wenn die beiden Teilsysteme vor der Durchmischung dasselbe Gas, d.h., dieselbe
Teilchenart enthielten, dann haben wir im durchmischten Endzustand F ein einkom-
ponentiges ideales Gas mit N = N; + N, Teilchen in einem Volumen V = V; + V5:

V

S — (Ny + Ny) so(T) + (Ny + Ny) In ————
B = (N1+4 N2)so(T) + (N1 + Ny) NN,

(7.62)
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Wir miissen dann nur noch sq1(7) = s92(7) = so(7") in S4 in (7.59) setzen. Die
Entropiedifferenz AS=) = Sg:) — 54 lautet jetzt

_ N
AS®) =55 8, =N, In (L —1> + Ny In (

V N2>
. 7.63
Ny + Ny V3 ( )

Ny + Ny Vy

Es ist AS) > 0. Das sehen wir, wenn wir (7.63) mit a := V;/V und 8 := N;/N
umformen in

AS=) Q 1—a
—T:ﬂln5+(l—ﬁ)ln1_ﬁ,

Jetzt benutzen wir die Ungleichung Inz < z—1 fiir x > 0. Das Gleichheitszeichen gilt
genau dann, wenn x = 1. Diese Ungleichung angewendet auf den obigen Ausdruck
fiir —AS=)/N fiihrt unter Beachtung von 0 < a < 1 und 0 < # < 1 unmittelbar
auf —AS™) /N < 0 bzw. AS™=) > 0. Das Gleichheitszeichen AS=) = 0 gilt genau
dann, wenn o = f3, also

‘/1 Nl b N1 N

— = — ZW. — = —.

V. N i Vv
Dann ist aber auch Ny/Va = N/V. Die "Durchmischung” von Systemen mit der-
selben Teilchenart und derselben Dichte fiihrt nicht zu einer Entropiezunahme.

Tatséchlich handelt es sich dann auch nicht um eine Durchmischung von Systemen,
sondern um eine identische Vervielfachung eines Systems.

7.5 Verdiinnte Losungen

In der Einleitung zu diesem Kapitel hatten wir ideale Systeme als verdiinnte Systeme
definiert. Die Verdiinnung bestand bisher darin, dal Gasmolekiile eine hinreichend
geringe Teilchendichte pro Volumen ¢ = N/V besitzen und ihre thermodynami-
schen Eigenschaften in niedrigster Ordnung einer Entwicklung nach der Teilchen-
dichte darstellbar sind. In diesem Abschnitt werden wir lernen, dafi ganz analoge
Entwicklungen mdglich sind, wenn Teilchen in hinreichend geringer Dichte in einem
Losungsmittel gelost sind. Das Losungsmittel, z.B. Wasser oder Alkohole, tritt also
an die Stelle des Vakuums bei den idealen Gasen. Die gelésten Teilchen kénnen wie-
der Molekiile, aber auch Ionen sein. Im letzteren Fall beschreiben wir dann verdiinnte
Elektrolyten.
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Wir wollen im folgenden das Lésungsmittel immer als die Komponente £ = 0 des
Systems bezeichnen, die gelosten Teilchen als die Komponenten k£ = 1,2,.... Als
thermodynamische Variable werden wir T, p und die Teilchenzahlen (oder Molzah-
len) Ny, N1, N, ... benutzen. Als verdiinnt werden wir eine Losung bezeichnen, fiir
die N, < Nj fiir alle k£ > 1 ist. Als Entwicklungsparameter wird uns das Verhélt-
nis Ni. /Ny dienen. Wir beginnen mit der Entwicklung der inneren Energie in der
Form U = U(T, p, Ny, N1, ...). Wir schreiben diese Entwicklung nur bis zur ersten
Ordnung in Nj /N, auf. Sie muf} die Form

U(T,p, No, Ny,...) = > Nyu(T,p) + - - (7.64)

k>0

haben. Das folgt daraus, dafi der Term 1. Ordnung linear in den N fiir £ > 0 sein
und das korrekte Skalenverhalten beziiglich der extensiven Variablen U, Ny, Ny, ...
haben muf}. Der Term 0-ter Ordnung ist die innere Energie des reinen Losungsmittels
(N = 0 fiir & > 0), die sich in der Form

U(T,p, No) = Nouo(T, p)

schreiben 148t, worin uo(T,p) die innere Energie pro Teilchen des reinen Losungs-
mittels als Funktion von T, p ist. Dieselbe Entwicklung ist offensichtlich auch fiir das
Volumen als Funktion von T, p, Ny, Ny, ... moglich:

V(TavaOaNla"'):ZNkvk(Tap)-i_"' (765)

k>0

Hier ist vo(7T,p) das Volumen pro Teilchen (oder das Molvolumen) des reinen
Losungsmittels. Bei unseren weiteren Uberlegungen wollen wir nun in den Ent-
wicklungen von U und V analog zum idealen Gas nur die niedrigsten Terme in
den Teilchenzahlen der gelosten Komponenten beriicksichtigen, d.h., wir brechen
die Entwicklungen (7.64) und (7.65) nach den linearen Termen in den Nj, ab.

Unser néchstes Ziel ist die Berechnung der Entropie S = S(T,p, Ny, Ny, ...) der
Losung. Wir werden sehen, daf fiir S eine Entwicklung vom Typ (7.64) oder (7.65)
unzureichend ist. Wir gehen aus von der Fundamentalrelation fiir die Entropie fiir
Nj, =const und setzen die Entwicklungen (7.64) und (7.65) fiir U und V ein:

aUu av duy (T dv (T
k
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Auf der linken Seite steht ein vollstdndiges Differential dS, so dafi auch die rech-
te Seite ein vollstindiges Differential sein mufl. Da die Teilchenzahlen Nj beliebig
wéhlbar sind, miissen bereits die einzelnen Summanden vollstdndige Differentiale
sein. Wir schreiben

duy, (T dvy (T
ds(T,p) == (T, p) J;p ve(T.p) (7.67)

Hieraus sind durch Integration die Funktionen s (7, p) bestimmbar. Bei der Inte-
gration der Gesamtentropie aus

k>0

ist jedoch zu beachten, dafy N, =const gehalten worden war, so daf} bei der Integrati-
on eine von Ny, Ny, ... abhdngige Funktion Sy;(Ny, Ny, Na, .. .) additiv hinzukommt:

S(Tapa NUaNlaN27 s ) = Z Nk Sk(Tap) + SM(NOaNlaN27 s ) (769)

k>0

Um Syp(Ng, Ny, N, ...) zu bestimmen, denken wir uns die Losung soweit verdiinnt,
daf} sie in ein mehrkomponentiges ideales Gas iibergeht. Dieser rein gedankliche
Schritt schliefit die Verdampfung des Losungsmittels ein. Das ist erreichbar durch
eine hinreichende Verringerung des Drucks p bei N, =const, so dafl die Funktion
Sy (Ny. Ny, Ny, . ..) davon nicht betroffen ist. Aquivalent dazu ist eine hinreichende
Erh6hung der Temperatur T' bei konstantem Druck. Auf jeden Fall muf} die Funktion
Sar(No, N1, Na, .. .) also mit den T und p—unabhéngigen Termen der Entropie eines
mehrkomponentigen idealen Gases iibereinstimmen, die wir aus (7.57) ablesen:

SM(No,Nl, .. ) = — ZNk lnxk, (770)

k>0

worin 2 = Ni,/N wieder die Teilchenzahl-Briiche (oder Molenbriiche) sind und die
Summation iiber £ = 0,1,... zu erstrecken ist, also unter Einschluf§ des Losungs-
mittels. Die Gesamtentropie der verdiinnten Losung lautet also

S(T,p,No,N1...) = > Ny [s1(T,p) — Inzy]. (7.71)

k>0



152 7. IDEALE SYSTEME

Wir erkennen, dafl die Mischungsentropie Sy, der Losung nicht durch eine Entwick-
lung nach den Molenbriichen x; berechenbar ist, weil sie logarithmische Terme vom
Typ xi Inxy bzw. Ni In Ny enthélt.

Aus der Entropie S in (7.71) bestimmen wir freie Energie, freie Enthalpie und die
chemischen Potentiale der Komponenten der verdiinnten Ldsung:

F(T.p,No.Ny,...) = Y Ny [un(T.p) — T sx(T,p) + Tny], (7.72)
k>0

G(T.p,No.Ny,...) = Y Ny [un(T,p) — T sx(T,p) + pve(T,p) + T Inx;[7.73)
k>0

pr(Topox) = por(T,p) + T Inay, E=0,1,2,... (7.74)

Ho k (T, p) = Uk (Ta p) =T Sk (Ta p) + pvk(Ta p)

Die freie Energie F' ist hier nicht als Funktion ihrer natiirlichen Variablen
T,V, Ny, Ny, ... dargestellt, 1483t sich aber sofort in diese umrechnen.

7.6 Chemisches Gleichgewicht, Massenwirkungs-
gesetz

Im Abschnitt 3.5 hatten wir chemische Reaktionen als spontane, irreversible Pro-
zesse beschrieben, die ein thermodynamisches System unter der Randbedingung der
Isolation, aber auch in einem Thermo— oder in einem Thermo—Mechano—Staten in
das Gleichgewicht fiihren. Das thermodynamische Gleichgewicht, das im Fall ei-
ner chemischen Reaktion auch als chemisches Gleichgewicht bezeichnet wird, war
beschrieben durch das Verschwinden der Affinitdten simtlicher Reaktionen. Die Af-
finitédt einer Reaktion

V{C1+U§Cg+...#1/{'01+1/§Cg+....

war definiert als

A== v =D Ve — > Vy f, Vg =V — Uy (7.75)
2 2 J

Wir setzen jetzt den Ausdruck (7.54) fiir das chemische Potential einer Komponente
k in einem mehrkomponentigen idealen Gas,
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/'Lk(Tvpa I'k) = /'Lﬂ,k(Ta p) +7T In Ty,

gleichlautend mit dem Ausdruck (7.74) fiir das chemische Potential einer Kompo-
nente in einer verdiinnten Losung, in die Gleichgewichtsbedingung A = 0 fiir die
chemische Reaktion ein und erhalten

> v pop(Top) +T > vpInz, =0
k k

oder

et = K0 o= exp {1 S vpualTon) | (7.76)

Durch die Gleichgewichtskonstante K (T, p) ist das Verhéltnis der Teilchenzahlbriiche
(oder Molenbriiche) zj bestimmt. Jeder Teilchenzahlbruch z;, tritt als Faktor so oft
auf, wie es seinem stéchiometrischen Koeffizienten v, entspricht. Die Gleichgewichts-
relation (7.76) wird auch das Massenwirkungsgesetz genannt.

Lauft die chemische Reaktion in einem mehrkomponentigen idealen Gas ab, dann
konnen wir geméf (7.55) auch noch

o i(T,p) = fuo(T) +T Inp

benutzen. Fiir die Gleichgewichtskonstante K (7', p) erhalten wir dann

KT = e {3 SnmuT)| = KTy >, (7.77)

K(T) = exp{—%%ykﬁo,k(qﬂ)}, Av = T

Durch Anderung des Druckes p kann man das Reaktionsgleichgewicht so verschieben,
daf} es sich bei Druckerhéhung auf die Seite des kleineren Volumens, d.h., wegen
pV = NT auf die Seite der kleineren Teilchenzahlen (oder Molzahlen) verschiebt,
und umgekehrt. Als Beispiel wéihlen wir
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3H, + Ny = 2NH;, (7.78)

vgl. Abschnitt 3.5. Die Komponenten und ihre stochiometrischen Koeffizienten be-
zeichnen wir mit

Ho: k= vy = -3
Nzi k=2 Vg = -1
NHy: k=3 15=42,

Av = —2, so dafl

= K(T) p*. (7.79)

T3 Ty

Hier verschiebt eine Erhéhung des Druckes die Reaktion auf die Seite von NHj,
weil dort nur 2 Teilchen (oder Mole), auf der Seite von Hy und Ny aber 4 Teilchen
(oder Mole) auftreten. Die Druckabhéngigkeit des chemischen Gleichgewichts ist ein
spezielles Beispiel des Prinzips des kleinsten Zwangs, auch Prinzip von le Chatelier
und Braun genannt: ein thermodynamisches System weicht der Anderung dufierer
Bedingungen immer in der Weise aus, daf es deren Auswirkungen bzw. deren Zwang
vermindert.

Wir wollen das Ergebnis (7.76) mit dem Stofzahlansatz vergleichen, der die Reakti-
onsgeschwindigkeit W einer chemischen Reaktion als

W=V (/{' HCZ”‘ — K" HCZ;C’> : (7.80)
k k
ansetzt. Daraus folgt fiir das chemische Gleichgewicht W = 0

v K'

Wir schreiben
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worin N die Gesamtteilchenzahl und ¢ = N/V die Gesamtkonzentration sind. Ein-
setzen in (7.81) fithrt auf

[z} == c2". (7.82)

In einem mehrkomponentigen idealen Gas ist ¢ = p/T', so daf diese Gleichgewichts-
bedingung mit (7.76) iibereinstimmt, wenn wir

Iﬁll P —Av
v (7)) —x

setzen. Wir erkennen daran, dafl die Ratenkonstanten ' und x” im allgemeinen
Funktionen von 7', p sind.

In einer verdiinnten Losung konnen wir in (7.82) ¢ ~ Ny/V = 1/vy(T, p) annehmen,
so dafl wir durch die Setzung

h:l

— g (T.p) = K(T.p) (7.83)

h:ll

Ubereinstimmung mit (7.76) finden.

7.7 Osmose

Wir betrachten zwei verdiinnte Losungen ¥/, " mit demselben Losungsmittel. Die
beiden Systeme seien durch eine mechanisch feste, aber diatherme und fiir das
Losungsmittel durchlédssige Wand getrennt. Die gelosten Komponenten £ = 1,2, ...
sollen die Wand nicht durchdringen konnen. Es bestehe bereits thermisches Gleich-
gewicht, also 7" = T" =: T, sowie auch Gleichgewicht in bezug auf den Austausch
von Losungsmittel zwischen ¥’ und 3", also

,uO(Tv plvx;]) = /'LU(Ta pllvmg)v (784)

Wenn z; # =, d.h., wenn die beiden Systeme eine unterschiedliche Zusammen-
setzung in bezug auf die gelosten Komponenten besitzen, dann erwarten wir eine
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Druckdifferenz Ap := p' — p” # 0 zwischen ihnen, den sogenannten osmotischen
Druck. Wir wollen den osmotischen Druck berechnen und setzen dazu die explizite
Form des chemischen Potentials po(7, p', z() des Losungsmittels aus (7.74) in (7.84)
ein:

poo(T,p") + T Inazy = poo(T,p") + T Inag, (7.85)
woraus
ry 1 ; .
In = = 7 [1oo(T-9") = Hoo (T 9")] (7.86)

folgt. Nun ist
Inz) =In (1 -y x;) = - 2, + 0 (af) (7.87)
E>1 E>1

mit einer Taylor-Entwicklung nach den zj, k > 1, entsprechend fiir Inzj. Fiir
verdiinnte Losungen ist zj, < 1,2} < 1, so dafl wir die Entwicklungen nach dem
linearen Term abbrechen konnen. Einsetzen in (7.86) fiihrt auf

> (a) — ) = % [110.0(T,p") = poo(T. 1)) . (7.88)

E>1

Hieraus erkennen wir, dafl auch die rechte Seite von der Ordnung < 1 ist, so dafl wir
nach der Druckdifferenz Ap := p’ — p” entwickeln koénnen. In niedrigster Ordnung
erhalten wir

1! / a T,
to,0(T,p") — poo(T,p') = —Ap (W) . (7.89)
p T

Schliefflich entnehmen wir aus der Gibbs-Duhem-Relation, vgl. Abschnitt 2.7, fiir
das reine Losungsmittel (k = 0),

—SO dT + Vb dp — Ng d/j/070 = 0, (790)

die Beziehung
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Opoo(T. p)) Vo
- 7 = — = Up. 791
( o) - (791)

vp ist das Volumen pro Teilchen (oder Molvolumen) des reinen Losungsmittels. Ein-
setzen von (7.89) und (7.91) in (7.88) ergibt fiir die osmotische Druckdifferenz das
Ergebnis

Ap=yp —p' = - > (ah, — xy). (7.92)

Die Ausdriicke

nennt man auch die Osmolarititen der Losungen ¥/, 3. Die Losung mit der hoheren
Osmolaritét, also mit dem hoheren Teilchenzahlanteil der gelésten Komponenten,
besitzt den hoheren Druck. Stellt man in den beiden Lésungen denselben Druck ein,
z.B. durch einen gemeinsamen Thermo-Mechano-Staten, dann geht soviel Lésungs-
mittel durch die Wand zwischen ¥’ und ", bis die Osmolarititen sich ausgeglichen
haben:

p—p"'=0 — > (z, —z;) = 0. (7.93)
k>1

Wir betrachten noch den Sonderfall dafl ¥" das reine Losungsmittel ohne geloste

Komponenten enthélt, also z} = 0 fiir £ > 1, und schreiben naherungsweise fiir eine
verdiinnte Losung in E’.

! !
r_ N Ny

xk—NlNﬁ[’], N(SU{]%VI
fir £ > 1. Dann lautet die Druckdifferenz
Ap=yp —p" Z N;. (7.94)
E>1

Diese Beziehung ist formal vollig analog zu der, die den Druck in einem mehrkom-
ponentigen idealen Gas angibt, vgl. Abschnitt 7.3 (van’t Hoff, 1886).
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Kapitel 8

Reale Gase und Phaseniiberginge

Im vorangegangenen Kapitel haben wir ideale Gase durch die niedrigsten nichtver-
schwindenden Ordnungen der Virialentwicklung von innerer Energie U und Druck
p nach der Teilchendichte charakterisiert. Das Modell des idealen Gases beschreibt
das thermodynamische Verhalten von Gasen bei hinreichend niedriger Dichte oder,
was bei konstantem Druck p dquivalent ist, bei hinreichend hoher Temperatur 7'
sehr gut. Bei hohen Dichten oder tiefen Temperaturen wird jedoch in realen Gasen
eine Erscheinung beobachtet, die das Modell des idealen Gases nicht beschreiben
kann: die Kondensation aus dem gasférmigen in den fliissigen Zustand. Die Werte
der Dichten oder Temperaturen, bei denen Kondensation eintritt, konnen sehr un-
terschiedlich und sogar um Gréflenordnungen verschieden sein. Sie hdngen von den
mikroskopischen Parametern des jeweiligen Gases ab. Wir werden in diesem Kapitel
ein sehr einfaches Modell fiir die Kondensation realer Gase kennenlernen, namlich
das van der Waals-Modell. Die mikroskopischen Grundlagen dieses Modells werden
wir spiter im statistischen Teil der Thermodynamik verstehen.

Die Kondensation vom gasférmigen in den fliissigen Zustand ist ein sogenannter
Phaseniibergang 1. Ordnung. Das van der Waals—Modell zeigt auflerdem einen Pha-
seniibergang 2. Ordnung, fiir den ein bestimmtes Verhalten in der Umgebung eines
kritischen Punktes typisch ist. Wir werden dieses Verhalten, soweit es im Rahmen
einer phinomenologischen Theorie verstédndlich ist, ebenfalls in diesem Kapitel be-
schreiben.

8.1 Das van der Waals—Modell

Das Modell des idealen Gases stellt die Entwicklung der Thermodynamik in nied-
rigster nichtverschwindender Ordnung fiir unendliche Verdiinnung ¢ := N/V — 0

159
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dar. Wie wir bereits am Ende des Abschnitts 7.1 iiberlegt hatten, entspricht dieser
Grenzfall dem Verhalten unabhéngiger Teilchen ohne jede Wechselwirkung. Das van
der Waals—Modell fiir reale Gase macht nun sehr grobe Annahmen iiber eine Wech-
selwirkung zwischen den Teilchen, die bei zunehmender Dichte, d.h., abnehmenden
mittleren Abstdnden zwischen den Teilchen des Gases das thermodynamische Ver-
halten des Systems immer mehr mitbestimmen wird. Auch die Kondensation aus
dem gasférmigen in den fliissigen Zustand beruht auf Wechselwirkungen zwischen
den Teilchen, denn im fliissigen Zustand gibt es offenbar eine Art von Bindung zwi-
schen den Teilchen, die allerdings nicht etwa eine chemische Bindung ist.

Es gibt im allgemeinen sowohl abstofiende wie anziehende Wechselwirkungen zwi-
schen den Teilchen eines thermodynamischen Systems. Eine abstoflende Wechsel-
wirkung kommt dadurch zustande, dafl bei sehr hohen Dichten das Eigenvolumen
der Teilchen physikalisch wirksam wird. Im idealen Gas mit seiner sehr starken
Verdiinnung spielte das Eigenvolumen der Teilchen keine Rolle; die Teilchen waren
dort ebenso gut als Punktteilchen denkbar. Das Eigenvolumen der Teilchen realer
Gase macht sich dadurch bemerkbar, daf§ das Gas nicht beliebig kompressibel ist.
Wenn deren mittlerer Abstand ungefihr gleich dem doppelten Teilchenradius wird,
erwarten wir, dal die Teilchen sich als gegenseitig undurchdringlich erweisen, weil
sich schliefflich ihre Elektronenhiillen beriihren wiirden, was zu einer sehr starken
elektrostatischen Abstoflung Anlafl gibt. Das van der Waals—Modell beriicksichtigt
das Eigenvolumen der Teilchen, indem es das Volumen pro Teilchen v = V/N um
das Eigenvolumen b reduziert. Aus der Zustandsgleichung pv = T des idealen Gases
wird dann

pv—>0b)="T. (8.1)

Bei etwa kugelférmigen Teilchen ist b = 4 773 /3, worin ry Teilchenradius ist.

Anziehende Wechselwirkungen zwischen elektrisch neutralen Teilchen koénnen auf
verschiedenste Weisen zustandekommen, z.B. dadurch, daf} die Teilchen feste, sta-
tische elektrische Dipolmomente tragen wie etwa Wassermolekiile. Aber auch zwi-
schen rotationssymetrischen Teilchen, die nicht polar sind, kommt es zu einer anzie-
henden Wechselwirkung, indem Quantenfluktuation in den elektronischen Struk-
turen zweier eng benachbarter Teilchen zu Dipolmomenten fiihren, die sich ge-
genseitig anziehen. Dieser Typ einer anziehenden Wechselwirkung heif3t van der
Waals-Wechselwirkung. Die Dipole aufgrund der Quantenfluktuationen sind aber
nicht etwa statisch; im quantentheoretischen Erwartungswert erscheinen die einzel-
nen Teilchen nach wie vor rotationssymmetrisch, also nicht polar. In der Quanten-
theorie zeigt man die van der Waals—Wechselwirkung, indem man nachweist, dafl
die Grundzustandsenergie zweier benachbarter Teilchen aufgrund der Coulomb-
Wechselwirkung zwischen Kernen und Elektronen gegeniiber der Konfiguration
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rdumlich getrennter Teilchen abgesenkt ist. Die einfachsten Versionen dieser Theorie
zeigen ein Abstandsverhalten ~ 1/r° fiir die anziehende Wechselwirkung, wo r der
Abstand zwischen den Kernen der Teilchen ist.

Das van der Waals—Modell beriicksichtigt die anziehende Wechselwirkung zwischen
Teilchen nur sehr grob, so dafl deren typische Einzelheiten keine Rolle spielen. Auf
jedes Teilchen Nr. ¢ wirkt eine anziehende Kraft

J#i

worin F;; die Wechselwirkungskraft zwischen den Teilchen Nr. ¢ und j ist. Die An-
zahl der Summanden, fiir die F';; # 0 ist, erwarten wir als proportional zur Dichte
¢ = N/V des Systems. Der Druck der Teilchen auf eine Wandfliche des Systems
entsteht durch den Aufprall der Teilchen auf die Wand und die damit verbunde-
ne Impulsumkehr. Dieser Druck ist nun gegeniiber dem Fall wechselwirkungsfreier
Teilchen in einem idealen Gas reduziert, weil die Teilchen an der Wand eine einsei-
tige Anziehung nach innen erfahren. Die gesamte Druckreduktion Ap erhalten wir
durch Summation iiber die Anziehungskréfte der Teilchen 7 € W an der Wand pro
Wandflache A:

S F,

ieW

.2 Fyl.

iEw j

1
= = (8.2)

1
Ap= —
P=7

Auch die Anzahl der Summanden in der ¢ € W — —Summe pro Wandfliche A
erwarten wir proportional zur Dichte des Systems, insgesamt also Ap ~ (N/V)? =
1/v%, worin v wieder das Volumen pro Teilchen ist. Wir schreiben Ap = a/v?. Um
diese Druckdifferenz ist der Druck p aus der Zustandsgleichung (8.1) zu reduzieren.
Wir erhalten also

p= — - — (8.3)
oder

(p+5) 0-b=T. (8.4)

Dieses ist die Zustandsgleichung, die das van der Waals—-Modell fiir reale Gase cha-
rakterisiert, und wird auch einfach als van der Waals—Zustandsgleichung bezeichnet.
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8.2 Kondensation, Phaseniibergang und Max-
well-Konstruktion

8.2.1 Kondensation

In der Abbildung 8.1 zeigen wir einige Isothermen des van der Waals—Modells, d.h.,
einige Kurven, die den Druck

a
A (8.5)

p(T,v) =
als Funktion des Teilchenvolumens (oder des Molvolumens) v jeweils fiir konstan-
te Temperatur 7" angeben, und zwar fiir verschiedene Werte der Temperatur als
Kurvenparameter.

Druck p

Y

Volumen v

Abbildung 8.1: Formale Isothermen des van der Waals-Modells mit steigender Tem-
peratur in Pfeilrichtung.

Fiir hinreichend tiefe Temperaturen kann der aus (8.5) berechnete Druck negativ
werden. Dieses unphysikalische Ergebnis schlielen wir aus, indem wir das Modell
nur fiir entsprechend hohe Temperaturen verwenden. Aber auch fiir p > 0 zeigt die
Zustandsgleichung (8.5) Bereiche, in denen
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<8p> S AL (8.6)

%T_ (v—=0)2 3

positiv werden kann. Dort wéire dann die isotherme Kompressibilitit

o= L [0V
LY op);

negativ, also das System mechanisch instabil. Solche Bereiche treten in realen Ga-
sen nicht auf. Dort beobachtet man jedoch Kondensation, d.h., einen Ubergang von
der gasformigen in die fliissige Phase, und umgekehrt. Diese Kondensation erfolgt
als Funktion des Volumens v isotherm ( 7' =const) bei einem konstantem Druck
pp(T), der von der jeweiligen Temperatur abhingt. Zur Beschreibung der isother-
men Kondensation erscheint es also naheliegend, die formalen Isothermen des van
der Waals—Modells in der Abbildung 8.1 durch p = pp im Volumenbereich der Kon-
densation abzuidndern, wie es in der Abbildung 8.2 gezeigt ist. Der Wert p = pp
schneidet die formale Isotherme in drei Punkten v; < vs < v3. In v > w3 ist das
System gasférmig, in v < vy fliissig. In v; < v < v, dem sogenannten Koexistenzge-
biet, findet Kondensation bei p = pp statt. Der Verlauf der formalen Isotherme des
van der Waals—Modells wird in diesem Bereich als unphysikalisch verworfen.

Im Koexistenzgebiet v; < v < w3 ist das Volumen v additiv aus den Volumina
der koexistierenden Phasen Gas und Fliissigkeit zusammengesetzt: v = v, + vy;.
Da v = ws reines Gas und v = wv; reine Fliissigkeit bedeutet, bestimmen sich die
Volumenanteile von Gas und Fliissigkeit aus

vy, = Avs, vp = (1—X\) oy, 0< A<, (8.7)

so dafl A = 1 reines Gas und A = 0 reine Fliissigkeit bedeuten. Daraus und aus
v = v, + vy folgt die sogenannte Hebel-Regel:

v — U1 Vg — VU
V3, Vg =
V3 — U1 U3 — U0

v1. (8.8)

Ug:

v1, v sind also die Volumina pro Teilchen (oder Molvolumina) der fliissigen bzw.
gasformigen Phase an den Grenzen des Koexistenzgebietes zur Temperatur 7" der
betrachteten Isothermen.

Fiir hinreichend hohe Temperaturen (7' — oo) und hinreichend grofie Verdiinnung
(v — 0o) geht die van der Waals—Zustandsgleichung in die des idealen Gases iiber:

- r (8.9)
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Druck p

RUBE V3

Volumen v

Abbildung 8.2: Isotherme eines realen Gases mit Kondensation im Bereich v; < v <
v bei konstantem Druck p = pp.

8.2.2 Maxwell-Konstruktion

Wir wollen jetzt den Druck pp = pp(T) bestimmen, bei dem zu gegebener und kon-
stanter Temperatur 7' der Phaseniibergang zwischen fliissig und gasformig erfolgt.
Dazu diskutieren wir das chemische Potential ;1 des van der Waals—Modells. Aus der
Gibbs-Duhem—Relation im Abschnitt 2.7,

SdT'—Vdp+ Ndu =0,

folgt fiir T" =const du = v dp und somit

u(T.p) = u(T.p) + [

P
dp'v(T,p'). (8.10)

Pa

Hier ist p, ein beliebiger Referenzwert des Druckes, bei dem wir die Integration

beginnen. Das Problem der Integration besteht darin, dafl v(T, p) als Funktion des

Drucks (bei T' =const) im van der Waals—Modell (zunéchst ohne Abschneidung

durch pp) in einigen Bereichen mehrdeutig ist. Wir wollen die Integration in (8.10)



8. REALE GASE UND PHASENUBERGANGE 165

nun so durchfithren, dafl wir bei einem p, im Gasbereich beginnen und dann der
formalen van der Waals—Isotherme folgen. Dazu kénnen wir uns die Isotherme durch
einen Kurvenparameter s beschrieben denken, z.B. durch die Bogenldnge, so dafl

/dpv /ds (s").

(Da die Temperatur T bei den folgenden Uberlegungen weiterhin konstant gehalten
wird, schreiben wir zur Vereinfachung v(p) statt v(7,p)). Als Kurvenparameter s
kénnen wir auch das Volumen v verwenden:

W(T.p) = u(T. pa) + / ' dz;(”') v (8.11)

In dieser Gleichung héngen p und v iiber die van der Waals—Zustandsgleichung
p = p(v) (ausfithrlich p = p(T,v)) zusammen. Durch partielle Integration und an-
schliefflende elementare Integrationen erhalten wir

v d ! v v
[t By =yl — [
v T v a
:p(v)v—p(va)va—/vadv'vl_b —i—/vadv'ﬁ

=p(v) v — p(ve) va — T In v—bb_a <l—i> (8.12)

Vg — v U

Dieses Ergebnis stellt zugleich einen Algorithmus zur Erstellung einer Kurve fiir
p = u(T,p) (bei T =const) dar. Wir geben einen Wert fiir das Volumen v ein, be-
rechnen den zugehérigen Druck p = p(v) aus der van der Waals—Zustandsgleichung,
das chemische Potential relativ zum Referenzwert (7, p,) aus dem Ergebnis der In-
tegration in (8.12) und stellen (7, p) als Funktion des Drucks p dar. Das Ergebnis
ist in der Abbildung 8.3 gezeigt. Der obere Teil der Abbildung zeigt die mehrdeutige
Umkehrung v = v(p) der van der Waals—Isothermen, der untere Teil das ebenfalls
mehrdeutige chemische Potential. Bei der Integration von a nach ¢ nimmt p als
Funktion von p zu. Im Punkt ¢ kehrt der Druck um, so dafl  dort eine Spitze hat
und unter Abnahme zuriicklauft. Die Abnahme von p ist hier aber schwicher als die
Zunahme auf dem Ast von a nach c, weil der Integrand v auf dem Ast von a nach
c grofer ist als auf dem Ast von ¢ nach e. Im Punkt e kehrt der Druck nochmals
um, so dafl p dort wieder eine Spitze hat und jetzt unter Zunahme zuriicklauft.
Wiederum ist die letztere Zunahme schwécher als die Abnahme auf dem Ast von c
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nach e. Das bedeutet, dafl die Kurve fiir u sich selbst schneiden muf}. Dies geschieht
in den Punkten b und f, also

/abdpv(p) =/afdpv(p)

oder auch

/bfdpv(l?) :/bddpv(p)—i-/dfdpv(p) —0. (8.13)

Volumen v b

d/

R I

< f

Chem. Potential p ¢

/ bjf

e
a

Druck p

Abbildung 8.3: Integration der Funktion v(p) (oben) zur Berechnung des mehrdeu-
tigen chemischen Potentials p (unten).

Unter Beachtung der Vorzeichen der Integrationsdifferentiale dp erkennen wir aus
dieser Beziehung, daf die Linie b-d-f aus der Funktion v(p) im oberen Teil der Ab-
bildung 8.3 zwei gleich grofie Flachen b-c-d und d-e-f ausschneidet. Diese sogenannte
Mazwell-Konstruktion hat nun eine unmittelbare thermodynamische Bedeutung fiir
die Stabilitdt des Systems, die bei gegebenen Werten der Variablen 7', p, N durch
G = N u(T, p) =Minimum bestimmt ist. Da N =const, reduziert sich die Stabilitéits-
bedingung auf (7, p) =Minimum. Das bedeutet, dafi im Bereich b-c-d-e-f, wo das
durch formale Integration gewonnene p mehrdeutig ist, immer nur der Zustand mit
dem jeweils tiefsten pu—Wert stabil ist. Fiir das Volumen v = v(p) als Funktion des
Druckes p besagt das, dal v(p) am Punkt b auf den Wert am Punkt f unstetig springt
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bzw. umgekehrt. Der Druckwert des Sprungs, also der Wert von pp, vgl. Abbildung
8.2, ist durch die Maxwell-Konstruktion gleicher Fléachen der abgeschnittenen van
der Waals-Isotherme bestimmt.

Der unstetige Sprung der extensiven Variablen Volumen bzw. Volumen pro Teilchen
(oder pro Mol) v, die als erste Ableitung des Potentials G(T,p, N) bzw. u(T,p)

darstellbar ist,
= (5), 7% (5)
op)p, N \0p T,N’

fithrt zu der Bezeichnung Phaseniibergang 1. Ordnung. Eine andere, heute iiblichere
Bezeichnungsweise ist diskontinuierlicher Phasentibergang. In einem spéteren Ab-
schnitt dieses Kapitels werden wir auch einen Phaseniibergang 2. Ordnung bzw.
einen kontinuierlichen Phaseniibergang kennenlernen.

8.3 2—Phasen—Beschreibung, Gibbssche Phasen-
regel

Eine andere, physikalisch dquivalente Beschreibung der Kondensation, die der Be-
griffsbildung Phaseniibergang noch besser entspricht, interpretiert Gas (gekennzeich-
net durch den Index ¢) und Fliissigkeit (Index fI) als zwei Phasen derselben Kom-
ponente, z.B. Wasser HoO oder CO,. Es seien N, und Ny; die Teilchenzahlen (oder
Molzahlen) der Komponente in den beiden Phasen, so daf

Ng+Nfl =N (814)

die gesamte Teilchenzahl der Komponente ist. Fiir die freie Enthalpie gilt dann
entsprechend

G = Ngptg+ Ny ipi (8.15)

mit den chemischen Potentialen pig, s der Gas— bzw. Fliissigkeitsphase. Das Sy-
stem ist bei gegebenen Werten von 7', p, N thermodynamisch stabil, wenn G =Min
beziiglich der Aufteilung der Komponente in ihre beiden Phasen. Daraus folgt not-
wendigerweise 0G = 0:
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0G = ,ug(T, p) (5Ng + /,Lfl(T, p) (5Nfl = 0, (816)

bzw., weil 0N, + 6Ny = dN = 0, vgl. (8.14),

0G = (pg — ps1) 0Ny =0, (8.17)

also pty = pg;. In dem thermodynamischen Bereich, in dem die beiden Phasen ko-
existieren kénnen sollen, miissen ihre chemischen Potentiale iibereinstimmen. Dieses
Ergebnis entspricht der Maxwell-Konstruktion im vorhergehenden Abschnitt. Aus
dieser Konstruktion haben wir dort auch den Koexistenzdruck pp grafisch bzw.
numerisch bestimmt. Diese Bestimmung wollen wir jetzt auch analytisch nachvoll-
ziehen. Unser Ausgangspunkt ist pi,(7T, pp) = pp(T,pp). Diese Identitét 148t sich
so lesen, daf} aus ihr bei Vorgabe der Temperatur 7' der Koexistenzdruck pp als
Funktion von T bestimmbar ist: pp = pp(T). Bei einer differentiellen Anderung dT
und dpp gilt dann auch

duy(T,pp) = dpsu(T, pp) (8.18)

worin wir dy, (T, pp) und dp sy (T, pp) durch die Gibbs-Duhem-Relation pro Teilchen
der Phasen g und fl ausdriicken:

d/j/g = —38, dTl + Vg dpD, d,LLfl = =Sy dT + Vg dpD. (819)

sq und sy sind die Entropien pro Teilchen in den Phasen g und fl, v, und vy die
Volumina pro Teilchen. Einsetzen von (8.19) in (8.18) fiihrt auf

dpp sy — sp
= _ 8.20
dT Vg — Vfy ( )

Wir denken uns nun den Ubergang fl — ¢ quasistatisch und isotherm durchgefiihrt:

fl ftdg 1 1 14
sg—sfl:/g dsz/g ?:f/g dq:f. (8.21)

Hier ist ¢ die Wéarme, die dem System bei einem isothermen und quasistatischen
Ubergang g — fl pro Teilchen (oder pro Mol) zugefiihrt werden muf}, auch latente
Wirme oder Verdampfungswdirme genannt. Entsprechend heifit der Koexistenzdruck
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pp auch der Dampfdruck, d.h., der Druck des Gases iiber seiner fliissigen Phase.
Einsetzen von (8.21) in (8.20) fiihrt auf die Clausius—Clapeyron-Gleichung:

dpD l
= . 22
dIr T (vy—vp) (8.22)

Unter der Annahme, dafl vy; < v, und daf§ das Gas ndherungsweise als ideales
Gas beschreibbar ist, also v, ~ T'/pp, laft sich die Clausius-Clapeyron—Gleichung
integrieren:

dpp_ tpp

dT T2

dpp _ ,dT

Pp B 7%’

wPe _ _f

Do T’

¢

po(T) = poexp (—f) (8.23)

Hier ist pg eine Integrationskonstante, die durch den Wert des Dampfdrucks bei einer
speziellen Temperatur 7' festzulegen ist.

Die Koexistenz von verschiedenen Phasen derselben Komponente 148t sich auf den
allgemeinen Fall von £ = 1,2,..., K Komponenten erweitern, von denen jede in
den Phasen ¢ = 1,2,..., ® existieren konnen soll. Die Gesamtheit der intensiven
thermodynamischen Variablen dieses Systems sei gegeben durch T, p, zj 4, wobei
zj,4 den Molenbruch der Komponente %k in der Phase ¢ bedeuten soll. Die Anzahl
dieser intensiven Variablen betrigt offensichtlich K & + 2. Sie sind allerdings nicht
unabhéngig. Zunéchst gilt, da} die Summe der Molenbriiche in jeder Phase wieder
den Wert 1 ergeben muf:

Sare=1, ¢=12,...,9. (8.24)
k

Das sind insgesamt ® Bedingungen. Ferner muf} jede Komponente £ mit sich selbst
in séimtlichen Phasen im Gleichgewicht stehen, also:

Heal = He2 = .. = Ug,®, ]{?:1,2,...,[(. (825)
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Das sind K (® — 1) Bedingungen. Insgesamt besitzt das System demnach

fF=K®+4+2-0-K(@®-1)=K+2—a (8.26)

unabhéngige intensive Variablen oder Freiheitsgrade. Dieses ist die Gibbssche Pha-
senregel. Fiir unseren obigen Fall einer Komponente (K = 1) in zwei Phasen (® = 2),
z.B. gasformig und fliissig, ergibt die Gibbssche Phasenregel f =142 —2 =1, also
z.B. die Temperatur 7', mit der ja auch der Dampfdruck pp bereits festgelegt ist. Zu
diesen f unabhingigen intensiven Variablen tritt noch eine extensive Variable, z.B.
das Gesamtvolumen V oder die gesamte Teilchenzahl N hinzu, damit das System
thermodynamisch vollstdndig beschrieben ist.

8.4 Der kritische Punkt

Unsere Uberlegungen im Abschnitt 8.2 haben gezeigt, daB die Existenz zweier re-
lativer Extrema der Funktion p = p(v) (bei T =const), ndmlich eines Minimums
und eines Maximums, notwendig fiir die Beschreibung von Kondensation durch eine
Maxwell-Konstruktion war. Fiir sehr hohe Temperaturen, " — oo, geht die van der
Waals-Zustandsgleichung aber in die monotone Funktion p = T/(v — b) iiber, die
kein Extremum besitzt. Es gibt also eine kritische Temperatur T,., oberhalb derer
keine Kondensation mehr auftritt. Fiir 7' < 7T, erwarten wir zwei relative Extrema
in p = p(v), fiir T > T, eine monotone Funktion p = p(v). Also muf es fiir T = T,
einen kritischen Punkt bei einem v = v, an dem p = p(v) einen Wendepunkt besitzt:
(02p/v?). = 0. Im van der Waals-Modell ist

T a
dp B T 2a
(a_> S (5.28)
0%p 2T 6a

Der kritische Punkt ist dann dadurch definiert, dafl bei T' =T,

pe = -2 (8.30)
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dp T, 2a
et = ¢ 477 _ 31
<3v>n L+ Zoo (3.31)
0?p 2T, 6a
(W) B v i 0. (8.32)

Durch Elimination von 7. aus den beiden Gleichungen (8.31) und (8.32) folgt
zunéchst

ve = 3b, (8.33)
daraus durch Einsetzen in (8.31)
8 a
T. = — —, 8.34
27 b (8:34)

und daraus weiter durch Einsetzen in (8.30)

Pe= — —. (8.35)

Aus v, T,, p. konnen wir eine dimensionslose Kombination bilden, die auch Realgas-
faktor genannt wird:

1.

Pec Ve

g. (8.36)

Das van der Waals—Modell macht also eine Vorhersage iiber die experimentell be-
stimmbaren Grofien T, p.,v.. Der Vergleich mit den bei realen Gasen tatséchlich
gemessenen Werten des Realgasfaktors fiihrt dann zu einem Kriterium fiir die An-
wendbarkeit des Modells. Die gemessenen Werte liegen in der Groflenordnung von
Te/(peve) =~ 3.7 im Vergleich zum Modellwert von 8/3 ~ 2.7. Das van der Waals—
Modell kann also nur als ein qualitatives Modell fiir reale Gase dienen.

Man kann die kritischen Werte T., p., v. benutzen, um die van der Waals—Zustands-
gleichung in eine skalierte Form zu iiberfithren. Dazu stellen wir y := p/p, als Funk-
tion von z := v/v, mit dem Parameter ¢ := T /T, dar. Das Ergebnis der einfachen
Umformung lautet:
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8t 3 v P T
=31 x::v—c,y:zp—c,t::i. (8.37)

Y

Die Abbildung 8.4 zeigt nochmals drei Isothermen mit dem durch die Maxwell-
Konstruktion ersetzten Dampfdruck im Koexistenzgebiet, und zwar fiir die skalier-
ten Temperaturen ¢t = T/T. = 0.9,0.94,0.98. Abszisse und Ordinate sind ebenfalls
skaliert als z = v/v. bzw. y = p/p. aufgetragen. Die y—Skala wurde bei y = 0.3
abgeschnitten, weil das van der Waals—Modell nicht fiir Temperaturen sehr weit
unterhalb von 7, gilt. Auflerdem ist in der Abbildung 8.4 mit gestrichelten Lini-
en das Koexistenzgebiet abgegrenzt. Innerhalb dieses Koexistenzgebietes verlaufen
simtliche ¥€ofliermenmit Ronstamtem Diuck. ' ' '

11 - -
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1 -
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. / N
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/ \

i .
i N
I N
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Abbildung 8.4: Isothermen des van der Waals—Modells zu den Temperaturen ¢t =
T/T.=0.9,0.94,0.98 und Abgrenzung des Koexistenzgebietes.

8.5 Kontinuierlicher Phaseniibergang

Im Abschnitt 8.2 hatten wir den Ubergang aus der gasférmigen in die fliissige Phase
als Funktion des Druckes p als diskontinuierlichen Phaseniibergang bezeichnet, weil
das Volumen v = v(p) als Funktion von p (bei T' =const) fiir p = pp, also beim
Dampfdruck, einen unstetigen Sprung vom Wert v, zum Wert vy oder umgekehrt
macht. Die alternative Bezeichnung Phaseniibergang 1. Ordnung riihrt daher, daf}
die unstetige Variable v als erste Ableitung eines Potentials, ndmlich der freien Ent-
halpie G(T, p, N), nach einer intensiven Variablen, ndmlich dem Druck p darstellbar
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ist. Das van der Waals—Modell enthéilt noch einen weiteren, ndmlich einen kontinu-
ierlichen Phaseniibergang oder auch Phaseniibergang 2. Ordnung. Dazu betrachten
wir die Differenz Av = v, — vy der Volumina pro Teilchen (oder pro Mol) als
Funktion der Temperatur 7'. Oberhalb der kritischen Temperatur, T' > T, tritt kein
Phasenunterschied zwischen gasformig und fliissig auf, so daf} hier konsequenterweise
Av = 0 zu setzen ist. Unterhalb der kritischen Temperatur, T < T, tritt ein Av > 0
auf, und zwar wachsend mit abnehmender Temperatur. Dieses Verhalten entneh-
men wir qualitativ der Abbildung 8.4: das Koexistenzgebiet wird mit abnehmender
Temperatur breiter. Bei T = T, ist Av = 0. Die Funktion Av(T) verschwindet
also in T" > T, und verhalt sich monoton abnehmend in 7' < 7,. Wir wollen nun
den Ubergang von T > T, zu T < T, in der Nihe der kritischen Temperatur T,
untersuchen.

Fiir unsere folgende Rechnung benutzen wir die auf den kritischen Punkt skalierte
Zustandsgleichung y = y(x;t) aus (8.37), so dal Av = v, — vy durch Az = x5 — 2y
zu ersetzen ist, worin x3 und z; die grofite und die kleinste der drei Losungen von
y(z,;t) = yp sind. Wir entwickeln y = y(x;¢) in (8.37) nach = am kritischen Punkt
x = 1. Dazu berechnen wir (mit y'(z;t) fiir die partielle Ableitung nach x usw.)

Yot = ot 5 y(1:t) =4t -3,
V) = g s A =60 -0)
V)= g e Y =181,
y"(z;t) = —% + % y"(1;t) = =81t + 72.

Die Entwicklung bis zur 3. Ordnung lautet also

27t — 24

y(r;t) = 1—4 (1—t)+6 (1—t) (z—1)=9 (1—t) (z—1)*— 5

(z—1)*4... (8.38)

Wir verallgemeinern diese Entwicklung mit der Schreibweise

yz;t)=1—-n(l—-t)+a(l—t)(z—1)+b(1—t) (x—1)>—c(z—1)>+... (8.39)
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Es mufl n > 0 sein, weil der Druck mit abnehmendem ¢ = T/T, abnimmt. Wei-
terhin muf} der Koeffizient des Terms 3. Ordnung negativ sein, also hier ¢ > 0,
weil der Druck y als Funktion des Volumens z auflerhalb des Koexistenzgebietes
mit wachsendem z abnimmt und umgekehrt. In der Entwicklung (8.38) des van der
Waals—Modells kénnen wir ¢ = (27¢ — 24)/2 fiir ¢ = 1 auswerten, also ¢ = 3/2,
weil sich dieser Koeffizient im Gegensatz zu denen der 1. und 2. Ordnung unkritisch
verhélt, also bei ¢ = 1 nicht verschwindet. Der Koeffizient a (1 —¢) der 1. Ordnung
muf} fiir ¢ < 1 positiv sein, also a > 0, damit dort zwei relative Extrema auftreten.
Der Koeffizient 2. Ordnung mufl bei ¢ = 1 lediglich verschwinden, sein Vorzeichen
wird sich sogleich als unwesentlich herausstellen.

Im néchsten Schritt formulieren wir die Maxwell-Konstruktion:

/:3 dry(z;t) = yp (x5 — 71). (8.40)

Wir setzen die Entwicklung (8.39) ein und finden mit der Substitution z =14 ¢

11— 0] (6-&) 2 G-+ 5 (E-E)— S (E—&) =y (&-6), (841)

woraus nach Division durch & — & = x5 — 29 # 0 fiir den skalierten Dampfdruck

a

s (1= (&+&)+ .. (8.42)

yp=1—-n(1—-1t)+

folgt. Bei der Berechnung der z, = 1+ &, aus y(z,;t) = yp beriicksichtigen wir nur
yp = 1 —n (1 —t). Wir miissen uns spéter iiberzeugen, daf} die Beschrinkung auf
diese Ordnung konsistent ist. Einsetzen von (8.39) in y(z,;t) = yp fiihrt dann auf

a(l—1)&+b(1—1)& —c& =0, (8.43)

woraus zunéchst die Losung &, = 0 folgt, die wir sogleich als die mittlere Losung & =
0 bzw. x5 = 1 erkennen werden. Nach Division durch &, # 0 bleibt die quadratische
Gleichung

a(l—t)+b(1—1t)& —c& =0, (8.44)
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mit den Lésungen

§V:2£(1—t)i\k(1—t)+[;(1—75)]. (8.45)

C Cc

In niedrigster Ordnung in 1 — ¢ kénnen wir uns darin auf

& ==+ %(1 —t) (8.46)

beschranken. Diese beiden Losungen sind die kleinste und grofite Losung & bzw.
&3, weil sie offensichtlich & = 0 einschlieflen. Damit ist auch die Beschrinkung
auf yp =1 —n(1 —t) in (8.42) gerechtfertigt, denn die fortgelassenen Terme sind
hochstens von der Ordnung (1 —t) &, ~ (1 — t)3/2 oder kleiner.

Fiir den Ordnungsparameter Ax = x3 — x; = & — & erhalten wir schliefflich

a

Axr =2

T)m. (8.47)

(-0~ (1-2

c T.

Fiir das van der Waals—Modell mit @ = 6 und ¢ = 3/2 wird Az = 4+/1 —t.

Das Ergebnis (8.47) ist typisch fiir einen kontinuierlichen Phaseniibergang: oberhalb
der kritischen Temperatur 7, verschwindet Az, der sogenannte Ordnungsparameter,
unterhalb von T, ist Az proportional zu einer Potenz [ des skalierten Abstands (7. —
T)/T.=1—t von der kritischen Temperatur, des sogenannten Kontrollparameters:

ae~(1-2)" (8.45)

B wird der kritische Fxponent des Ordnungsparameters genannt. In unserer Theo-
rie, die sich auf die van der Waals—Zustandsgleichung stiitzte, haben wir 5 = 1/2
gefunden. Das ist ein typisches Ergebnis sogenannter Molekularfeldtheorien, auch im
deutschen Sprachgebrauch oft mean field Theorien genannt. Solche Theorien bertick-
sichtigen nur das mittlere Verhalten der wechselwirkenden Teilchen, das gerade durch
die van der Waals—Zustandsgleichung beschrieben wird. Konsequente Theorien kriti-
scher Punkte miissen auch die thermischen Fluktuationen einschlieflen. Im Abschnitt
1.1 haben wir zwar argumentiert, dafy diese Fluktuationen relativ zum Mittelwert
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im allgemeinen nur von der Ordnung N /2 sind, worin N die Teilchenzahl des Sy-
stems ist, doch trifft dieses Verhalten gerade nicht fiir den kritischen Bereich zu;
dort kénnen die Fluktuationen sehr grofl werden. Wir werden auf die Fluktuationen
spater im Zusammenhang mit der statistischen Theorie zuriickkommen. Theorien
des kritischen Punktes unter Einschluff der Fluktuationen der thermodynamischen
Variablen ergeben Abweichungen von 3 = 1/2. Es zeigt sich aber, daf} sich der kriti-
sche Exponent universell verhilt: der Wert von 8 hdngt nur von der Raumdimension
des Systems ab, evtl. noch von der Spindimension, falls eine Spinvariable beteiligt
ist, sowie von der Reichweite der Wechselwirkung.

Der Ordnungsparameter verhilt sich als Funktion der Temperatur am kritischen
Punkt T = T, stetig bzw. kontinuierlich, jedoch mit einer singuldren Ableitung
dAz/dT: diese springt von dem Wert —oo bei T' = T, — 0 auf den Wert 0 bei T' > T..
Da die Volumendifferenz Az = (v, — v,)/v. als Ableitung der freien Enthalpie G
nach dem Druck p dargestellt werden kann, ist es hier die gemischte zweite Ableitung
von G nach p und 7', die am kritischen Punkt springt. Von dieser Betrachtungsweise
riithrt die Bezeichnung Phaseniibergang 2. Ordnung her.



Kapitel 9

Magnetische Systeme und das
Landau—Modell

Im vorangegangenen Kapitel 8 haben wir gezeigt, daff der Ubergang vom Modell
des idealen Gases zum van der Waals—Modell des realen Gases durch die Beriick-
sichtigung von Wechselwirkungen zwischen den Teilchen zu diskontinuierlichen und
kontinuierlichen Phaseniibergéngen fiihren kann. Dafl Wechselwirkungen zwischen
den mikroskopischen Freiheitsgraden zu Phaseniibergéngen fithren konnen, ist ein
sehr allgemeines Phéinomen in der Thermodynamik. Wir werden es in diesem Ka-
pitel in magnetischen Systemen wiederfinden. Man bezeichnet solche Phianomene
auch als kooperativ. Kooperative Phdnomene zeichnen sich weiter dadurch aus, daf3
ihr Verhalten am kritischen Punkt weitgehend universell ist, also unabhéngig von
dem speziellen Typ des physikalischen Systems. Wir werden eine solche Universalitét
in diesem Kapitel im Vergleich zwischen kooperativen magnetischen Systemen und
dem realen Gas aus dem Kapitel 8 finden. Das universelle Verhalten am kritischen
Punkt ist das Motiv zur Formulierung eines universellen Modells, des sogenannten
Landau—Modells.

9.1 Paramagnetismus

9.1.1 Paramagnetische Zustandsgleichung

Wir betrachten zunéchst ein thermodynamisches System unabhéngiger, d.h., nicht
wechselwirkender magnetischer Momente. Die Momente kénnen durch Spins oder
durch Bahnmomente von Elektronen in Atomen oder Molekiilen oder auch von Ker-
nen realisiert werden. Nicht wechselwirkend bedeutet hier, dafl jedes der Momente

177
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sich unabhéngig von den iibrigen Momenten in seiner Richtung einstellen kann. Wir
wollen hier auch annehmen, daf§ die magnetischen Momente frei drehbar sind, d.h.,
dafl sie ohne Einwirkung eines dufleren magnetischen Feldes keine energetisch be-
vorzugte Richtung besitzen. Wenn jedoch ein dufleres magnetisches Feld mit der
FluBdichte By = pg H vorhanden ist, dann besitzt ein magnetisches Moment m
dort eine Energie

E= —mBo, (91)

wie aus der Elektrodynamik bekannt ist. Die Energie ist also minimal, wenn m
die Richtung von Bj einnimmt. In einem thermodynamischen System magnetischer
Momente wére die perfekte Ausrichtung aller Momente in Bj—Richtung also ein
Zustand minimaler Energie, allerdings auch minimaler Entropie, weil er ein Zustand
perfekter Ordnung wire und somit das statistische Gewicht W = 1 hétte, vgl. Ab-
schnitt 2.3. Bei endlichen Temperaturen wird das System einen Kompromify zwischen
minimaler Energie, d.h. Ausrichtung in Bg—Richtung, und maximaler Entropie, d.h.
maximale Unordnung der m—Richtungen, suchen. Wir erwarten, dafl dabei eine mitt-
lere, jedoch nicht perfekte Ausrichtung der magnetischen Momente in By—Richtung
zustandekommt, deren rdumliche Dichte als die Magnetisierung M des Paramagne-
ten definiert wird. Wenn fiir By = 0 keine Vorzugsrichtung fiir die magnetischen
Momente existiert, wird die Magnetisierung M parallel zu By sein und fiir Bg = 0
wird M = 0 sein. Eine Zunahme des Feldes B, wird zu einer Zunahme der Ma-
gnetisierung fithren, eine Zunahme der Temperatur 7T jedoch zu einer Schwichung
der Magnetisierung, weil die thermische Bewegung der Momente mit zunehmender
Temperatur anwéchst. Dieser Zusammenhang legt es nahe, die Magnetisierung als
monotone Funktion von By /T anzusetzen. Diese Variable wird dimensionslos, wenn
wir sie mit dem mikroskopischen magnetischen Moment m = |m| multiplizieren:
n:=m By/T. Bei Verwendung der Kelvin-Skala fiir die Temperatur 7" miifiten wir
n=m By/(kgT") schreiben, wo kg die Boltzmann-Konstante ist. Unser Ansatz fiir
die Magnetisierung M in Bg—Richtung lautet also M ~ A(n). Aulerdem erwarten
wir

N
n— 00 : M%Tm, (9.2)

worin N die Gesamtzahl der mikroskopischen Momente und V' das Volumen des
Systems sind. N m/V ist die Sdttigungsmagnetisierung. Wir skalieren die Funktion
A(n) nun so, daBl A(n) — 1 fiir n — oo, so daf

Nm
= — A =
M=—=AMm), 0

(9.3)
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Dieses ist die paramagnetische Zustandsgleichung, die der Zustandsgleichung pV =
N T des idealen Gases entspricht. Weil M = 0 fiir By = 0, ist A(0) = 0. In der Néhe
von n = 0 wird A(n) in eine Potenzreihe nach 1 entwickelbar sein, so dafi wir fiir
hinreichend schwache Felder in niedrigster Ordnung A(n) ~ n erwarten. Wir werden
spater im statistischen Teil die Funktion A(n) fiir verschiedene Systeme berechnen.
Fiir klassische Momente m, die sich kontinuierlich relativ zur By—Richtung einstellen
konnen, werden wir

1
Aln) = cothy = = g +O0(n®) (9.4)
finden, fiir quantisierte Elektronenspins m = eh/(2m,.) (e = Elementarladung,
m. =Elektronenmasse)
A(n) = tanhn = n+ O(n?). (9.5)

Beide Funktionen A(7) in (9.4) und (9.5) erfiillen offensichtlich A(n) — 1 fiir n — co.
Die magnetische Suszeptibilitét

o (32), o (2,

ist im allgemeinen noch eine Funktion von By und 7. Nur im Grenzfall schwacher
Felder By, wenn wir A(n) durch den Term ~ 7 approximieren kénnen, wird x s
unabhéngig vom Feld H bzw. By. Fiir die beiden obigen Beispiele lautet y,, dann

{ o Nm?/(3V T) klassisch,
XM =

o Nm?/(VT)  Elektronenspin. (97)

In jedem Fall ist x5 ~ 1/T: Curiesches Gesetz. Wir wollen aber betonen, daf§ die
Voraussetzung eines "hinreichend schwachen Feldes” n = m By/T < 1 von der
Temperatur abhéngt.

9.1.2 Entropie und freie Energie des Paramagneten

Aus der Kenntnis der Magnetisierung als Funktion von By und 7' kénnen wir auch
recht weitgehende Aussagen iiber die Entropie des Paramagneten gewinnen. Wie
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im Abschnitt 4.5 gezeigt, lautet die Fundamentalrelation fiir die freie Energie F =

F(T, By):

dF = —SdT —V M dB,. (9.8)

Daraus folgt eine Maxwell-Relation, die wir unter Verwendung von (9.3) auswerten:

aS oM NmQBg ’ mBO
(8—BU> V(a—T>BO__ T2 A< T ) 6-9)

T

(A'(n) bedeutet die Ableitung nach n.) Daraus finden wird durch Integration nach
By bzw. mit der Substitution 7 = m By/T die Entropie S = S(T, By) als Funktion
von T', By:

N 2 By B/
S(T,By) = So(T) -~ / B, By A’ <mT0>
0

T2
= ST =N ["anfof M)
- SO(T)+Na<mBO> (9.10)
mit
o(n): = —/Ondn’n’/\’(n’)=—nA(n)+<1>(n), (9.11)
o) = [ anAsy). (912)

durch eine partielle Integration, bzw. auch ®'(n) = A(n).

Da o(0) = 0, lesen wir aus (9.10) ab, dafi So(T") die Entropie des Paramagneten
in Abwesenheit eines dufieren Feldes, also fiir By = 0 ist. So(7") enthélt die thermi-
sche Bewegung samtlicher Freiheitsgrade des Systems, bei denen die Orientierungen
der Momente nicht betroffen sind. Bei Inversion des Feldes, By — — By, kehrt im
Paramagneten auch die Magnetisierung ihre Richtung um: M — —M. Folglich ist
A(n) ungerade, A(—n) = —A(n), vgl. auch (9.4) und (9.5), und A'(n) ist gerade.
Dann folgt aus (9.11), dafl auch o(n) gerade ist: o(—n) = o(n). Der Feldanteil der
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Entropie hingt also nicht von der Richtung von B, ab, was physikalisch unmittelbar
einleuchtet. Ebenso physikalisch einleuchtend ist, da8 o(n) < 0: durch das Einschal-
ten des Feldes By wird die Ausrichtung der Momente und somit die Ordnung im
Paramagneten erhoht, damit aber die Anzahl der repréisentativen Mikrozustinde
und somit die Entropie erniedrigt, vgl. Abschnitt 2.1. Formal schlieen wir o(n) < 0
aus (9.11), wenn wir beachten, dafl A'(n) > 0: eine Erhchung von B, fiihrt immer
zu einer Zunahme der Magnetisierung M. Natiirlich kann die Gesamtentropie S als
Logarithmus der Anzahl der repriasentativen Mikrozustdnde niemals negativ werden.
Daraus folgt —o(n) < Sg/N. Diese Eigenschaft kénnen wir hier nicht nachweisen,
da So(T) hier lediglich als T-abh#ngige Integrationskonstante auftritt.

Wir berechnen die freie Energie F = F(T, By), indem wir die Zustandsgleichung
(9.3) sowie die Entropie aus (9.10) in die Fundamentalrelation (9.8) einsetzen. Unter
Verwendung von (9.11) erhalten wir

dFF = —[So(T)+ No(n)] dT — NmA(n)dB,
= —[So(T)+ N®(n)] dT + N A(n) (ndT — m dB,)
— _[Sy(T) + N ()] dT = NT A(n) dn, (9.13)
weil
dn = %dBO— mT—fodT: % (mdBy — ndT).

Da @' (n) = A(n), vgl. (9.12), liBt sich dF in (9.13) integrieren zu

F(T,By) = Fy(T) — NT ®() = Fo(T) ~= NT & <mB°> .

(9.14)

Darin hingt die Funktion Fy(T) mit So(T) durch dFy(T)/dT = So(T) zusammen.

Zu gegebenem A(n) kénnen wir ®(n) berechnen. Unter Benutzung der in (9.4) und
(9.5) angegebenen A(n) finden wir

In (sinhn/n) klassische Momente,

In (coshn)  Elektronenspins. (9.15)

() = /On dn' A(n) = {

Fiir hinreichend kleine n = m By/T, wenn wir A(n) linear approximieren kénnen,
A(n) = an, wird
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O(n) = %7727 0(n)=—%n2,
S(T.B) = suT)- 55 (B2
F(T. By) = FO(T)—%(me)Z. (9.16)

9.1.3 Innere Energie und Wirmekapazitit

Die innere Energie berechnen wir aus U = F +TS. Einsetzen von S aus (9.10) und
F aus (9.14) ergibt

U(T,By) = Uo(T)—=NT [®(n) —o(n)]
= Uo(T) = NTnA(n)

mBO) (9.17)

- Ug(T)—NmBOA< -

mit Uy(T) = Fo(T) + T So(T). Fiir hinreichend kleine n = m By/T wird daraus

(m BO)Z‘

U(T, Bo) = Uo(T) — Na T

(9.18)

Wir bestimmen schliefilich noch den feldabhédngigen Anteil der Warmekapazitiat Cp,:

ou
<—> = U(;(T) + OBO?
By

. mB()2 ’ mBO
OBO_N<T>A<T>, (9.19)

worin A’(n) wieder die Ableitung nach 7 bedeutet. Fiir den Fall von Elektronenspins,
A(n) = tanhn, wird

(m Bo/T)?
cosh?(m By /T)’

Cp, = (9.20)
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Die Abbildung 9.1 zeigt den Verlauf von Cp,/N als Funktion der skalierten Tem-
peratur 7 = T /(m By). Dieser Verlauf ist typisch fiir ein 2-Zustands-System. Bei
T = 0 zeigen samtliche Spins der Elektronen in Feldrichtung By. Dieser Zustand ist
durch nur einen Mikrozustand représentiert. Mit zunehmender Energie nimmt auch
die Anzahl der reprisentativen Zusténde zu. Sie betrigt

worin n = Anzahl der Spins gegen die Feldrichtung By, vgl. Abschnitt 2.2. Mit
zunehmender Temperatur 7" kann das System deshalb zunichst mehr Energie bzw.
Waérme pro Temperatur aufnehmen. Bei sehr hoher Temperatur bestimmt dann aber
der entropische Anteil —7' S das Minimum der freien Energie FF = U — T S, d.h.,
das System strebt einem Zustand mit maximaler Entropie zu. Wegen S = In W ist
das dquivalent zu W =Max, und das ist bei n = N/2 erreicht, wenn gleich viele
Spins in und gegen die Feldrichtung Bj zeigen. Weitere Energie kann nicht mehr
aufgenommen werden, so dafl die Warmekapazitit als Funktion der Temperatur
wieder abnehmen muf.

0-5 T T T T T
Cpo /N

03

01

Temperatur T'/(m By)
0 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6

Abbildung 9.1: Feldabhéngiger Anteil der Wéarmekapazitit C'g, eines Systems elek-
tronischer Spins als Funktion der Temperatur.
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9.2 Weifische Theorie des Ferromagnetismus

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir ein System unabhéngiger magnetischer
Momente thermodynamisch beschrieben. Wir konnen die Ergebnisse dieser Beschrei-
bung begrifflich vergleichen mit dem System unabhéngiger Teilchen, also mit dem
idealen Gas im Kapitel 7. Die Beziehung M = M (T, By), die wir im vorangegange-
nen Abschnitt in der Form (9.3),

Nm

mBU
T

modelliert hatten, haben wir mit V' = V(T,p) = N T//p beim idealen Gas zu verglei-
chen. Wir konnen sie also als die "ideale Gasgleichung” unabhéngiger magnetischer
Momente ansprechen. Jetzt wollen wir auch fiir das System magnetischer Momen-
te den analogen Schritt ausfiihren, der uns vom idealen Gas zu einem realen Gas
fiihrte. Das reale Gas unterscheidet sich vom idealen Gas dadurch, dafl die Teilchen
miteinander wechselwirken kénnen. Thermodynamisch hatten wir diese Wechselwir-
kungen im Kapitel 8 durch das Modell des van der Waals—Gases beschrieben. Dieses
Modell ist, wie wir dort angemerkt hatten, ein sogenanntes Molekularfeld—Modell:
die thermodynamischen Auswirkungen der Wechselwirkungen waren sehr pauschal
durch ein Eigenvolumen der Teilchen und durch eine Druckreduktion aufgrund einer
Anziehung zwischen den Teilchen erfafit worden.

Analog werden wir jetzt im Fall des Systems magnetischer Momente vorgehen, wobei
der Ausdruck Molekularfeld-Modell noch viel anschaulicher sein wird. Wir stellen
uns die Wechselwirkung zwischen den magnetischen Momenten so vor, daf} ein her-
ausgegriffenes Moment nicht nur unter der Wirkung des dufleren Feldes mit der
Fluidichte By steht, sondern zusétzlich noch unter der Wirkung eines inneren Fel-
des mit der FluBdichte B.s¢, die ihrerseits durch die benachbarten magnetischen
Momente erzeugt wird. Auf diese Weise kommt eine "anziehende” Wechselwirkung
zustande: benachbarte Momente haben die Tendenz, sich parallel zu stellen. Solche
Systeme heiflen Ferromagneten. Deren Molekularfeld-Beschreibung setzt das effek-
tive Feld B.ss proportional zur gesamten mittleren Magnetisierung M,

Beff :AIJ,UM, (921)

die nunmehr analog zum Fall des Paramagneten aus der impliziten Gleichung

M

(9.22)

_NmA m (By + Beyy) _NmA m (By + A po M)
SV T % T
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zu berechnen ist. Diese Gleichung ist die Zustandsgleichung des Molekularfeld—
Modells bzw. des Weifischen Modells eines Ferromagneten. Sie ist das Analogon zur
van der Waals-Zustandsgleichung eines realen Gases. Die Konstante A wird auch
Austauschkonstante genannt. Sie ist offensichtlich ein Parameter, der die Starke der
Wechselwirkung zwischen den Momenten beschreibt. Indem der Ansatz (9.21) das
lokale Wechselwirkungsfeld als durch die gesamte Magnetisierung des Systems ge-
geben annimmt, setzt er eine sehr langreichweitige Wechselwirkung voraus.

9.2.1 Der Ferromagnet ohne dufleres Feld: By =0

Bei der Auswertung von (9.22) beginnen wir mit dem Fall By = 0, also ohne duferes
Feld:

Nm m A g M
M = A . 9.23
S (T (9.23

Beim Paramagneten war bei By = 0 auch immer M = 0. Beim Ferromagneten in
(9.23) kann aber ein M # 0 fiir By = 0 auftreten. Zwar ist auch dort M = 0 immer
eine Losung, weil ja A(0) = 0 sein sollte, aber wenn A(n) bei n = 0 eine hinreichend
grofle Steigung besitzt, gibt es zwei weitere Losungen M # 0, vgl. Abbildung 9.2
(Schnittpunkte von f(M) = (Nm/V)A(m A pg M/T) mit g(M) = M.) Diese Stei-
gung wird durch die Temperatur gesteuert, weil alle anderen Parameter N/V,m, A
in einem magnetischen System nicht verfiigbar sind. Es gibt offensichtlich eine kri-
tische Temperatur 7., die die beiden Bereiche M = 0 und M ## 0 trennt. Sie ist
dadurch definiert, daf§ die rechte Seite von (9.23) fiir ' = T, dieselbe Steigung wie
die linke Seite besitzt, also den Wert 1:

Ka?W)TC NVm A (mAIIfCUM)]M_O =L (9.24)

Die Entwicklung von A(n) bei n = 0 habe die Form

A(n) = an+ 07, (9.25)

vgl. Abschnitt 9.1, worin z.B. o = 1/3 fiir den klassischen Paramagneten und o = 1
fiir Elektronenspins, vgl. (9.4) und (9.5). Dann folgt aus (9.24) fiir die kritische
Temperatur, die in magnetischen Systemen auch Curie-Temperatur genannt wird:
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f(M) =
= N\ (mAmd) @,/

Abbildung  9.2:  Loésung von  (9.23):  Schnittpunkte von  f(M) =
(Nm/V)A(mApyM/T) mit g(M) = M, (1): T > T,, (2): T < T..(Dargestellt ist
der Verlauf A(n) = tanhn fiir Elektronenspins.)

N 2
T. = ‘;" A o . (9.26)

Wir kénnen jetzt auch die Gleichung (9.23) in kritisch skalierter Form aufschreiben.
Wir wéhlen

M
t:=T/T, = 9.27
/ T Nmv (9:27)
und finden
T
=A[—). 9.28
v <at> ( )

Die Abbildung 9.3 zeigt die Losungen x # 0 dieser Gleichung als Funktion der kri-
tisch skalierten Temperatur ¢ fiir ¢ < 1 bzw. T' < T,. (Wir haben in dieser Abbildung
wieder den Fall von Elektronenspins mit A(n) = tanhn mit a = 1 gewéhlt.) Wir
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erkennen in der Abbildung einen kontinuierlichen Phaseniibergang: Ordnungspara-
meter ist hier die Magnetisierung M ~ x, Kontrollparameter ist wie beim realen
Gas die Temperatur. Man nennt die Magnetisierung M # 0 bei By = 0 auch eine
spontane Magnetisierung. Sie ist typisch fiir das Verhalten von Ferromagneten. Die
spontane Magnetisierung ist in 7' < 7T, keine eindeutige Funktion der Temperatur;
unser Molekularfeld-Modell liefert uns zu jedem T je zwei Magnetisierungen M = 0,
die sich durch ihr Vorzeichen unterscheiden. Welche der beiden Magnetisierungsrich-
tungen sich tatsédchlich einstellt, wird durch lokale Fluktuationen entschieden. Die
Einstellung eines von mehreren moglichen Werten des Ordnungsparameters nennt
man auch spontane Symmetriebrechung. Sie ist ebenfalls typisch fiir kontinuierliche
Phaseniibergénge.

Auch in T < T, bleibt M = 0 bzw. x = 0 eine Losung von (9.28). Sie wird
dort allerdings instabil. Dieses ist eine allgemeine Figenschaft kontinuierlicher Pha-
seniiberginge, auf die wir im folgenden Abschnitt zuriickkommen werden.

1 T T T T T T
Magnetisierung
_ M

05 | r= Nm/V J

0
-05 .

t="T/T,
_1 1 1 1 1 1 1
0.5 0.6 0.7 0.8 09 1 11 12

Abbildung 9.3: Ordnungsparameter  ~ M als Funktion der skalierten Temperatur
t = T/T, im Weiischen Modell eines Ferromagneten.

9.2.2 Der Ferromagnet mit einem dufleren Feld B, # 0

Wir untersuchen jetzt noch die Losungen der Zustandsgleichung (9.22) fiir nicht
verschwindendes dufleres Feld By # 0. Auch fiir By # 0 kénnen wir die Zustands-
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gleichung skaliert formulieren, ndmlich in Erweiterung von (9.28) als

y—i—x) Bg
_A S 9.29
! ( ot ) VT N mIV) A (9:29)

die Definitionen von x und ¢ in (9.27) bleiben unverdndert. Die Abbildung 9.4 zeigt
das Ergebnis der Auswertung von (9.29), namlich die skalierte Magnetisierung z als
Funktion des skalierten dufleren Feldes y, und zwar je einmal z(y) fiir ¢ > 1und ¢ < 1.
Fiirt > 1, also T' > T, ist = eine eindeutige Funktion von y, bzw. M eine eindeutige
Funktion von By. Wegen der qualitativen Ahnlichkeit zum Paramagneten nennt man
T > T, auch den paramagnetischen Bereich. Fiir t < 1 bzw. T < T, ist z(y) bzw.
M (By) mehrdeutig. Dieses Verhalten ist vollig analog zu dem der Funktion V' (p) (bei
T =konstant) im van der Waals—Modell: auch dort lieferte die formale Isotherme ein
mehrdeutiges V (p). Wie im van der Waals-Modell sind die Aste M > 0 fiir By < 0
und M < 0 fiir By > 0 instabil und miissen durch die Senkrechte By = 0 zwischen den
nicht verschwindenden Werten von M fiir By — +0 und By — —0 abgeschnitten
werden. Dieses Verfahren entspricht der Maxwell-Konstruktion beim realen Gas.
Auf seine Begriindung fiir den Ferromagneten werden wir im folgenden Abschnitt
zuriickkommen. Es entsteht auf diese Weise ein diskontinuierlicher Phaseniibergang
fiir die Magnetisierung als Funktion des dufleren Feldes.

Im Gegensatz zum realen Gas ist es in vielen Ferromagneten moglich, die instabilen
Aste weitgehend zu realisieren. Wenn man in der Abbildung 9.4 von hohen By
Werten kommend den Wert By = 0 in negativer Richtung durchliduft, bleibt man
zunéchst auf dem instabilen Ast M > 0 (in Abbildung 9.4 gestrichelt), bis dieser
mit senkrechter Tangente endet. Spétestens dort mufl das System bei weiterer Ab-
nahme von By auf den stabilen unteren Ast springen (Pfeile in der Abbildung 9.4),
entsprechend in umgekehrter Richtung. Man nennt dieses Verhalten Hysterese: die
Magnetisierung héngt nicht nur vom jeweiligen Wert des dufleren Feldes, sondern
auch von der ”Vorgeschichte” des Systems ab.

Es ist einsichtig, daf} sich im ferromagnetischen Bereich im allgemeinen keine ma-
gnetische Suszeptibilitit y,, mehr sinnvoll definieren 148t, wohl aber im paramag-
netischen Bereich ¢ > 1 bzw. T' > T, des Ferromagneten. Wir entwickeln A(n) auf
der rechten Seite von (9.29) fiir hinreichend kleine Felder y und entsprechend hinrei-
chend kleine Magnetisierungen z bis zur linearen Ordnung, A(n) ~ an, vgl. (9.25),
und erhalten

und daraus
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1 T T T T
Magnetisierung ) ]
/7//_/—/_7
€T ~ M ‘/_,,_/-/’/
05 | /
; )
0

-0.5 / 7

// -

_1 1 1 L
-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

Feld y ~ By

Abbildung 9.4: Magnetisierung z ~ M als Funktion des dufleren Feldes y ~ By, (1):
t>1,(2):t<1.

T = = . (9.30)

Aus (9.27) und (9.29) setzen wir yT. = am By und M = (Nm/V)z ein und
erhalten

Nm2 OéB[]
vV T-T,

(9.31)

bzw.

_ (oM _ oM\ _ Nm’ a (9.32)
r=\om ), ~"\oB,) . TV T-T, |

Dieses Verhalten von x,; wird auch Curie- Weifisches Gesetz genannt und ist mit
dem Curieschen Gesetz (9.7) fiir den Paramagneten zu vergleichen.
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9.3 Das Landau—Modell

Die qualitativen Ahnlichkeiten zwischen den kontinuierlichen und diskontinuierli-
chen Phaseniibergéingen im van der Waals-Modell und in der Weifischen Theorie
des Ferromagnetismus findet man auch in vielen anderen thermodynamischen Sy-
stemen mit kooperativen Ph&nomenen wieder. In diesen Systemen ist immer ein
Ordnungsparameter = definierbar, der sich in der Ndhe des kritischen Punktes wie

0 t>1 bzw. T >T, (9.33)

x—{ ~(1-t)f t<1 bzw. T <T,
verhélt, worin der kritische Exponent f fiir gewisse Klassen von Systemen immer
denselben Wert besitzt. Die Molekularfeld—Theorie liefert, wie wir gesehen haben,
B = 1/2. Dieses sogenannte universelle Verhalten von kooperativen Systemen in
der Nihe des kritischen Punktes ist der Ausgangspunkt des Landau—Modells, das
wir hier in ihrer einfachsten Version, ndmlich wiederum als Molekularfeld-Theorie
kennenlernen wollen. Es macht einen Ansatz fiir die freie Enthalpie G in der Form
G = G(T,p,y;x). Darin ist y ein skaliertes dufleres Feld, z.B. das Feld By in einem
Ferromagneten und z der skalierte Ordnungsparameter, z.B. die Magnetisierung.
Im folgenden benotigen wir den Druck p zunéchst nicht als Variable und schreiben
ihn deshalb nicht explizit mit. Der Ordnungsparameter z in G = G(T,y; ) spielt
die Rolle einer inneren Variablen, wie wir sie bereits frither verwendet haben. Der
Gleichgewichtswert des Ordnungsparameters soll durch G =Min in bezug auf die
Variable x bestimmt werden. Dieses Vorgehen entspricht genau unseren allgemeinen
Uberlegungen im Kapitel 4. Insofern konnten wir das Landau-Modell jetzt auch als
einen weiteren Abschnitt an das Kapitel 4 anhdngen.

Das Landau-Modell beruht auf der Annahme, dal G = G(T,y; z) nach dem Ord-
nungsparameter x entwickelt werden kann:

G(T,y;2) = Go(T,y) + vz +az® + ba* + ... (9.34)

Den Koeffizienten « des linearen Terms ermitteln wir aus der Relation, die im Fall
magnetischer Systeme

1 [ OF
M = —7 (6—BO>T (9.35)

lautet, vgl. Abschnitt 4.5. Tatséichlich entspricht die freie Energie F' = F(T, By) in
magnetischen Systemen der Funktion G = G(T,y;x), weil y der Feldvariablen By
entspricht. Die Relation (9.35) wird also als
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N (%)T (9.36)

in das Landau-Modell iibertragen. Wir setzen (9.34) in (9.36) ein und finden y = —y.

In der Entwicklung (9.34) haben wir keinen Term ~ z® eingeschlossen, weil wir

annehmen wollen, daf§ das System bei y = 0, im magnetischen Fall By = 0, gegen
eine Vorzeichenumkehr von z, im magnetischen Fall die Magnetisierung, invariant
ist. Man kann das Landau—Modell aber auf den allgemeinen Fall ohne diese Invarianz
erweitern.

Wir bilden jetzt die Variation 6G aufgrund einer Variation dx des Ordnungspara-
meters bei T =konstant und y =konstant und erhalten aus (9.34) (mit v = —y)

0G = (—y+2az+4ba*) . (9.37)

Der Gleichgewichtswert des Ordnungsparameters sollte durch G =Min bestimmt
sein. Daraus folgt G = 0 bei beliebigem dz, also

—y+2ax+4ba’® =0. (9.38)

Die lokale Stabilitit der Losungen dieser Gleichung verlangt 6°G > 0. Gemifi den
Regeln aus dem Kapitel 5 berechnen wir aus (9.37)

0°G = (2a+12b2%) (0x)”. (9.39)

9.3.1 Die Losungen fiir verschwindendes Feld y = 0

Wir untersuchen die Losungen von (9.38) zunéchst fiir verschwindendes Feld y = 0.
Sie lauten

0
x :{ i\/m (9.40)

Fiir die Losung x = 0 wird
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(5°G) _ =2a(sz), (9.41)

d.h., x = 0 ist stabil fiir @ > 0. Fiir die beiden Losungen x # 0 aus (9.40) wird
QVCO$¢0::—4a(5xF, (9.42)

d.h., die Lésungen z # 0 sind stabil fiir < 0. Der Ubergang zwischen a > 0 und
a < 0 soll einen kontinuierlichen Phaseniibergang als Funktion der Temperatur bei
einer kritischen Temperatur 7" = T, beschreiben. Die einfachste Annahme dafiir ist
a=a(T) ~T — T, oder in skalierter Form a = ag (¢t — 1) mit ¢t = T//T. und ay > 0.
Die in t < 1 stabile Losung = # 0 erhélt dann die Form

Qo

S
i 2b

(1-1), (9.43)

also die uns bekannte Form eines kontinuierlichen Phaseniibergangs in der Moleku-
larfeld—Version. Allerdings muf} dafiir auch noch b > 0 erfiillt sein. Diese Bedingung
folgt daraus, dafl auch bei t = 1 die Losung = = 0 stabil sein muf}. Dort ist aber
602G = 0, so dal wir §*G untersuchen miissen. Mit den Regeln aus dem Kapitel 5
berechnen wir §*G = 24 b (6x)*. Aus der Stabilitit von z = 0 bei t = 1 folgt also
auch b > 0.

Zur Vereinfachung der Schreibweise wollen wir vereinbaren, dafl wir durch eine ge-
eignete Skalierung des Ordnungsparameters = und der freien Enthalpie G' die Kon-
stanten ag = 1/2 und b = 1/4 gewé&hlt haben. Dann ist a = (¢ — 1)/2, und die freie
Enthalpie kann geschrieben werden in der skalierten Form

— 1
G(T,y;) = Go(T,y) ~ —yx + ——a” + 72, (9.44)

und (9.43) vereinfacht sich zu

T =+v1-t. (9.45)

Wenn die mikroskopischen Fluktuationen dx des Ordnungsparameters sehr grofl wer-
den, konnen die beiden Zusténde in (9.45) instabil werden. Wir schétzen ab, daf} sie
stabil bleiben, wenn das Schwankungsquadrat ((dx)?) kleiner bleibt als der quadra-
tische Abstand der beiden Losungen von (9.45), wenn also ((6z)?) < 4 (1 —t). Diese
Bedingung heifit auch das Ginzburg-Kriterium.
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9.3.2 Die Losungen fiir nicht verschwindendes Feld y # 0

In einem zweiten Schritt untersuchen wir die Lésungen von (9.38) zu nicht ver-
schwindendem Feld y # 0. In der skalierten Form y = P(z) := (t — 1) z + z3 lauft
das auf die Ermittlung der Schnittpunkte eines Polynoms 3. Ordnung P(z) mit einer
Parallelen zur z—Achse zum vorgegebenen Wert y hinaus. Die Abbildung 9.5 zeigt
zwei Verldufe von P(z), und zwar fiir ¢ > 1 und fiir ¢ < 1. Fiir ¢t > 1 bzw. T > T,
gibt es zu jedem y stets genau eine Losung von y = P(x), fir t < 1 bzw. T < T,
gibt es y—Bereiche, in denen es drei Losungen von y = P(z) gibt, die wir 1, xs, 3
in aufsteigender Reihenfolge nennen wollen, also z; < x5 < x3. Die beiden Extrema
von P(z) liegen bei

Ter2 = F\ —5—- (946)
Dort hat P(z) den Wert P(z.12) = +y. mit

2

v =37 (1-1)*2. (9.47)

In —y. < y < +y. gibt es also drei Losungen xy < x5 < x3 fiir den Ordnungspara-
meter. Unter diesen sind jene lokal stabil, fiir die $*°G > 0. Gemif (9.39) ist das der
Fall, wenn (in skalierter Form) ¢t — 1 + 3% > 0 bzw.

1—t

Aus der Abbildung 9.5 entnehmen wir, daf§ der grofite und der kleinste Wert des
Ordnungsparameters, x3 und 2y, immer die Bedingung (9.48) erfiillen und damit lo-
kal stabil sind, widhrend z, immer lokal instabil ist. Jede mikroskopische Fluktuation
wiirde aus x5 herausfiihren, nicht jedoch aus z; und z3'. Von diesen beiden ist aber
immer einer der global stabilere, namlich x3 fiir y > 0 und x; fiir y < 0. Das geht un-
mittelbar aus der Auftragung von G(T,y;z) — Go(T,y) ~ —yx+ (t —1) x2/2 + /4
als Funktion des Ordnungsparameters x in Abbildung 9.6 hervor. Dort ist der Fall
y > 0 gezeigt, so dafl x3 global stabiler als x; ist, entsprechend umgekehrt fiir y < 0.

Unsere Stabilitédtsiiberlegungen haben eine Konsequenz, die wir bereits im Zusam-
menhang mit der Weifischen Theorie erwdhnt haben, ndmlich die Hysterese in der

1Vgl. aber die Bemerkung am Ende des Abschnitts 9.3.1
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Plx)=(@t—-1)z+2*

y >0 \
0 B Te2
L1 Ter Ty T3
Tt t<1

Ordnungsparameter x

0

Abbildung 9.5: Berechnung des Ordnungsparameters fiir nicht verschwindendes Feld
y # 0, hier y > 0.

Magnetisierung M als Funktion des Feldes By bzw. hier in der Hysterese des z—
Wertes als Funktion von y. Fiir t < 1 bzw. T' < T, beginnen wir mit negativem Feld
y < 0 und negativem x; < 0. Wir erhéhen das Feld y. Beim Wert y = 0 wechselt
die globale Stabilitdt von x; < 0 zu x3 > 0 unstetig, also in einem diskontinuierli-
chen Phaseniibergang. Dennoch kann das System auch fiir y > 0 zunéchst noch im
Zustand x; < 0 verbleiben, weil dieser ja lokal stabil bleibt. Spéatestens beim Wert
Y = Y., vgl. (9.47), springt das System auf den Ast z3 > 0, moglicherweise aber schon
vorher, wenn Fluktuationen auftreten, die den lokalen Stabilitdtsbereich {iberwin-
den. Das dahinter stehende mikroskopische Bild ist das der Keimbildung und des
Keimwachstums. Zunéchst werden sich lokale z3-Keime in der z;-Umgebung bil-
den. Die entscheidende Frage ist dann, ob diese Keime weiter wachsen werden und
schlieBlich das gesamte System erfassen. Derselbe Vorgang spielt sich natiirlich in
umgekehrter Richtung ab. Die Abbildung 9.7 zeigt das zugehorige Bild analog zur
Abbildung 9.4.

Auch das van der Waals—Modell 148t sich in die Form des Landau-Modells iiber-
tragen. Das haben wir bereits im Abschnitt 8.5 vorweggenommen, als wir dort den
kritisch skalierten Druck y = p/p. in der Néhe des kritischen Punktes beit =1,z =1
nach x — 1 entwickelt hatten:

yp=1-n(1—t)+a(l—t)(z—1)+b(1—1t)(z—1)>—c(z—1)>
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T 0 T3

Abbildung 9.6: Verlauf von ¢(T,y;x) — go(T,y) = —yx + (t — 1)2?/2 + z*/4 als
Funktion des Ordnungsparameters x fiir y > 0 und y = 0.

Hier war = v/v, das kritisch skalierte Volumen (pro Teilchen). Ein Term ~ (z—1)?
bzw. ~ z? tritt in der entsprechenden Gleichung (9.38) des Landau-Modells nicht
auf. Allerdings zeigte sich bereits im Abschnitt 8.5, dal der Term b (1 —¢) (z — 1)?
dort unwesentlich war.

9.3.3 Das Verhalten der Wiarmekapazitét

Wir wollen das Verhalten der Warmekapazitit C, fiir verschwindendes Feld y = 0
beim kontinuierlichen Phaseniibergang von 7' > T, nach T' < T, bestimmen. Dazu
greifen wir auf die freie Enthalpie G = G(T,p; z) in (9.34) (mit v = —y = 0 und
a=ag(T/T. — 1)) zuriick:

G(T.p:#) = Go(T,p) +a (= 1) 2% + b (9.49)

C

Wegen dG = —SdT + V dp + pdN folgt daraus fiir die Entropie

_ oG\ ag oG oz
p P p
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Ordnungsparameter x

Feld y

0

Abbildung 9.7: Diskontinuierlicher Phaseniibergang und Hysterese im Landau—
Modell.

mit Sy = —(90G/IT),. Weil nun im Gleichgewicht dG/0x = 0, bleibt aus (9.50)
S = So(T,p) — ag x?/T.. Jetzt setzen wir 22 = 0 fiir T > T, und

T
x2:99<y——) fir T<T,

2b T,
vgl. (9.43), ein und erhalten
T>1T,: S:SO(T,p),
a? T
T<T,: S:%@@—ijo—fy (9.51)

Die Entropie ist beim Ubergang von T > T, zu T < T, zwar stetig, doch tritt in
T < T, ein zuséitzlicher Term auf, der eine Verminderung der Entropie beschreibt.
Diese Entropieverminderung ist mit dem Auftreten eines Ordnungsparameters in
T < T, verkniipft. Zum Beispiel bedeutet im Ferromagneten das Auftreten einer
spontanen Magnetisierung M # 0 in T < T, einen htheren Ordnungszustand als
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M =0inT > T.. Ein stiarker geordneter Zustand ist aber stets mit einer geringeren
Zahl représentativer Mikrozusténde, d.h., mit einer niedrigeren Entropie verkniipft.
Im van der Waals—Modell ist die kondensierte Phase in 7' < T, stirker geordnet als
die Gasphase in T' > T,.

Aus der Entropie in (9.51) gewinnen wir gemifi C, = T (05/0T), die Warmekapa-
zitdt C):

T>T,: Op:CpJ],
2
. _ o
T<T,: Cp = Cp70 + Tj? T (952)

mit C,o = T (05,/9T),. Infolge des oben geschilderten Verhaltens der Entropie
dndert sich die Wirmekapazitit beim Ubergang von T' < T, zu T > T, sprunghaft.
Auch andere verallgemeinerte Suszeptibilititen wie Cy,, der Ausdehnungskoeffizi-
ent oder die Kompressibilitit konnen sich beim Ubergang von T < T, zu T > T,
sprunghaft dndern.

9.4 Ortsabhingiger Ordnungsparameter

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir angenommen, dafy der Ordnungsparame-
ter x einen einheitlichen Wert fiir das gesamte System hat, bzw. rdumlich homogen
ist. Das ist aber nicht notwendig der Fall. So kann z.B. das duflere Feld vom Ort
abhingen: y = y(r). Dann erwarten wir, dal auch der Ordnungsparameter vom
Ort abhéngt: = z(r). In diesem Fall miissen wir die freie Enthalpie G durch eine
rdumliche Integration iiber das System darstellen:

G = [ d're(r) p(T.p. y(r);a(r)), (9.53)

worin d*r das differentielle Volumenelement dV ist, ¢(r) die Teilchendichte am Ort
r und p(...) das chemische Potential bzw. die freie Enthalpie pro Teilchen. Wir
nehmen nun an, dafl die Teilchendichte ¢(r) konstant ist und nicht vom Ordnungs-
parameter betroffen ist, so dafl wir sie als Faktor vor das Integral ziehen konnen.
Wenn diese Voraussetzung nicht erfiillt ist, z.B. beim van der Waals—Modell, miifiten
wir die folgenden Formulierungen entsprechend abéndern. Die Entwicklung der frei-
en Enthalpie nach dem Ordnungsparameter z im vorangegangenen Abschnitt, vgl.
(9.34), iibertragen wir nun auf das chemische Potential. Da der Ordnungsparameter
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jetzt aber ortsabhéngig ist, miissen wir diese Entwicklung um einen Term erweitern,
der einen rdumlichen Gradienten von z(r) enthélt. Wir schreiben in skalierter Form
analog zu (9.44)

t—1 1 1
5 x2+1x4+§ (Vz)” + ... (9.54)

(T, ysx) — po(T,y) ~ —y o +

DaB Vz nur in der Form (Vz)® auftritt, folgt aus der Annahme, daf das System
rdumlich isotrop sein soll. Den Wert 1/2 fiir den Entwicklungskoeffizienten kénnen
wir durch eine geeignete Skalierung der Raumkoordinate r erreichen. Die Erweite-
rung in (9.54) ist als niedrigster, nicht verschwindender Term in Vz zu interpre-
tieren. DaB (Vz)® mit positivem Vorzeichen auftritt, folgt daraus, daf in einem
homogenen System ein inhomogener Ordnungsparameter sicher zu einer Erhéhung
der freien Enthalpie fiithrt. Der ndchst hohere Term in einem isotropen System hétte
die Form ~ (Vz)*.

Den rdumlichen Verlauf z(r) des Ordnungsparameters im Gleichgewicht miissen wir
wiederum durch die Minimalbedingung 0G = 0 bestimmen. Durch Einsetzen der
Entwicklung (9.54) in das Integral (9.53) und durch Bildung der Variation § unter
der Annahme, dafl das Integrationsgebiet, d.h. die Systemgriéfie konstant bleibt,
erhalten wir

3G ~ /d%« [~y +(t— 1)z +4°] 5x+/d3r%5 (V)2 (9.55)

Auch 4z ist hier wie z als Funktion von = aufzufassen. Den letzten Term auf der
rechten Seite formen wir durch partielle Integration um. Es ist

%5 (Va)’ = Va (6Va) = V (62 Va) — (Vz) b,

weil Variation o und Gradient V unabhéngige Operationen und darum vertauschbar
sind. Beim Einsetzen in das Volumenintegral beachten wir, dal unter Benutzung des
Gauflschen Integralsatzes

/d3rV((5xVx) :f df éxVz =0,
ov

weil sowohl der Ordnungsparameter wie sein Gradient und seine Variation auf der
einhiillenden Fliche OV des Systems verschwinden. Somit erhalten wir insgesamt
fiir 0G
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3G ~ /d% [~y +(t— 1) x+a° — V] br. (9.56)

Die Minimalbedingung dG = 0 fiir beliebige dz = o0z (r) fithrt auf die partielle
Differentialgleichung

(V2 —t+ 1) T — 1’ = —y. (9.57)

Um die Bedeutung dieser Gleichung zu erkennen, l6sen wir sie approximativ fiir
ein 0—formiges " Testfeld” y = y(r) = yo 0(r), worin d(r) die Diracsche §—Funktion
ist. Diese Situation ist ein Gedankenexperiment mit der Fragestellung, wie sich der
Ordnungsparameter als Funktion des Ortes iiberkritisch (¢ > 1) und unterkritisch
(t < 1) verhdlt, wenn wir das System lokal durch ein dufleres Feld storen. Wir
beginnen mit dem iiberkritischen Fall ¢ > 1. Dort ist z = 0, wenn y = 0 wire. Wir
erwarten eine kleine, lokal begrenzte Abweichung von x = 0 an der Stelle » = 0 der
Storung, so dal wir den Term z® vernachlissigen kénnen:

(V2= t+1)z=—yd(r). (9.58)

Wir 16sen diese Gleichung durch Fourier-Transformation:

31. ~ . ~ _ 1 3 .
o(r) = [ dki(k) exp (ikr) o) = 55 [ dra(r) exp(~ikr).
1
(2m)°

ir) = /d3r exp (ikr).

Einsetzen in die partielle Differentialgleichung (9.58) fiihrt auf

(k) = (2?/;)3 e +1t_ - (9.59)

Die Ricktransformation

z(r) = (2%2)3 / dgkzi(iik—? (9.60)

fithren wir unter Benutzung von Kugelkoordinaten durch:
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|k| = F, kr=Fkr cosb,

so daf]

3, exp (1 k) / /+1
= 27
/d FEE— dk t—l (cos®) exp (i k cos )

4 [oo ksmkr 272

= dk =- exp(—\/t—lr). (9.61)

r Jo K2 +t—1

Wir schreiben das Endergebnis fiir z(r) in der Form

z(r) = % e "/, (9.62)

worin

ro=(t—1)""? (9.63)

die Bedeutung einer sogenannten Korrelationsldnge des Ordnungsparameters hat.
Diese driickt aus, wie weit sich eine lokale Abweichung des Ordnungsparameters
in das System hinein erstreckt. Unser Ergebnis besagt insbesondere, daf§ die Kor-
relationslange mit der Anndherung an den kritischen Punkt divergiert, und zwar
mit dem Exponenten —1/2. Dasselbe Verhalten finden wir auch unterkritisch. Hier
diirfen wir den Term ~ z*® natiirlich nicht vernachlissigen. Fiir ¢ < 1 hat der Ord-
nungsparameter fiir y = 0 den homogenen Wert x = ++1/1 — t. Wenn eine Stérung
y(r) = yo 6(r) auftritt, wollen wir annehmen, dafl sich z nach der Abweichung von
seinem homogenen Wert entwickeln 148t. Wir betrachten den Fall des homogenen
Wertes z = ++/1 — ¢, der Fall x = —y/1 — ¢ 1488t sich ganz analog behandeln, und
schreiben

r=VI—t+¢  P=0-0+301-t)E+. ..

und brechen die Entwicklung nach dem linearen Term in ¢ ab. Einsetzen in die
partielle Differentialgleichung (9.57) fiihrt jetzt auf

(V2+2(t—1)) &= —yod(r). (9.64)



9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU-MODELL 201

Die Losung von (9.64) folgt dem obigen Schema. Fiir die Korrelationsldnge erhalten
wir

ro=1[2(1—)]7"?, (9.65)

also wiederum eine Divergenz bei Annédherung an den kritischen Punkt mit dem
Exponenten —1/2.

Wie jede thermodynamische Grofie wird auch der Ordnungsparameter Fluktuatio-
nen in Abhingigkeit von Raum und Zeit zeigen. Solche Fluktuationen haben wir mit
der oben diskutierten Ortsabhéngigkeit des Ordnungsparameters noch nicht erfafit.
Um sie zu beschreiben, miifiten wir die Molekularfeld-N&herung fallen lassen und
ein Ensemble aller moglichen Verldufe von x(r, t) betrachten. Das oben beschriebe-
ne z(r) ist als der mittlere Verlauf des Ordnungsparameters zu interpretieren. Die
Molekularfeld-Theorie ist gerade dadurch charakterisiert, dal nur der mittlere Ord-
nungsparameter und seine Ortsabhingigkeit betrachtet werden. Die Formulierung
des Ensembles aller méglichen Verldufe des Ordnungsparameters ist ein Problem der
statistischen Theorie der Thermodynamik.
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Kapitel 10

Thermodynamik tiefer
Temperaturen

Das letzte Kapitel der sogenannten phidnomenologischen Thermodynamik ist der
Thermodynamik tiefer Temperaturen gewidmet, insbesondere dem Grenziibergang
T — 0. Wie wir schon im Abschnitt 1.3 erlautert hatten, bezeichnet man als phdno-
menologische Thermodynamik jenen Teil der Theorie, der lediglich die Existenz einer
Mikrodynamik mit ihrer sehr grofien Anzahl von Freiheitsgraden voraussetzt, aber
noch nicht die detaillierte mikrodynamische Struktur und keine statistischen Aussa-
gen, die sich auf diese Struktur stiitzen. Der Grenziibergang T' — 0 wird uns zugleich
an die Grenze der phidnomenologischen Theorie fiithren. Darum nimmt dieses Kapitel
eine Mittlerstellung zwischen phdnomenologischer und statistischer Theorie ein. Mit
der statistischen Theorie werden wir im folgenden Kapitel beginnen.

10.1 Der 3. Hauptsatz der Thermodynamik

Wir werden in diesem Abschnitt auf die Uberlegungen des 2. Kapitels zuriickgrei-
fen, in dem wir den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik formuliert hatten. Dort
hatten wir die Entropie S eines Gleichgewichtszustands als den Logarithmus der
Anzahl W der Mikrozustande definiert, die den makroskopischen Gleichgewichtszu-
stand repréisentieren:

S=InW. (10.1)

Da die Anzahl W reprisentativer Mikrozustdnde nicht kleiner als 1 sein kann, ist
die Entropie nicht negativ: S > 0. Der Wert S = 0 wird bei W = 1 angenommen,

203
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also dann, wenn ein thermodynamischer Makrozustand durch nur einen Mikrozu-
stand repréisentiert wird. Wir begriinden jetzt, dafl diese Situation nur dann ein-
treten kann, wenn das System seine kleinst mogliche Energie besitzt, die wir mit
U = Uy bezeichnen wollen. Wenn ndmlich U > U ist, kénnen wir diese Energie
immer auf verschiedene Weisen etwa auf lokale Teilsysteme des Gesamtsystems oder
auch verschiedene Freiheitsgrade verteilen und auf diese Weise unterscheidbare Mi-
krozustiande, also W > 1 bzw. S > 0 erzeugen.

Das Durchlaufen von thermodynamisch dquivalenten Mikrozustinden in einem Sy-
stem nennt man auch Fluktuationen. Im Kapitel 13 werden wir die Eigenschaften
von Fluktuationen ausfiihrlich darstellen. Im Zusammenhang dieses Kapitels stellen
wir also fest, dal im Zustand tiefst moglicher Energie, auch Grundzustand genannt,
offenbar keine thermodynamischen Fluktuationen mehr auftreten konnen und dafl
deshalb dort die Entropie verschwindet. Es ist auch einsichtig, dal wir bei der Be-
rechnung des Grundzustands quantentheoretisch vorgehen miissen, weil im Bereich
kleinster Energien eines Systems das Wirkungsquantum 7% nicht vernachléssigbar ist.
Selbstverstandlich kénnen im Grundzustand Quantenfluktuationen auftreten, aber
diese finden nicht zwischen verschiedenen Mikrozustidnden bzw. Quantenzustinden
statt. Das Fazit unserer Uberlegungen kénnen wir zusammenfassen in der Form

lim S(U,V,N) =0. (10.2)

U*}UO

Im Abschnitt 2.6 hatten wir die Temperatur 7' eines Gleichgewichtszustands durch

1 0S oU
? = (@) x bZW. T = (@) . (103)

definiert. Aus unseren Uberlegungen iiber den mikroskopischen Zusammenhang von
Energie und Entropie folgt auch, dafl die Temperatur nicht negativ werden kann,
also T' > 0, weil mit zunehmender Energie U immer mehr Fluktuationen moglich
werden, also auch die Entropie S zunehmen wird. Der kleinst mogliche Wert der
Temperatur ist also 7' = 0. Weil nun die Warmekapazitiat thermodynamisch stabiler
Systeme stets positiv ist,

ou
Cy = (a—T> . > 0, (104)

vgl. Abschnitt 5.3, folgt weiter, dal mit U — U, auch die Temperatur abnehmen
wird und umgekehrt. Wir erwarten sogar, daf fiir die tiefst mogliche Energie U — U
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auch die Temperatur ihren tiefst méglichen Wert 7' — 0 erreicht. In der statistischen
Theorie in den folgenden Kapiteln werden wir diese Erwartung bestétigen. Es reicht
sogar, dafl es wenigstens ein System gibt, das beliebig tiefe Temperaturen 7' —
0 erreichen kann, weil dann auch jedes andere thermodynamische System durch
thermischen Kontakt im Gleichgewicht dieselbe Temperatur erreichen kann. Unter
Vorwegnahme dieser Aussage schreiben wir

71}31() S(U,V,N) =0, (10.5)

worin 7', S, U auerdem durch (10.3) verkniipft sind. Korrekt formuliert miifite diese
Aussage lauten:

3. Hauptsatz der Thermodynamik:
Fiir 0S/0U — oo bzw. 0U/JS — 0 geht S — 0.

Die Aussage des 3. Hauptsatzes der Thermodynamik werden wir in diesem Kapitel
in der Form

%13}) S(T,z) =0 (10.6)

verwenden. Hier ist ”2” die symbolische Bezeichnung fiir weitere thermodynamische
Zustandsvariablen, z.B. V, N oder p, N usw.

Tatséchlich ist die Forderung W = 1 im Grundzustand unnétig scharf. Es reicht die
Forderung, dafl

1
lim — lim InW = 0. (10.7)

N—oo N U—Ug

Der duflere Limes N — oo ist der thermodynamische Limes. (10.7) bedeutet also,
daf} die Entropie im Grundzustand schwécher als linear mit N zunimmt. Da sie aber
eine extensive Grofie sein sollte, ist das asymptotisch gleichbedeutend mit S = 0 fiir
N — oo. Eine endliche Entartung des Quanten—Grundzustands etwa wére kein
Widerspruch zum 3. Hauptsatz.
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10.2 Verallgemeinerte Suszeptibilititen bei 7" — 0

Der 3. Hauptsatz der Thermodynamik hat weitreichende Konsequenzen fiir das Ver-
halten thermodynamischer Gréflen bei T — 0, insbesondere fiir die verallgemeiner-
ten Suszeptibilitdten, die wir im Abschnitt 5.4 eingefiihrt hatten. Wir zeigen, dafl
diese, soweit sie als Temperaturableitungen /9T definiert sind, ebenfalls mit 7" — 0
verschwinden. Wir beginnen mit den Wéarmekapazitiaten Cy und C,, fiir die wir im
Abschnitt 5.4

0 oS
=1 (5) . o= (5) (10:)
T ), x v o)

gezeigt hatten. Wir kehren diese Beziehungen, z.B. die fiir C'y; durch Integration um:

Cy(T',V,N)

T '
Wegen des 3. Hauptsatzes ist So(V, N) = 0. Wenn nun fiir 7 — 0 die Funktion
Cy(T,V, N) endlich bliebe (oder gar divergierte), dann wiirde S(T,V, N) mit T'— 0
divergieren, im Widerspruch zum 3. Hauptsatz. Denselben Nachweis konnen wir fiir
C, statt Cy fiihren. Also folgern wir

S(T,V,N) = Sy(V, N) + /UT AT’ (10.9)

%1_% Cy =0 und lim C, =0, (10.10)

T—0

und analog fiir jede Warmekapazitit, die mit beliebig anderen Nebenbedingungen
gebildet wird. Dasselbe gilt fiir den thermischen Ausdehnungskoeffizienten

1 (av >
o= — | — ) (10.11)
vV \oT N
Unter Zuhilfenahme der Maxwell-Relation
(8—V> . <@> | (10.12)
orT DN dp TN

die aus der Fundamentalrelation fiir die freie Enthalpie G folgt, vgl. Abschnitt 5.4,
wird aus (10.11)
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P <8—5> | (10.13)
V \op TN

Wenn nun (10.6) gleichméfig fiir alle z gilt, was wir voraussetzen wollen, dann
verschwinden auch sédmtliche partiellen Ableitungen der Entropie nach z mit T — 0,
also auch (0S/dp)r n, und somit

lim a = 0. (10.14)
T—0

Analog zu (10.12) schlieflen wir aus der Fundamentalrelation der freien Energie die
Maxwell-Relation

dp 0S
it — (= 10.1
<0T>V,N <0V>T,N’ (1015)
und daraus weiter
lim L = lim 95 =0. (10.16)
T—0 \ OT VN T—=0 \ OV TN

Ebenfalls im Abschnitt 5.4 hatten wir die Differenz C, — Cy der Warmekapazititen
bei p =const und V =const berechnet:

a?TV (61))
C,— Cy = —arv (Z2) (10.17)
b RT OT V.N

unter Verwendung von «/kr = (dp/0T)v.y, vgl. ebenfalls Abschnitt 5.4. Daraus
folgt mit (10.14) und (10.16)

=0, (10.18)

lim M =V lim |« @
T—0 T T—0 8T V.N

und zwar sogar von héherer Ordnung, weil auf der rechten Seiten sowohl « als auch
(0p/OT)y,n fiir T — 0 verschwinden. Diese Bemerkung legt es nahe, fiir die Entropie
den Ansatz
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S=3%(z)T" (10.19)

zu machen, worin n > 0 und z.B. £(2) = E(V,N) oder X(z) = X(p, N). Dieser
Ansatz ist tatséchlich fiir eine grofie Klasse von Systemen erfiillt. Wir werden darauf
im statistischen Teil der Theorie zuriickkommen. Mit ihm erhalten wir aufgrund der
obigen Umformungen

Oy = T( ) S(V,N)T", (10.20)
C, = T< ) S(p, N)T™, (10.21)
(8], ), e

7).~ (), ()
op - (92 = (=] 1" (10.23)
<0T V.N aV T,N aV N

d.h., sdmtliche verallgemeinerte Suszeptibilitdten, soweit sie als Temperaturablei-
tungen definiert sind, verschwinden fiir 77 — 0 mit derselben T-Potenz wie die
Entropie selbst. Dagegen folgt aus (10.17) fiir C,, — Cy

op "
C,—Cy=aTV <8T> ~ T2, (10.24)

Im Gegensatz zu den verallgemeinerten Suszeptibilititen, die als Temperaturablei-
tungen definiert sind, verschwindet die isotherme Kompressibilitit

= (%Z) (10.25)

im allgemeinen nicht mit 7' — 0, desgleichen auch nicht die adiabatische Kompres-
sibilitdt kg. Im statistischen Teil der Theorie werden wir lernen, daf} z.B. in einem
Fermi—Gas, einem thermodynamischen System von Fermionen, k7 > 0 fiir 7' — 0,
im Fall der Bose-Kondensation in einem Bose-Gas bei T" — 0 der Druck p sogar
unabhéngig vom Volumen wird.

Wir kommen noch einmal auf die Aussage (10.14) zuriick, dafi ndmlich der thermi-
sche Ausdehnungskoeffizient « fiir T — 0 verschwinden muf}. Im Abschnitt 7.2 hat-
ten wir fiir den thermischen Ausdehnungskoeffizienten eines idealen Gases o = 1/T
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berechnet, also einen Ausdruck, der mit 7" — 0 sogar divergiert, im krassen Wider-
spruch zu (10.14). Aus der Divergenz von « fiir T — 0 hatten wir damals geschlossen,
dafl das Modell des idealen Gases fiir T — 0 physikalisch unrealistisch ist. Wir er-
kennen jetzt, dal der Hintergrund dafiir offenbar ein Widerspruch des Modells des
idealen Gases mit dem 3. Hauptsatz ist. Diesen Widerspruch kénnen wir auch noch
an anderen Figenschaften des Modells erkennen, z.B. an seiner Entropie, die wir im
Abschnitt 7.2 als

S(T,V,N) = N [sofT) Ay (10.26)

N

hergeleitet hatten. Selbst wenn fiir 7 — 0 der T-abhingige Anteil so(7) — 0
erfiillen wiirde, bliebe doch S — N In(V/N), im Widerspruch zum 3. Hauptsatz.
Aber noch nicht einmal s4(7") — 0 ist fiir 7' — 0 erfiillt, denn das Modell des idealen
Gases fiihrt auf konstante Warmekapazititen, wie wir in der statistischen Theorie
nachweisen werden. Mit C), =const oder Cy =const schlieffen wir aus (10.8), daf§ der
T-abhingige Anteil der Entropie sich wie so(7") ~ InT verhélt, also mit 7" — 0 sogar
logarithmisch divergiert: S — —oo. Ein weiterer Widerspruch zum 3. Hauptsatz ist
die Aussage C, —Cy = N fiir das ideale Gas, vgl. Abschnitt 7.2, denn geméf} (10.18)
geht (C, — Cy)/T — 0 fiir T — 0.

10.3 Kiihlprozesse

In diesem Abschnitt wollen wir eine schematische Darstellung der thermodynami-
schen Grundlagen von Kiihlprozessen anhand von drei Beispielen geben. Das Prin-
zip dieser Prozesse wird immer darin bestehen, dafl ein thermodynamisches System
unter bestimmten Bedingungen auf Kosten seiner inneren Energie Arbeit leistet, all-
gemeiner ausgedriickt, entspannt wird, und dafl dabei seine Temperatur abnimmt.

10.3.1 Der Joule—Thomson—Prozef}

Ein sehr haufig verwendeter Kiihlprozefl, wenn auch nicht bis hin zu tiefsten Tem-
peraturen, ist der Joule-Thomson-Prozefs. Darin wird ein Gas oder eine Fliissigkeit
aus einem Teilsystem (1) unter konstantem Druck p; durch eine porése Wand in ein
Teilsystem (2) mit dem konstanten Druck ps < p; entspannt. Die pordse Struktur
der Wand soll verhindern, daf} die durch sie hindurchgehenden Teilchen unter der
Wirkung des Druckunterschieds p; — ps ein makroskopisches Stromungsfeld aufbau-
en. Die porose Wandstruktur ist aulerdem ein schlechter Warmeleiter, so daf} sich
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ein Temperaturunterschied zwischen den beiden Teilsystemen ausbilden kann. Wenn
das Gesamtsystem thermisch isoliert ist, dann kann nach dem 1. Hauptsatz die Ex-
pansionsleistung py dVs/dt — p; dVy /dt des Gesamtsystems nur aus dem Unterschied
U; — U der inneren Energien in den Teilsystemen (1) und (2) stammen:

v, AV d
P2 TP = (Ur = U,). (10.27)

Hieraus folgt (mit p; =const und p, =const)

dH,  dH,

d d
— (U4 +p1V1)—£ (Uy + pa V2) bzw. TR

10.28
o (10.28)

d.h., bei dem Entspannungsprozef von (1) nach (2) ist die Enthalpie H =U 4+ pV
konstant. Wir denken uns den Entspannungsprozefl stationir ablaufend, so daf} je-
des der beiden Teilsysteme (1) und (2) fiir sich als in einem Gleichgewicht befind-
lich angenommen werden kann. Wir wollen jetzt untersuchen, ob sich aufgrund der
Druckdifferenz Ap = p; — ps eine Temperaturdifferenz AT = T; — T5 einstellt. Dazu
untersuchen wir D := (0T/0p)y. Wenn D > 0, stellt sich ein Kiihleffekt ein. Aus
der Fundamentalrelation fiir die Enthalpie,

OH OH
p
(bei N =const) folgt
or (0H/9p)r
D=|—| =—-—7r77F7—. 10.30
( op > H (0H/0T), ( )

Es ist (0H/OT), = C, die Wirmekapazitét bei konstantem Druck p, vgl. Abschnitt
5.4. Aulerdem gilt analog zu der Beziehung

UN _p (o) _
ov). “\ar), "

vgl. Abschnitt 4.4, auch

(%)T v (%)p, (10.31)
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Einsetzen in (10.30) fiihrt auf

oT 1 )%
D=|=] =— |T (=] -V].
(&), 7 (5), v

Fiir ein ideales Gaspv = T bzw. pV = N T wird D = 0. Die Relationen (0H/dp)r =
0 und (OU/0V )z = 0 im idealen Gas entsprechen einander. Wir untersuchen deshalb
ein reales Gas, wie es das van der Waals—Modell beschreibt:

(10.32)

(p+55) 0-b=T. (10.33)

Hierin interpretieren wir v = v(7T, p) als Funktion von T, p und differenzieren nach
T unter der Bedingung p =const,

2a ( Ov a v
e (0—T> =8+ (p+5) <8—T>_ L

woraus

ov 1

folgt. Wir setzen (10.34) in (10.32) (mit V = N o) ein und eliminieren die Tempe-
ratur 7' durch die Zustandsgleichung (10.33). Das Ergebnis lautet

T N 2a/v—3ab/v?—bp
b=\%) =& : 10.35
<ap>H Cp p—a/vi+2ab/v? ( )

Wenn wir in diesem Ergebnis b = 0 setzen, wird

D— ory _ N 2a/v
~\op H_C'pp—a/vg’

also D > 0 im Bereich p > a/v?. Setzen wir jedoch a = 0 in (10.35), erhalten wir D =
—Nb/C, < 0, also Erwiarmung statt Kiihlung (”Inversion”). Wir schliefien daraus,
daf} die Anziehung zwischen den Teilchen des realen Gases aufgrund der van der
Waals—-Wechselwirkung ~ a/v? der entscheidende Grund fiir den Kiihleffekt ist, nicht
die gegenseitige Verdrangung der Teilchen aufgrund ihres Eigenvolumens b. Daf} die
anziehende van der Waals—Wechselwirkung bei der Entspannung zu einer Abnahme
der Enthalpie und somit auch der Temperatur fiihrt, ist physikalisch unmittelbar
einleuchtend.



212 10. THERMODYNAMIK TIEFER TEMPERATUREN

10.3.2 Kopplung isothermer und adiabatischer Prozesse

Zur Erreichung tiefster Temperaturen kann man eine Folge von miteinander ver-
kniipften isothermen und adiabatischen Zustandsénderungen einer beliebigen Va-
riablen ausfiihren, z.B. des Volumens V oder des Feldes By. Hier erldutern wir das
Prinzip am Beispiel des Volumens, spéter gehen wir speziell auf magnetische Syste-
me ein. Die beiden Zustandsdnderungen sind in der Abbildung 10.1 dargestellt. Im
Teilschritt A — B wird das System isotherm bei der Temperatur 74 = Tg vom
Volumen V4 auf Vg < V4 verdichtet, im Teilschritt B — C' adiabatisch auf den
Ausgangswert Vo = V4 wieder entspannt. Wir nehmen an, dafl (bei N =const)

<%>T - (%)V >0, (10.36)

vgl. auch die Fundamentalrelation der freien Energie. Eine Verletzung dieser Bedin-
gung wiirde bedeuten, dafl man durch Volumenvergréfierung beliebig kleine Entro-
pien, schliellich also den absoluten Nullpunkt erreichen wiirde, andererseits aber
auch aufgrund der damit verbundenen Verdiinnung (bei N =const) ein ideales Sy-
stem, das jedoch den 3. Hauptsatz verletzen wiirde, wie wir bereits im Abschnitt
10.1 nachgewiesen haben. (10.36) besagt, daf in der S — T-Ebene fiir Vg < V4 die
Kurve S = S(T,Vp) unterhalb der Kurve S = S(T,Vy) verlduft. Dann folgt, daf
die Temperatur im zweiten, adiabatischen Teilschritt von Ts = T4 auf T < Ty
absinkt. Fiir diesen zweiten Schritt gilt

S(Te, Vi) = S(Tg, Vi) = S(Ta, Vp). (10.37)

Zu gegebenen Werten von T4, V4, Vp ist daraus die Endtemperatur 7¢ zu bestim-
men.

Wir fragen zunéchst, wie grof§ die Temperaturabsenkung d7" pro Volumenzunahme
dV bei der adiabatischen Entspannung ist. Es ist (bei N =const)

05 05
ds = <8_T>V dT + <W>T dv, (10.38)

so daf} fiir S =const bzw. dS =0

dr\  (3S/0V)r
(),
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Entropie S
V=Vy=Ve

V=Vp

Temperatur T'

Abbildung 10.1: Kopplung isothermer und adiabatischer Schritte im S — T-
Diagramm

Mit S — 0 fiir 7 — 0 wird im Zahler 9S/0V ) in gleicher Ordnung mit 7' — 0
verschwinden wie S selbst, im Nenner 0S/0T)y jedoch in niedrigerer Ordnung,
moglicherweise sogar einen endlichen Wert erreichen, wenn etwa S ~ T. In jedem
gilt

dr
li — | = 10.4
im (dV) 0, (10.40)

h ]
—0 S

d.h., daffl mit T" — 0 die pro adiabatischer Volumenzunahme erreichbare Tempera-
turabsenkung selbst gegen 0 konvergiert: der absolute Nullpunkt 7" = 0 ist nicht mit
einer endlichen Anzahl von Schritten erreichbar, sondern hochstens beliebig nahe
anzunihern. Wenn wir in (10.40) die Relationen

9S8\ _ (%) _a  (08) _Cv
ov), \or), &wr’ or), T

einsetzen, vgl. auch Abschnitt 10.2, dann erhalten wir
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darT aT
— =- : 10.41
(dV)S CV KT ( 0 )

Wenn wir insbesondere S(7,V) = X(V)T" annehmen, vgl. Abschnitt 10.2, dann
wird

aS ! n aS _ n—1
<W>T = 2(V) T, <8T>V =nX(V)T (10.42)
(X'(V) bedeutet die Ableitung nach V') und somit
dT\ (V)
<W>s =TS0 (10.43)

Die pro adiabatischer Volumenzunahme erreichbare Temperaturabsenkung ver-
schwindet linear mit 7' — 0. Mit der Modellannahme S(7,V) = X(V)T" kénnen
wir die Relation (10.37) fiir die Endtemperatur T¢ eines endlichen adiabatischen
Entspannungsprozesses sogar exakt losen:

1/n
% _ @E‘é’;i) <1 (10.44)

denn wegen (10.36) ist X(Vg) < X(V4), wenn Vi < V4. Auch aus (10.44) schlieflen
wir, da} die Endtemperatur T¢ zwar beliebig niedrig werden kann, jedoch immer
positiv bleibt: T > 0. Mit einem konstanten Verhéltnis Vg /V4 der Arbeitsvolumina
wiirden die jeweils erreichbaren Endtemperaturen wie in einer geometrischen Folge
abnehmen. Eine Endtemperatur T¢c = 0 wére nur dann erreichbar, wenn X(Vg) = 0.
Dann wire jedoch S(T,Vp) = 0 fiir beliebige 7', im Widerspruch zur Uberlegung,
dal S = 0 nur fiir den energetisch tiefsten Zustand U = U, eintritt.

Die Unerreichbarkeit von 7' = 0 kann man natiirlich auch anschaulich aus der Abbil-
dung 10.1 erkennen: mit einer Folge von gekoppelten isothermen und adiabatischen
Schritten kommt man dem absoluten Nullpunkt 7" = 0 hochstens beliebig nahe.
Wenn dagegen S(T = 0,V4) > S(T = 0,Vp) wire, was nach dem 3. Hauptsatz
ausgeschlossen ist, konnte man 7' = 0 mit endlich vielen Schritten erreichen.
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10.3.3 Adiabatische Entmagnetisierung

Zur Erreichung tiefster Temperaturen wird die im Abschnitt 10.3.2 beschriebene
Kopplung isothermer und adiabatischer Prozesse in magnetischen Systemen verwen-
det, z.B. in einem Paramagneten, wie wir ihn im Abschnitt 9.1 dargestellt haben.
Die Prozefischritte A — B und B — C aus dem Abschnitt 10.3.2 sind hier:

1. A — B: Isothermes Einschalten eines Feldes von By = 0 auf einen Wert B,
bei der Temperatur Ty = T'g.

2. B — (C': Adiabatisches Ausschalten des Feldes vom Wert B, auf By = 0, das
sogenannte adiabatische Entmagnetisieren.

Wieder ist die im zweiten Schritt erreichbare Temperatur T¢ zu bestimmen aus der
Beziehung (10.37), hier analog zu schreiben als

S(Te, By = 0) = (T4, By). (10.45)

Wir verwenden die Darstellung der Entropie eines Paramagneten aus dem Abschnitt
9.1,

S(Tn) = So(T) + Nofn),  n=""0 (10.46)
o(n) =— /077 dn'n' N'(n') = —nAn) +®(n) <0 (10.47)

und A(n) die Magnetisierung als Funktion von By und T darstellt: M =
(Nm/V)A(m By/T). Wir setzen (10.46) in (10.45) ein und beachten, dafi ¢(0) = 0,
vgl. (10.47):

So(Te) = So(T4) + No (mB°> |

A

(10.48)

Nun ist Sy(7') monoton steigend, weil die Warmekapazitit Cy bei By = 0 nicht
negativ sein kann,
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dS,(T)
dT

Co=T > 0,

und auflerdem ist o(n) < 0, wie wir im Abschnitt 9.1 gezeigt haben. Das folg-
te iibrigens auch daraus, dafl die Entropie mit zunehmendem Feld B, abnimmt,
(0S/0Boy)r < 0, weil die magnetische Ordnung mit By zunimmt. Mit diesen beiden
Feststellungen folgt aus (10.48), dafl Tc < T4. Wenn wir im linearen Bereich der
Magnetisierung als Funktion des Feldes bleiben, also annehmen, dafl die magnetische
Suszeptibilitit unabhingig vom Feld ist, dann wird A(n) ~ an und o(n) ~ —an?/2,
vgl. Abschnitt 9.1. Wir wollen auflerdem im Sinne einer Modellrechnung annehmen,
daf die Entropie Sp(T) eine lineare Funktion der Temperatur ist, So(7) = 3o T.
Dann wird aus (10.48)

N /m B2
T.=T, - 22 (mTA[]).

10.49
2%, (10.49)

Diese Relation darf natiirlich nicht bei beliebig tiefen Temperaturen 7'y angewendet
werden, denn zum einen darf dann nicht mehr in » = m By /T linearisiert werden und
zum anderen machen sich bei hinreichend tiefen Temperaturen doch Wechselwirkun-
gen zwischen den magnetischen Momenten bemerkbar, die aus dem Paramagneten
7.B. einen Ferromagneten werden lassen kdnnen.



Kapitel 11

Die statistische Physik des
Gleichgewichts

Jede thermodynamische Theorie setzt sich als Ziel, ein System mit einer sehr groflen
Anzahl von Freiheitsgraden durch wenige makroskopische Variablen, auch Makrova-
riablen genannt, zu beschreiben. Eine Schliisselrolle nimmt dabei die Makrovariable
Entropie ein. Sie ist ein logarithmisches Maf} fiir die Anzahl der Mikrozustidnde,
durch die ein Makrozustand représentiert wird. Die wesentliche Aussage iiber die
Entropie ist, da} sie in isolierten Systemen nicht abnehmen kann, weil Makro-
zustinde mit einer grofleren Anzahl reprasentativer Mikrozustinde eine grofiere
Wahrscheinlichkeit fiir ihre Realisierung besitzen. Im thermodynamischen Grenz-
fall unendlich vieler Freiheitsgrade wird dieser Wahrscheinlichkeitsvorteil unendlich
grof3.

Diese noch sehr allgemeinen Aussagen bilden die Grundlage der sogenannten phéno-
menologischen Theorie der Thermodynamik, die wir in den vorangegangenen Kapi-
teln in ihren Grundziigen entwickelt haben. Darin spielte also nur die Existenz einer
Mikrodynamik und die sehr grofie Anzahl ihrer Freiheitsgrade und ihrer Zustéinde in
einem thermodynamischen System eine Rolle, nicht jedoch, wie diese Mikrodynamik
im einzelnen beschaffen ist und welche Auswirkungen der Typ der Mikrodynamik
auf die thermodynamische Makrodynamik hat. Lediglich in den Kapiteln iiber reale
Gase, Magnetismus und die Landau-Theorie hatten wir den Typ der Mikrodynamik
etwas weitergehender eingeengt, ndmlich angenommen, daf} es eine Wechselwirkung
zwischen den mikroskopischen Freiheitsgraden geben soll. Die sogenannte statisti-
sche Theorie der Thermodynamik, die wir mit diesem Kapitel beginnen, setzt sich
im Unterschied zur soeben genannten phinomenologischen Theorie als Ziel, aus der
im einzelnen zu beschreibenden Mikrodynamik eines Systems auf sein moglicherwei-
se typisches thermodynamisches Verhalten zu schlieflen. Aus der Rahmentheorie der
phédnomenologischen Thermodynamik wird dann eine detaillierte Theorie fiir spezi-
elle Systeme. Dieses Programm ist jedoch, wie sich bald zeigen wird, nur fiir sehr

217
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einfache Typen von Mikrodynamiken analytisch ausfiihrbar, und das im wesentli-
chen auch nur fiir thermodynamische Gleichgewichtszustéande.

In diesem Kapitel wollen wir nun zunéchst die grundlegenden Begriffe und Aussagen
kennenlernen, auf denen sich die statistische Theorie griindet, und zwar sowohl in
der klassischen als auch in der quantentheoretischen Version.

11.1 Mikrodynamik im klassischen Phasenraum

Wir beginnen mit der klassischen Beschreibung der Dynamik der mikroskopischen
Freiheitsgrade durch die kanonische Theorie der klassischen Mechanik. Das System
habe f Freiheitsgrade, beschrieben durch je f Koordinaten ¢i,¢o,...,qs und ver-
allgemeinerte Impulse pq,ps....,ps. In einem System von N Teilchen, die keine
weiteren inneren Freiheitsgrade mehr besitzen, ist f = 3 N. In jedem Fall geht die
Anzahl der Freiheitsgrade im thermodynamischen Limes gegen Unendlich: f — oo.
Die 2 f Koordinaten und Impulse bilden den sogenannten Phasenraum des Systems.
Fiir N Teilchen ohne innere Freiheitsgrade besitzt der Phasenraum die Dimension
2 f = 6 N. Die mikroskopische Dynamik wird beschrieben durch die kanonischen
Bewegungsgleichungen

dgg OH  dp;  OH
dt — Op;’ dt — 0gq;’

i=1,2,...,f (11.1)

worin H = H(q1,q2,....q¢.P1,P2,....ps) die Hamilton-Funktion des Systems ist.
In zeitlich translationsinvarianten, also die Energie erhaltenden Systemen ist H die
Gesamtenergie als Funktion der Koordinaten und Impulse. Fiir ein System von Teil-
chen ohne innere Freiheitsgrade, die paarweise untereinander wechselwirken kénnen,
hat die Hamilton—Funktion die Form

2
J

Z_j W (|r; —ri]), (11.2)

Jk=1

L\DI»—\

1
2m

P

worin W (r;;) das vom Abstand r;;, = |r; — )| zweier Teilchen j, k abhéngige Wech-

selwirkungspotential ist. Die kanonischen Koordinaten ¢, ¢, ...,q; und Impulse
P1, P2 - .., ps sind als die kartesischen Koordinaten der Orts— und Impulsvektoren
r; und p; fir y =1,2,..., N zu interpretieren.

In den obigen Formulierungen haben wir implizit eine weitere Annahme gemacht: die
Hamilton—Funktion soll nur von den Systemvariablen ¢;, p; bzw. im Beispiel nur von
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den Orten r; und Tmpulsen p; der Teilchen abhéingen, nicht jedoch von Variablen,
die die physikalische Umgebung des Systems beschreiben und auch nicht explizit
von der Zeit ¢, womit zugleich auch die Energieerhaltung gesichert ist. Wir nehmen
also an, daf} das betrachtete thermodynamische System keine Wechelwirkungen mit
der Umgebung hat, also isoliert ist. Diese Annahme wollen wir in diesem Kapitel
beibehalten. Im néchsten Kapitel werden wir darstellen, wie die Theorie auf offene
Systemene zu erweitern ist.

Im folgenden kiirzen wir die Schreibweise der kanonischen Variablen mit (g, p)
ab. Darin sind ¢ und p je als f-dimensionale Vektoren ¢ = (¢1,¢o....,qs) bzw.
p = (p1,p2,....ps) zu lesen. Jeder Punkt (gg.py) des Phasenraums stellt einen
moglichen Bewegungszustand des Systems dar, der sich eindeutig in die Zukunft
weiterentwickelt. Die Weiterentwicklung wird durch die Losung (¢(t), p(¢)) der Diffe-
rentialgleichungen (11.1) zum Anfangswert (¢(t = 0),p(t = 0)) = (qo, po) bestimmt.
Diese Losung beschreibt eine Bahn im Phasenraum, die man auch eine Trajekto-
rie nennt. Von jedem Punkt im Phasenraum geht also eindeutig eine Trajektorie
aus. Wir nehmen weiter an, dafi die Bewegungsgleichungen (11.1), die wir in der
verkiirzten Schreibweise als

dg 9H  dp  9H

— S 11.
dt  Op’ dt dq (11.3)

formulieren, invariant gegen Zeitumkehr sind:

t— —t, q—q,  p——p H(q,p) = H(q.—p) = H(q.p).  (11.4)

Das bedeutet, dafi mit (¢(¢), p(t)) auch (g(—t), p(—t)) eine mogliche Trajektorie ist,
die dieselbe Anfangsbedingung (¢(t = 0),p(t = 0)) = (qo, po) wie (q(t),p(t)) erfiillt.
Jeder Bewegungszustand (qo, po) hat also nicht nur eine eindeutige Zukunft, son-
dern auch eine eindeutige Vergangenheit. Aus diesen Uberlegungen folgt: durch
jeden Phasenraumpunkt lauft genau eine Trajektorie, die nirgends beginnen und
nirgends enden kann. Fine weitere Folgerung daraus ist, dafl Trajektorien sich auch
nicht schneiden konnen, weil dann durch den Schnittpunkt zwei Trajektorien liefen,
Zukunft und Vergangenheit dort also nicht mehr eindeutig bestimmt wéren.

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, wie sich makroskopische, thermodynamische
Aussagen auf die Mikrodynamik stiitzen lassen. Natiirlich lassen sich sdmtliche ther-
modynamischen Variablen eines Systems bestimmen, wenn sein mikrodynamischer
Zustand (¢, p) zu einem Zeitpunkt und damit auch fiir die Zukunft bekannt ist. Die-
sen Weg beschreitet die Methode der Molecular Dynamics (MD), die wir bereits im
Abschnitt 1.2 erwdhnt hatten. Sie 16st die Bewegungsgleichungen (11.1) bzw. (11.3)
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unter Einsatz sehr grofier Rechenleistungen auf einem Computer fiir alle Teilchen,
d.h., sie bestimmt eine Systemtrajektorie, und gewinnt daraus durch Informations-
verdichtung thermodynamische Aussagen. Das ist heute fiir Modellsysteme bis zur
Grofenordnung von einigen 10° Teilchen moglich. Die statistische Thermodynamik
dagegen geht von der Situation aus, daf§ durch thermodynamische Messungen an
einem System auch nur thermodynamische Informationen vorliegen, die bei wei-
tem nicht ausreichen, um den vollstindigen mikrodynamischen Zustand (q,p) des
Systems zu bestimmen.

Eine naheliegender Gedanke in dieser Situation ist es, dafl eine thermodynamische
Aussage nicht einem einzigen mikrodynamischen Zustand (g, p) zu einer bestimmten
Zeit zuzuordnen ist, sondern einem zeitlichen Mittelwert iiber einen Zeitraum 7, der
auf der Skala der makroskopischen Ablaufe sehr kurz, auf der Skala der Mikrodyna-
mik der einzelnen Freiheitsgrade jedoch sehr lang ist. Wir gehen diesem Gedanken
nach, indem wir einen Auschnitt aus der Systembewegung (q(t), p(t)) zwischen den
Zeiten t = 0 und t = 7 betrachten. Es sei x(q,p) eine Phasenraumfunktion, die
eine physikalische Eigenschaft, insbesondere auch eine makroskopische thermodyna-
mische Variable des Systems beschreibt wie z.B. die Energie, die Teilchenzahl oder
die Dichte in einem Teilsystem oder auch den Druck auf die Systemwand. Dann ist
durch

7= [Mdre (a(e).p(0) (115)

der zeitliche Mittelwert der Grofie x im Zeitintervall (0,7) definiert. Rein formal
kann man T, auch schreiben als

T, = /d? z(q,p) f-(q,p), (11.6)

pan) = - [ a5t o) 5o pl0). (11.7)

Hierin ist d? = dqdp das 2 f-dimensionale Volumenelement im Phasenraum und
d(q) die f-dimensionale Diracsche Deltafunktion, entsprechend §(p). Offensichtlich
kann man p_(q,p)d? als den Bruchteil der Zeit 7 interpretieren, wihrend dessen
sich die Trajektorie im Volumenelement d? aufthélt. Es liegt nun nahe, durch

T—00 T—00 T

p(q,p) = lim p,(q,p) = lim ! /0 dtd (g —q(t)) 0(p—p(t)) (11.8)

eine Phasenraumdichte von Trajektorien zu definieren, mit der man ganz allgemein
Mittelwerte von Phasenraumfunktionen x(q, p) analog zu (11.6), also durch
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T = /d? z(q,p) p(q, p) (11.9)

bestimmen kann, ohne sich auf Ausschnitte aus einer speziellen Trajektorie zu
stiitzen. Der Limes 7 — oo bedingt fiir ein isoliertes System, dafl sein makrosko-
pischer Zustand das thermodynamische Gleichgewicht ist. Dieses Konzept ist aber
nur dann thermodynamisch befriedigend, wenn

1. die Trajektorie wenigstens einmal durch jedes Phasenraumelement d? lauft
und nicht etwa ganze Bereiche im Phasenraum ausspart und

2. dieses auch bereits wihrend makroskopisch realisierbarer Mittelungszeiten 7
tut.

Zum Punkt 1 versucht die sogenannte Ergodentheorie Aussagen zu gewinnen. Es
gibt allerdings nur sehr wenige Modellsysteme mit physikalisch eher unrealistischen
Eigenschaften, in denen man die Ergodizitit, d.h., die Erfiilllung der Bedingung im
Punkt 1 explizit nachgewiesen hat. Noch problematischer ist aber der Punkt 2. Um
die GroBenordnung von hinreichenden Mittelungszeiten 7 abzuschétzen, greifen wir
auf ein sehr viel einfacheres Modellsystem zuriick, ndmlich auf das bereits friiher als
Modell verwendete System aus einer Anzahl N ortsfester Spins von Elektronen mit je
zwel moglichen Einstellungen. Dessen Phasenraum ist nicht klassisch beschreibbar,
sondern ist der quantentheoretische Zustandsraum simtlicher 2%V Spinkonfiguratio-
nen. Wir wollen abschétzen, welche Zeit 7 mindestens erforderlich ist, damit jede
dieser Konfigurationen einmal realisiert wird. Es sei At die Zeit, die im Mittel zwi-
schen zwei Spinflip—Prozessen T—| oder |—1 eines einzelnen Spins vergeht. Dann ist
At/N die Zeit, die im Mittel zwischen zwei Spinflip—Prozessen des Gesamtsystems
vergeht und

die Groflenordnung der Zeit, die erforderlich ist, um jede Spinkonfiguration einmal
zu realisieren. Um eine Abschétzung zu gewinnen, wahlen wir At gleich der Zeit,
wéihrend der - in klassischer Interpretation - ein Elektron im H-Atom einmal um
den Kern umlauft:

h 4meg\2 2R3
A:—: _
-5 - (55)

)

e2 m

(Ey =Grundzustandsenergie, e =Elementarladung, m =Elektronenmasse). Es ist
physikalisch einsichtig, dafl auch ein Spinflip nicht wesentlich schneller erfolgen
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kann. Einsetzen der Werte fiihrt auf At > 107'7s. Fiir die Systemgrofie wihlen
wir N = 103, entsprechend einem Wiirfel mit je 10 Spins pro Kantenlinge. Ein
solches System verdient kaum mehr die Charakterisierung thermodynamisch. Den-
noch ergibt sich dann bereits ein 7 > 10%%%s. Diesen Wert vergleichen wir mit dem
Alter des Universums von einigen 10'7s. Das Fazit lautet: das Alter des Universums
reicht noch nicht einmal aus, um in einem auf der makroskopischen Skala extrem
kleinen System wenigstens samtliche Mikrozusténde nur einmal zu realisieren. Das
Konzept der Dichte von Trajektorien im Phasenraum im Sinne eines Zeitmittels als
Grundlage fiir die Interpretation makroskopischer Messungen erscheint physikalisch
unrealistisch, und zwar selbst dann, wenn das System ergodisch ist, was fiir das
Spinsystem natiirlich zutrifft.

Wenn nun rein empirisch die Zeitmittel von Systemen im thermodynamischen
Gleichgewicht iiber relativ sehr kurze Trajektorien innerhalb physikalisch realisti-
scher Zeiten 7 iibereinstimmen, was iibrigens ja auch in Simulationen der MD fest-
gestellt wird, dann kann das offenbar nur bedeuten, daff der Phasenraum in bezug
auf makroskopische Eigenschaften sehr homogen ist. Zeitmittel sind offenbar weitge-
hend unabhéngig von der Startposition der gemittelten Trajektorie im Phasenraum.
Der Gedanke eines thermodynamisch weitgehend homogenen Phasenraums ist die
Grundlage der sogenannten Ensemble-Theorie der statistischen Thermodynamik,
mit der wir im folgenden Kapitel beginnen werden.

11.2 Ensemble und der Liouvillesche Satz

Ein Ensemble ist eine gedankliche Konstruktion: wir denken uns eine sehr groflie
Anzahl M physikalisch identischer Kopien des isolierten Originalsystems, die sich in
beliebigen Bewegungszustinden befinden konnen, dargestellt durch Ensemblepunkte
(q,p) im Phasenraum. Jeder Ensemblepunkt charakterisiert den Bewegungszustand
eines Ensemblemitglieds. Wir wollen annehmen, daf§ wir das Ensemble durch eine
Ensembledichte p(q, p,t) beschreiben kénnen: p(q, p,t)d? soll der Bruchteil der M
Phasenraumpunkte sein, der sich zur Zeit ¢ im Phasenraumelement d? = dqg dp bei
(q,p) aufhélt. Damit ist auch bereits gesagt, dafi die Ensembledichte auf den Wert
1 normiert sein soll:

/d?p(q,p,t) — 1. (11.10)

Diese Normierung erlaubt auch die Interpretation, dal p(q, p,t) d? die Wahrschein-
lichkeit ist, den Ensemblepunkt eines beliebig herausgegriffenen Ensemblemitgliedes
im Element d? bei (q,p) zu finden. Die Dichte p(q,p,t) soll eine kontinuierliche
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und sogar stetig differenzierbare Funktion von ¢ und p sein, was natiirlich nur im
Grenzfall M — oo vorstellbar ist. Sie wird in der Ensemble-Theorie die Rolle des
Zeitmittels aus dem vorhergehenden Abschnitt iibernehmen, kann jetzt aber auch
explizit von der Zeit abhéngen.

Da sich die Ensemblepunkte gemifi den Bewegungsgleichungen (11.1) bewegen,
kénnen wir uns das Ensemble wie eine durch den Phasenraum strémende Fliissig-
keit vorstellen. Wir werden im folgenden die Begriffsbildungen fiir die Stromung
einer gewohnlichen Fliissigkeit aus dem Abschnitt 3.6 iibernehmen und auf den 2 f—
dimensionalen Phasenraum iibertragen. Aquivalent zur Aussage der Bewegungsglei-
chungen (11.1) ist die Feststellung, daf§ das Ensemble dem lokalen Geschwindigkeits-
feld

_ (da dp) _ (OH OH
2)_<dt’dt>_<0p’ 0q> (1L.11)

folgt. Die Ensemblepunkte werden analog dem Transport der Gesamtmasse in einer
gewoOhnlichen Fliissigkeit konvektiv transportiert, d.h., ihre Flufidichte betrigt 5 =

pu.

Ein im Phasenraum ortsfester Beobachter wird eine zeitliche Anderung dp/dt der
Ensembledichte feststellen, wenn diese explizit von der Zeit abhéngt. Ein mitbeweg-
ter Beobachter registriert jedoch die totale Zeitableitung:

o _ 0 Opdo 0pdp
dt ot 0Odq dt  Op dt
dp N dp OH 0Jp OH
ot dq dp Jdp Oq
dp

= 5 + {0 H}. (11.12)

worin {p, H} die Poisson-Klammer der klassischen Mechanik ist. Der Liouvillesche
Satz besagt nun, daf dp/dt = 0, ausfiihrlich geschrieben

dp _ Op .
prilen +{p,H} = 0. (11.13)

Der mitbewegte Beobachter registriert nach diesem Satz also eine konstante Dichte
des Ensembles, bzw. die Ensemblestromung ist inkompressibel. Ein sehr einfacher
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Beweis des Liouvilleschen Satzes geht von einem mit der Ensemblestromung mitbe-
wegten Bereich ?; des Phasenraums aus, dessen (2 f — 1)-dimensionale einhiillen-
de Hyperfliche 07; ebenfalls aus sich bewegenden Ensemblepunkten besteht. Die
Anzahl der Ensemblepunkte in 7; ist zeitlich konstant, weil keine Trajektorie die
Einhiillende 07; schneiden kann. Ware das namlich der Fall, dann wiirden sich zwei
Trajektorien eines inneren Ensemblepunktes und eines Punktes auf 97; schneiden,
was nach unseren Uberlegungen im vorhergehenden Abschnitt ausgeschlossen ist. In
der kanonischen Theorie der klassischen Mechanik wird auflerdem gezeigt, dafl das
2 f—dimensionale Phasenraumvolumen des mitstrémenden Bereichs ?7; zeitlich kon-
stant ist, wobei seine Form sich allerdings d&ndern kann. Aus den beiden Aussagen
folgt, dafl dann auch die Dichte als der Quotient aus Anzahl der Ensemblepunkte
und Phasenraumvolumen zeitlich konstant ist.

Wir konnen den Beweis des Liouvilleschen Satzes aber auch formal fithren. Dazu

betrachten wir jetzt einen rdumlich und zeitlich festen Bereich 7 des Phasenraums.
Dann ist

bo(t) = /FO d? p(q, p,t) (11.14)

der Bruchteil der Ensemblepunkte, der sich"zur Zeit t in 7 aufhélt. Weil 7 zeitun-
abhéngig sein sollte, 148t sich die zeitliche Anderung von by(¢) schreiben als

bo(t) _ dp
- _/rod' . (11.15)

Weil keine Trajektorie in 7y beginnt oder endet, kann es zu einem dby(t)/dt # 0
nur dadurch kommen, dafl netto Phasenraumpunkte iiber die Einhiillende 07 ¢ in 7 ¢
ein— oder aus 7, ausstromen, und zwar mit der Fluldichte ;7 = pwv, wie wir oben
bemerkt hatten:

bo(1)
= — dA ) 11.1
dt ary rev ( 6)

Hier ist dAr das Element der (2 f — 1)-dimensionalen Hyperfliche 07, die 7
einhiillt. Das Minuszeichen beriicksichtigt, dafl das Element dAr in Normalenrich-
tung nach auflen weisen soll, also dAr pv > 0 einen Strom nach auflen bzw. eine
Abnahme von Ensemblepunkten bedeutet, und umgekehrt. Die einfachste Vorstel-
lung dazu folgt dem Bild im normalen dreidimensionalen Raum, vgl. Abschnitt 3.6,
wo das Flachenelement df der Einhiillenden eines Volumenbereichs V' ebenfalls die
Richtung der Normalen nach auflen haben sollte. Ebenso wie im dreidimensionalen
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Raum gilt auch im 2 f-dimensionalen Phasenraum ein Gaufscher Integralsatz, unter
dessen Verwendung wir (11.16) wie folgt weiter umformen kénnen:

bo(t) ,
=~ dArpv=—[ d?D . 11.17
o or, AT PV L, 4 Divipv) (11.17)

Hier ist Div(pv) das Phasenraum-Analogon der gewo6hnlichen dreidimensionalen
Divergenz. Nochmals ausfiihrlich geschrieben ist sie definiert als

: _ 0 [ dg d ( dpi
- £[264)- %)
0

- sl b)) -wmbE)] o

Wir setzen die rechten Seiten von (11.15) und (11.17) gleich und beachten, daf} diese
Aussagen fiir beliebige Bereiche 7, zutreffen sollen. Daraus folgt in der iiblichen
Weise die Gleichheit der Integranden, und wir erhalten

% + Div(pv) = 0. (11.19)

Dieses ist die Form einer Kontinuitdtsgleichung bzw. eines Erhaltungssatzes. Er ent-
spricht dem Erhaltungssatz fiir die Gesamtmasse bei der gewodhnlichen Stromung,
vgl. Abschnitt 3.6, und driickt hier die Erhaltung der Anzahl der Ensemblepunkte
aus. Jetzt fiihren wir die spezielle Form (11.11) der Phasenraumstréomung in die
Divergenz in (11.19) ein und erhalten unter Verwendung der Produktregel fiir die
Differentiation (wieder in verkiirzter Schreibweise)

Div(pv) = 9 (p @> + 2 (p d—p>

_ O ( OoH\ 9 ( 0H
~ 90 \"op ap \" 9q

Op 0H  0Op n 0*H B 0?’H
~ 0q Op Op Oq P dqdp Opdq
= {p,H}. (11.20)
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Im letzten Schritt haben wir angenommen, dafl die gemischten partiellen Ableitun-
gen von H nach ¢ und p nicht von der Reihenfolge der Ableitungen abhéingen, und
wieder die Schreibweise der Poisson-Klammer benutzt. Unter Verwendung dieses
Ergebnisses lautet die Kontinuitétsgleichung (11.19)

dp
X oty =0, (1121)

was dquivalent zum Liouvilleschen Satz in der Form (11.13) ist. Der entscheidende
Schritt in unserem formalen Beweis war

, 0 (dq a (dp 0’H  0*H
Dive = 2 (%), 9 (9] _ R — 11.22
v (dt>+8p<dt> dq0p Opdq 0 ( )

Dive = 0 ist eine zu dp/dt = 0 dquivalente Formulierung der Inkompressibilitét
einer Stromung, vgl. Abschnitt 3.6.

11.3 Das mikrokanonische Ensemble des Gleich-
gewichts

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir beschrieben, wie ein Ensemble durch den
Phasenraum stromt. Wir hatten dem Begriff des Ensembles aber noch keine physi-
kalische Bedeutung zugewiesen. Das soll in diesem Abschnitt geschehen. Die Frage
lautet, in welcher Weise wir ein Ensemble verwenden konnen, um ein thermodyna-
misches Gleichgewicht eines isolierten Systems zu beschreiben. Die Verbindung zwi-
schen dem makroskopischen Begriff des thermodynamischen Gleichgewichts und der
mikroskopischen Ensembledichte p(q, p, t) soll dadurch gegeben sein, dafl p(q, p, t) d?
die Wahrscheinlichkeit ist, in einem Gedankenexperiment den Mikrozustand des
thermodynamischen Systems bei einer Momentaufnahme zur Zeit ¢ im Phasenrau-
melement d? beim Phasenraumpunkt (¢, p) zu finden. Da das thermodynamische
Gleichgewicht stationér ist, seine Makrovariablen also zeitlich konstant sind, werden
wir zunéchst fordern, daff auch die Wahrscheinlichkeit p(q, p,t) d? stationér ist, also
dp/ot = 0. Aus dem Liouvilleschen Satz (11.21) folgt dann auch

0

a—f =0 = {pH}=0. (11.23)
{p, H} = 0 besagt, dafi die Ensembledichte p ein Integral der Bewegung ist, auch
Konstante der Bewegung genannt. Da die Einfiihrung des Begriffs des Ensembles
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keine neues Integral der Bewegung begriindet, kann p nur eine Funktion aller un-
abhéngigen Integrale der Bewegung ®,(q,p),v =1,2,... sein:

p=p(Pi(q,p), P2(q,p),...), {®,,H} =0, v=12 ... (11.24)

Die Eigenschaft der Unabhéngigkeit der @, ist dadurch definiert, dafl die vollstandi-
gen Differentiale

0o, 0o,

dd, = d
dq ¢t dp

dp

linear unabhéngig sein sollen. Unter den Integralen der Bewegung befinden sich die
Erhaltungsgrofien, die durch Invarianzen des Systems bedingt sind: Energie, Impuls,
Drehimpuls, Teilchenzahl, Masse und elektrische Ladung, falls die Teilchen geladen
sind. Dieses sind extensive, makroskopische Variablen, die auch als thermodynami-
sche Variablen auftreten kénnen. Allerdings sind Impuls und Drehimpuls nur dann
erhalten, wenn das System translations— und rotationsinvariant ist, was im allge-
meinen wegen des Vorhandenseins von abschliefenden Wénden, zumal im isolierten
System, nicht der Fall ist. Die Erhaltung der Teilchenzahl N ist in unserem bis-
herigen Formalismus durch die Wahl des Phasenraums mit einer festen Zahl von
Freiheitsgraden identisch erfiillt und braucht deshalb nicht explizit durch ein Inte-
gral ®,(q,p) beschrieben zu werden. Die Erhaltung der Masse ist damit ebenfalls
erfiillt, wenn wir zunéchst von Kernreaktionen absehen, desgleichen ist die Erhal-
tung der elektrischen Ladung bereits mit der Teilchenzahlerhaltung erfiillt. Ubrigens
ist auch das Volumen V' des Systems durch Randbedingungen in den Ortskoordi-
naten ¢ des Phasenraums bereits festgelegt. Somit verbleibt allein die Energie als
makroskopisches Integral der Bewegung. Da die Energie in einem isolierten System
einen festen Wert U besitzt, der zugleich den Wert der inneren Energie im Sinne
der Thermodynamik darstellt, muf} p(q, p) = 0 fiir alle Phasenraumpunkte sein, fiir
die H(q,p) # U ist. Da p(q,p) aber iiber den gesamten Phasenraum normiert sein
sollte, vgl. (11.10), kann p(q, p) nur die Form

p(a.p) = pla,p)d (H(q.p) — U) (11.25)

haben, worin p(q, p) die Abhéngigkeit von den iibrigen, nicht—makroskopischen Inte-
gralen der Bewegung enthélt. Die Funktion §(...) ist hier die Diracsche Deltafunk-
tion einer skalaren Variablen, nimlich der Energie.

An dieser Stelle fiithren wir nun ein entscheidendes Postulat in die Theorie ein,
ndmlich, dafl in (11.25) p(q, p) =konstant sein soll, in anderen Worten: die Ensemb-
ledichte fiir das thermodynamische Gleichgewicht soll ausschliellich von den Makro-
variablen abhéngen, durch die das Gleichgewicht selbst bestimmt ist, in unserem Fall
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durch U, V, N. Eine andere Ausdrucksweise dafiir lautet: Postulat gleicher a priori—
Wahrscheinlichkeiten. Es besagt, dafi physikalische Zusténde, die sich durch keine
makroskopische bzw. thermodynamische Charakterisierung unterscheiden lassen, im
thermodynamischen Gleichgewicht gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen sollen. Eine
etwas anschaulichere Sprechweise formuliert das Postulat als das ”Prinzip maxima-
ler Vorurteilslosigkeit”. Wir werden auf diese Sprechweise im folgenden Kapitel noch
einmal zuriickkommen.

Das Postulat gleicher a priori-Wahrscheinlichkeiten erscheint unmittelbar einleuch-
tend. Und doch miissen wir feststellen, dafi seine Aussage offensichtlich davon
abhéngt, wie die physikalischen Zusténde, die gleiche a priori-Wahrscheinlichkeiten
besitzen sollen, zu zdhlen sind. Wenn wir p(g, p) =konstant fordern und dann etwa
den Phasenraum der (g, p) einer Transformation unterwerfen, bei der die Phasenrau-
melemente d? nicht invariant sind, erhielten wir eine transformierte Ensembledich-
te, die nicht mehr konstant wére. Das folgt daraus, dal p(q,p)d? die Bedeutung
einer Wahrscheinlichkeit (pro Energie) hat, die zumindest prinzipiell physikalisch
meflbar ist und darum invariant sein mufl. Nun wissen wir aber, daf} gerade die
kanonischen Transformationen, die dadurch definiert sind, dafl sie die Bewegungs-
gleichungen (11.1) ungeéndert lassen, auch die Phasenraumelemente d? ungeéndert
lassen, auflerdem iibrigens auch die Poisson—Klammern {...,...}. Auch die System-
bewegung selbst ist eine solche kanonische Transformation. Man sagt, dafl d? ein
invariantes Maf$ unter kanonischen Transformationen und damit unter den physika-
lischen Bewegungen des Systems ist, und es ist auflerdem die einzige Invariante, die
den Charakter eines Mafles besitzt, also additiv ist. Erst diese Invarianziiberlegungen
machen das Postulat der gleichen a priori-Wahrscheinlichkeit physikalisch iiberzeu-
gend. Letztlich allerdings kann nur der Vergleich der mefibaren Konsequenzen eines
Postulats mit den empirischen Befunden dariiber entscheiden, ob das Postulat ge-
rechtfertigt ist.

Bevor wir nun (11.25) mit p(q, p) =konstant in eine praktikable Form umschreiben,
iiberlegen wir die physikalischen Dimensionen der darin vorkommenden Gréflen. Der
Ausdruck p(q,p)d? ist eine Wahrscheinlichkeit und somit dimensionslos. Das Pha-
senraumelement dg; dp; des einzelnen Freiheitsgrades besitzt die Dimension Linge
x Impuls, also Wirkung. Wir wollen nun auch d? dimensionslos machen und dndern
seine Definition ab in

worin h die Dimension einer Wirkung besitzt und als Phasenraumeinheit interpre-
tiert werden kann. Deren Wert ist hier zunéchst belanglos, denn es soll auch mit dem
abgeianderten d? bei der Normierung (11.10) bleiben, d.h., auch die Ensembledichte
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wird abgedndert und dadurch dimensionslos. Spater werden wir im Zusammenhang
mit der Quantenstatistik zeigen, dafl die Phasenraumeinheit h tatséchlich physika-
lische Realitét erhélt und das Plancksche Wirkungsquantum ist.

Die 6—Funktion §(H (q,p) — U) hat die Dimension einer inversen Energie, weil das
Energie-Integral iiber §(H (¢, p) — U) gleich 1, also dimensionslos ist. Insgesamt folgt
daraus, daf die Faktorfunktion p(q, p) in (11.25) die Dimension Energie besitzt. Aus
diesem Grund schreiben wir (11.25) zusammen mit dem Postulat gleicher a priori—
Wahrscheinlichkeiten in der Form

AU

plq.p) = W5(H(q,p) - U), (11.26)

worin AU ein Energieparameter ist, dessen Groflenordnung wir zunéchst offen lassen,
und W ein dimensionsloser Normierungsquotient, dessen Wert wir durch Integration
iiber den Phasenraum unter Beachtung der Normierung (11.10) bestimmen:

W = AU /d? 5 (H(q.p) —U). (11.27)

Um die Bedeutung von W zu erkennen, bilden wir das Phasenraumvolumen ? (U)
der Zustinde (g, p) mit Energien H(q,p) < U in Einheiten von h':

?2(U) ::/d? O (U — H(q,p)). (11.28)

worin ©(¢§) die Heavysidesche Sprungfunktion ist:

N IV
oo

(11.29)

O =
TN

o(e) = {
Die Ableitung

a? (U)
au

/d? 5 (H(q.p)—U), (11.30)

hat dann die Bedeutung des Phasenraumsvolumens pro Energie dU in Einheiten
von hf, auch Zustandsdichte genannt. Wir kénnen W aus (11.27) also auch in der
Form
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mu:fgmAU:uU+AUynam (11.31)

schreiben, wobei wir im letzten Schritt AU < U vorausgesetzt haben, was im ther-
modynamischen Limes stets erfiillt ist. Aus (11.31) erkennen wir, dal W die Be-
deutung eines Mafles fiir die Anzahl von Phasenraumpunkten im Energieintervall
zwischen U und U + AU hat, und zwar gemessen in Einheiten von hf. Diese Pha-
senraumpunkte besitzen die Energie H(q,p) = U bis auf Abweichungen von der
Ordnung AU < U im thermodynamischen Limes.

Wir stellen jetzt die Verbindung zwischen der Mikrodynamik und der Thermodyna-
mik her, indem wir die Anzahl W von Mikrozustdnden mit der Energie H(q,p) = U
identifizieren mit der im Abschnitt 2.3 eingefiihrten Zahl von Mikrozustinden, die
das Gleichgewicht eines isolierten Systems reprisentieren und durch die geméif
S = InW die Entropie dieses Gleichgewichts gegeben ist. Durch die Wahl des Pha-
senraums mit einer festen Anzahl von Freiheitsgraden und mit entsprechenden Rand-
bedingungen fiir die Ortskoordinaten ¢ sind die in W gezéhlten Zusténde auflerdem
durch eine feste Teilchenzahl N und durch ein festes Volumen V' charakterisiert, wie
wir oben bereits angemerkt hatten. Damit wird W in (11.27) oder (11.31) zu einer
Funktion von U, V, N : W = W (U, V, N). Wir erhalten also

S(U,V,N) =W (U,V,N) = In {AU [ a7 6 (H(g.p) - U)} . (11.32)

Das durch die Ensembledichte p(q, p) in (11.26) definierte Ensemble heifit das mikro-
kanonische Ensemble und W (U, V, N) die mikrokanonische Zustandssumme. Wenn
es gelingt, die rechte Seite von (11.32) durch eine Integration im mikrodynamischen
Phasenraum zu berechnen, dann ist daraus die Thermodynamik geméf

as) 1 (as) P (as) 0
<8U o T WV)yn T ON)yy T

zu entwickeln, vgl. Kapitel 2. Wir sehen jetzt auch, daf} in der klassischen Statistik
dieses Abschnitts die Phasenraumeinheit A bzw. h’ keine Rolle spielt. Wenn wir
némlich den Logarithmus bilden, fallt der additive Term — In hf aus d? bei den Ab-
leitungen in (11.33) heraus. Aus dem gleichen Grund spielt auch das Energieintervall
AU, das wir aus Griinden der physikalischen Dimension eingefiihrt hatten, hier kei-
ne Rolle. Auch die Wahl der Gréflenordnung von AU ist weitgehend unerheblich: in
der Schreibweise

d? (U)
U

W = AU
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diirfte AU sogar extensiv sein, also AU ~ N, z.B. auch AU = U, denn bei der
Bildung des Logarithmus entstinde daraus ein additiver Term ~ In NV, der im ther-
modynamischen Limes N — oo gegeniiber der extensiven Entropie S ~ N ver-
schwindet.

11.4 Mikrodynamik im Hilbert—Raum

Wir wollen im folgenden die Uberlegungen zur Mikrodynamik im klassischen Pha-
senraum und die Konstruktion von Ensemblen auf den Fall eines quantentheore-
tisch beschriebenen Systems iibertragen. An die Stelle des klassischen Phasenraums
tritt der Hilbert—Raum der Quantenzustdnde des Systems, das wir hier weiterhin
als isoliert annehmen wollen. Wie im Fall des Phasenraums soll auch der Hilbert—
Raum dann nur Zusténde zu fester Zahl von Freiheitsgraden, z.B. zu fester Zahl
N von Teilchen, und gegebenenfalls zu festem Volumen V' enthalten. Letzteres ist
durch rdumliche Randbedingungen der Quantenzustinde erreichbar. Die Energien
der Zustinde im Hilbert-Raum sollen beliebig sein.

Ein Bewegungszustand des Systems, klassisch durch einen Phasenraumpunkt (g, p)
beschrieben, entspricht quantentheoretisch einem Zustandsvektor |U(t)) im Hilbert—
Raum. Seine zeitliche Entwicklung wird durch die Schrédinger—Gleichung bestimmt:

0
i W) = H[9(1)). (11.34)

Hier ist H der Hamilton—Operator des Systems. Fiir das im Abschnitt 11.1 genannte
Beispiel von N Teilchen ohne innere Freiheitsgrade hat H dieselbe Struktur wie in
(11.2), allerdings sind die p; und r; jetzt als Operatoren zu interpretieren. In der
Ortsdarstellung bedeutet das p; = —ih V;, wihrend die Ortsvektoren wie Variablen
zu behandeln sind. (11.34) ist die "Ket—Version” der Schrodinger—Gleichung. Die
dazu adjungierte ”Bra—Version”, die wir ebenfalls verwenden werden, lautet

0
—ih o (W(H) = (U(t)| H. (11.35)

Die Schrodinger—Gleichung in den Versionen (11.34) und (11.35) besitzt die formalen
Losungen

(U(t)) = e ), (U(t)] = (W T (11.36)
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worin |¥) statt |¥(0)) geschrieben wurde.

Sehr haufig verwendet man zur Darstellung von Zustandsvektoren im Hilbert-Raum
eine ortho—normierte und vollstindige Basis. Das sind Zusténde |s) bzw. (s| mit der
Eigenschaft

Ortho-Normierung: (s]s"y = 0441, (11.37)
Vollsténdigkeit: > ls)(s| = 1. (11.38)

Die |s) konnen Eigenzusténde zu einem hermiteschen Operator sein, z.B. zur Energie
oder zum Impuls. Wegen der Vollstindigkeit 148t sich der zeitabhéngige Systemzu-
stand |W¥(¢)) bzw. (¥(t)| als Linearkombination der |s) bzw. (s| darstellen:

(W) =D ) (s1W() = Des(t)ls),  ealt) = (s]W(1)),

c: bedeutet das konjugiert Komplexe zu c;.

Wir kommen jetzt zur quantentheoretischen Beschreibung physikalischer Eigenschaf-
ten, insbesondere makroskopischer, thermodynamischer Variablen wie z.B. der Ener-
gie oder der Teilchenzahl in Teilsystemen, der Dichte oder auch des Drucks auf die
Systemwand. Physikalische Variablen werden in der Quantentheorie durch Opera-
toren x im Hilbert-Raum beschrieben. Diese treten an die Stelle der Phasenraum-
funktionen x(q,p) im klassischen Fall. Wenn sich das System im Quantenzustand
|W(t)) befindet, ist der quantentheoretische Erwartungswert von = durch das Matriz-
FElement (U(t)|xz|W(t)) gegeben. Dieser quantentheoretische Erwartungswert enthélt
noch keine Mittelung iiber die Zeit oder iiber ein Ensemble im Sinne der statistischen
Physik. Diese letztere Art der Mittelung werden wir erst im folgenden Abschnitt
einfiihren. Unter Voraussetzung der Vollstdndigkeit des Systems |s) kdnnen wir den
quantentheoretischen Erwartungswert wie folgt schreiben:

(T@)]eW() = D (V(H)|s') (s']a]s) (s|¥ (1))

8,8’

= Y cul(t)es(t) (s']zls), (11.40)

8,8’
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vgl. (11.39). Eine alternative Schreibweise lautet

(W(t)]x[w(t)) = Sp (p(t) x) - (11.41)

Hierin bedeutet Sp(A) die Spur des Operators A, die unter Verwendung eines
vollstédndigen Systems |s) durch

Sp (4) = > _(s/Als). (11.42)

S

definiert ist, und p(t) den Dichte-Operator, der hier durch

p(t) = [ (1)) (U(?)] (11.43)

definiert ist. Der Dichte-Operator ist normiert im Sinne der Spur:

Sp (p(t)) = 2 _(s[W(2) )T (t)|s) = (W (t)]s) (s W(t)) = (W(B)[W(t)) = 1, (11.44)

S S

sofern der Zustand |¥(¢)) normiert ist. Wir wollen jetzt schon darauf hinweisen, daf}
(11.43) eine spezielle Version eines Dichte-Operators ist; die allgemeine Definition
werden wir im folgenden Abschnitt kennenlernen. Die Aquivalenz von (11.40) und
(11.41) zeigen wir wieder unter Annahme der Vollstdndigkeit von |s):

Splp(t)a) = > (s/W(1) (U(B)]s) (s'|xls)

8,8’

= D cul(t)eslt) (s']xls),

8,8’

vgl. (11.39). Unter Verwendung der Schrodinger—Gleichung (11.34) bzw. (11.35)
und der Produktregel der Differentiation leiten wir eine Bewegungsgleichung fiir den
Dichte—Operator her:

= —[p(t),H], (11.45)
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worin [A, B] den Kommutator von zwei Operatoren A und B bedeutet:
[A,B]= AB - BA.

Nun gilt fiir die zeitliche Anderung jedes Operators A in einem System, dessen
zeitliche Entwicklung durch den Hamilton-Operator H gegeben ist, daf}

dA  0A 1

=+ [AH]. (11.46)
Es ist 0A/0t # 0, wenn der Operator A explizit von der Zeit abhingt, A = A(t),
was fiir p(t) im allgemeinen zutrifft, vgl. (11.43). dA/dt erfafit dagegen die gesam-
te zeitliche Anderung, niamlich aufer einem maoglichen dA/dt # 0 auch diejenige,
die durch die Schrodinger—Gleichung beschrieben wird. Damit ist offensichtlich, daf§
0A /0t der Zeitableitung des ortsfesten und dA/dt der des mitbewegten Beobachters
im klassischen Fall im Abschnitt 11.3 entspricht. Wir erinnern an die Herleitung
von (11.46) in der Quantentheorie: der Operator dA/dt ist definiert durch die totale
Zeitableitung von Matrix-Elementen (®(¢)|A|¥(¢)) mit beliebigen Zusténden |®(t))
und |[U(1)):

()| S = ()] AlE)
0

= (@015 190 + (5(#01) Aw0) + 0014 519000

= (0| ZH(0) — = (B0 H AN(D) + - (@) A H (1)
= @l(%+ 5 ) 1w (1147

Da diese Beziehung fiir alle |®(¢)) und |¥(t)) zutrifft, folgt daraus (11.46). Wenn wir
nun die Operator-Beziehung (11.46) fiir A = p(t) formulieren und auerdem (11.45)
beachten, ergibt sich der von Neumannsche Satz fiir den Dichte—Operator:

dp(t) _Op(t) 1
i~ ot Tin POHI=0 1149)
Dieses ist offensichtlich die quantentheoretische Version des Liouvilleschen Satzes
(11.13). Den von Neumannschen Satz (11.48) haben wir bisher aber nur fiir die spezi-
elle Version (11.43) des Dichte-Operators p(t) hergeleitet. Wir werden im folgenden
Abschnitt lernen, dafi er auch fiir den Dichte-Operator von quantentheoretischen
Ensemblen gilt.
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11.5 Quantenstatistische Ensemble und der von
Neumannsche Satz

Die Konstruktion quantentheoretischer Ensemble folgt der der klassischen Ensemble:
wir denken uns eine sehr grofie Zahl physikalisch identischer Kopien des isolierten
Originalsystems, die sich in gewissen Quantenzustdnden |s(¢)) des Hilbert—Raums
des Originalsystems befinden. Zu einem beliebigen Zeitpunkt, z.B. bei ¢ = 0, sol-
len die |s(0)) = |s) ortho-normiert und vollstdndig sein, also (11.37) und (11.38)
erfiillen. Dann haben sie diese Eigenschaft auch zu jedem Zeitpunkt, denn

(s(t)|s'(t))y = (s et H/h e_th/h\s> = (s|s') = b4,
| o H/N Z 1) (3| G HN _ i Ht/h i Ht/h _ (11.49)

Im néchsten Schritt bilden wir die zur klassischen Ensembledichte p(q, p,t) analoge
GroBe: p(s) soll der Bruchteil derjenigen Ensemblemitglieder sein, die sich zur Zeit
t = 0 im Quantenzustand |s(0)) = |s) befinden. Dann wissen wir, daf} sie sich zur Zeit
t im Quantenzustand |s(¢)) befinden, der sich gemaf der Schrédinger—Gleichung aus
|s) entwickelt. Die zeitliche Entwicklung steckt also hier in den Quantenzustinden
|s(t)), und darum triagt p(s) im Gegensatz zu p(q,p,t) kein Zeitargument. Analog
zum klassischen Fall konnen wir aber sagen, daf§ die Ensemblemitglieder durch den
Hilbert—Raum ”strémen”. Als Folge der obigen Definition ergibt sich p(s) > 0 und

> p(s)=1. (11.50)

S

Wir kénnen p(s) auch als Wahrscheinlichkeit interpretieren, dafi sich ein beliebig
herausgegriffenes Ensemblemitglied im Quantenzustand |s(t)) befindet. Wie wir aus
dem vorangehenden Abschnitt wissen, besitzt eine physikalische Variable des Origi-
nalsystems, die durch den Operator = dargestellt werde, fiir ein Ensemblemitglied
im Quantenzustand |s(t)) den quantentheoretischen Erwartungswert (s(t)|z|s(t)).
Dann besitzt z zur Zeit ¢t im Ensemble—Mittel den Wert

(@)(t) = >_p(s) (s(t)]xls(t)) = Sp (p(t) x) . (11.51)

worin
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=>_1s(t)) p(s) (s(1)] (11.52)

der Dichte—Operator des Ensembles ist, auch Dichte—Matriz oder statistischer Ope-
rator genannt. Der Nachweis des letzten Schrittes in (11.51) benutzt die Definition
der Spur in (11.42) und die Ortho-Normierung und Vollsténdigkeit des Systems der

|s(t)), vgl. (11.49):

Sp(p(t)z) = 3 (s'(t)lp(t) z|s'(t))

s/

= 2 (S ®)s(t) p(s) (s(t)][s'(1))

8,8’

= 2_p(s) (s(t)|x]s(t)). (11.53)

Wir miissen die Ensemble-Mittelung in (11.51) sehr scharf unterscheiden von der
Situation, in der wir eine Linearkombination

— e ls() (11.54)

aus den Zusténden |s(¢)) bilden und den quantentheoretischen Erwartungswert von
z im Quantenzustand |¥(¢)) bilden, vgl. auch (11.40):

(U(t)|z|P(t) ch, cs ( |z|s(t)). (11.55)

Hier treten beliebige Kombinationen (s, s') von Quantenzustinden |s(¢)) und |s'(¢))
auf, im Ensemble-Mittel in (11.51) dagegen nur diagonale Terme s = s’. Man kann
sich den Ubergang von (11.55) zu (11.51) dadurch ausgefiihrt denken, daf durch
eine statistische Mittelungsprozedur die in dem Produkt ¢, ¢, fiir s # s’ enthaltene
quantentheoretische Phaseninformation verlorengeht,

s# s chcs =0,

aber: s=s"": cres = |es? > 0.

Die Werte p(s) entsprechen dann den |cg|?. Die Situation der Linearkombination
(11.55) bezeichnet man auch als eine reine Gesamtheit, die Ensemble-Mittelung
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bzw. die Situation der durch Mittelung verlorengegangenen Phaseninformation als
gemischte Gesamtheit. Als Mittelung, die die Phaseninformation ausloscht, kann
man sich auch die unvollkommene Rekonstruktion des Quantenzustands aufgrund
fehlender Information iiber den prézisen Quantenzustand vorstellen. Genau diese Si-
tuation wird uns im folgenden Abschnitt dazu fiihren, ein Ensemble zur statistischen
Beschreibung des thermodynamischen Gleichgewichts zu bilden.

Das Ensemble-Mittel in (11.51) enthélt zwei verschiedene statistische Elemente: zum
einen die Wahrscheinlichkeiten p(s), daf sich ein Ensemblemitglied im Quantenzu-
stand |s(t)) befindet, und zum anderen die im quantentheoretischen Erwartungswert
(s(t)|xz|s(t)) enthaltene statistische Deutung der Quantentheorie. Diese beiden sta-
tistischen Elemente sind begrifflich scharf voneinander zu trennen. Nur in der reinen
Gesamtheit flieflen sie zusammen.

Der Dichte-Operator p(t) in (11.52) ist normiert im Sinne der Spur. Unter Verwen-
dung der Ortho-Normierung der |s(¢)) finden wir namlich

Sp (p(t)) = D_(s'(t)ls (1)) p(s) (s(t)|s'(2)) = D_p(s) =1, (11.56)

8,8’

vgl. (11.50). Da die |s(t)) die Schrodinger—Gleichung erfiillen sollten,

0 9
ih s |s(t) = Hls(),  ih=(s(t)] = (s(t)| H, (11.57)

vgl. auch (11.49), ergibt sich mit derselben Rechnung wie in (11.45)

mag—g’fhé (), H] = 0 (11.58)

und zusammen mit der Operator-Identitét (11.46) der von Neumannsche Satz jetzt
fiir allgemeine Dichte-Operatoren vom Typ (11.52)

d’;_it):mag—ithr% (p(t), H] = 0. (11.59)

Der Dichte-Operator ist hermitesch, denn unter Verwendung der iiblichen Rechen-
regeln der Quantentheorie ist
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pt(t) = Y (Is(®)p(s) (s()))*
= > [s(t)p*(s) (s(t)]
= > [s(t) p(s) (s(t)| = p(t), (11.60)

weil p(s) per Definition reell ist. Aus der Hermitizitét folgt, dafi p(¢) relle Eigenwerte
besitzt. Diese sind die Wahrscheinlichkeiten p(s), und zwar zu den Eigenzustinden
|s(t)), denn

p(t)]s(t)) = XI: [5'()) p(s") (s (1) ]5(2)) = p(s)|s(2)). (11.61)

Diese Eigenwert—Relation gilt offensichtlich zu jeder Zeit ¢, wobei die Eigenwerte
p(s) zeitunabhéngig sind.

11.6 Das mikrokanonische Ensemble in der Quan-
tenstatistik

Zur Formulierung der quantentheoretischen Version des mikrokanonischen Ensem-
bles im Gleichgewicht gehen wir véllig analog wie im klassischen Fall vor. Wir fordern
zunichst, dafl der zugehorige Dichte-Operator stationér ist. Aus dem von Neumann-
schen Satz (11.59) folgt dann

Yo = pH=0 (11.62)
Der Dichte-Operator kann also wieder nur eine Funktion solcher Operatoren sein,
die Integrale der Bewegung darstellen. Unter ihnen sind die Erhaltungsgrofien, die
durch Invarianzen des Systems bedingt sind. Impuls und Drehimpuls sind in thermo-
dynamischen Systemen wegen der Existenz von Systemwinden im allgemeinen nicht
erhalten. Durch die Wahl des Hilbert-Raums der Quantenzustinde des Systems sei-
en die Erhaltung der Teilchenzahl N, der Masse und der elektrischen Ladung hier
identisch erfiillt. Desgleichen sei das Volumen V' des Systems durch entsprechende
rdumliche Randbedingungen fiir die Quantenzusténde festgelegt. Von den Erhal-
tungsgroflen bleibt dann nur noch die Energie, dargestellt durch den Hamilton—
Operator H, die als Variable im Dichte—Operator p auftreten kann. Wir iiberneh-
men das Postulat gleicher a priori-Wahrscheinlichkeiten mit derselben Begriindung
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wie im klassischen Fall nun auch in die Quantenstatistik. Das im klassischen Fall
verwendete Argument der Invarianz der Phasenraumelemente unter der Systembe-
wegung ist jetzt zu ersetzen durch die aus der Quantentheorie bekannte Erhaltung
der Wahrscheinlichkeit in der zeitabhéngigen Schrédinger—Gleichung. Das Ergebnis
aus dem Postulat gleicher a priori-Wahrscheinlichkeiten lautet, dafl der Dichte—
Operator ausschlieflich vom Hamilton-Operator abhéngt: p = p(H). Um die Form
von p(H) zu ermitteln, gehen wir von (11.52) aus und verwenden zur Darstellung
von p die Eigenzustinde |s) des Hamilton—-Operators:

Hls)=BE(s)|s),  |s(t))=e PO s) (s(t)] = (s| e’ 7" (11.63)

Dann wird

p=31)p(s) (sl (11.64)

Das Postulat gleicher a priori-Wahrscheinlichkeiten besagt nun, daf§ p(s) nur noch
eine Funktion des Eigenwerts E(s) sein kann. Da das thermodynamische System
isoliert sein sollte und somit einen festen Wert U besitzt, miissen die p(s) die Form

MQNME@JU:{éggig (11.65)
haben, so daf}
pr~>_|s)d(E(s).U) (s. (11.66)

Der noch offene Proportionalitdtsfaktor wird durch die Normierungsbedingung
Sp(p) = 1 bestimmt. Das Ergebnis lautet

o = iz|s>a<E<s>,U><s\,

W = W(UN,V) 25 (11.67)

Es ist also p(s) = 1/W fiir E(s) = U und p(s) = 0 sonst. W ist die quantentheo-
retische Version der mikrokanonischen Zustandssumme und hat die Bedeutung der
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Anzahl von Quantenzustdnden zur Energie U. Folglich gewinnen wir die Verbin-
dung zwischen Mikrodynamik und Thermodynamik, indem wir In W als Entropie
des Systems interpretieren:

S(U.V,N) =InW(U,V,N). (11.68)

Alle weiteren Schritte folgen dem Muster des klassischen Falls in Abschnitt 11.3.

Analog dem klassischen Fall kénnen wir auch im quantentheoretischen Fall eine
Funktion

7(U)=>_6(U - E(s)) (11.69)

definieren, die die Anzahl der Zustéinde mit Energien E(s) < U zihlt. Deren Ablei-
tung

ar ()
i 2835 (E(s) = U) (11.70)

hat wie im klassischen Fall die Bedeutung der Anzahl von Zusténden pro Energie, ist
also die Zustandsdichte des Systems. Im klassischen Fall konnten wir allerdings die
mikrokanonische Zustandssumme durch W(U) = d? (U)/dU AU ausdriicken, vgl.
(11.31). Das ist im quantentheoretischen Fall in (11.67) nicht ohne weiteres ersicht-
lich. Wenn wir jedoch die Definition von 6(E(s),U) gegeniiber (11.65) abdndern
in

U< E(s) <U+ AU,

1
p(s) ~0(E(s),U) := { 0 const : (11.71)
dann wird ganz offensichtlich
W =Y 6(E(s),U) =7(U+ AU) =7 (V). (11.72)

Die Abstdnde zwischen den Energieeigenwerten in einem System mit einer makro-
skopischen Teilchenzahl N, zumal im thermodynamischen Limes N — oo, werden
sehr klein. Wir interpretieren nun AU als ein Energieintervall, das grofy gegen diese
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Absténde, jedoch klein gegen die makroskopische, extensive Energie U ist. Auf die-
ser Energieskala sind die Definitionen (11.65) und (11.71) fiir 6(E(s), U) dquivalent
und aus (11.72) folgt weiter

d? (U)
W =S 0(E(s),U) = 7(U + AU) = 7 (U) = oL AU = 376 (B(s) — U) AU,

dU
(11.73)

vgl. (11.70). Damit haben wir auch die quantentheoretische Analogie zu (11.31)
hergestellt. Gelegentlich findet man auch die symbolische Schreibweise

p:%(S(H—U), (11.74)
die im Sinne von
p = pY_ls)sl
AU
= o ;6([—[- U)|s)(s|
AU
= 5 zsja(E(s) —U) |s)(s] (11.75)

zu verstehen ist und mit der Definition von p in (11.67) {ibereinstimmt, wenn wir

dort 6(E(s),U) durch 6(E(s) — U) AU wie in (11.73) ersetzen.
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Kapitel 12

Allgemeine kanonische Ensemble

Im vorhergehenden Kapitel haben wir die grundlegenden Begriffsbildungen kennen-
gelernt, die wir bendtigen, um thermodynamische Aussagen aus der Mikrodynamik
eines Systems zu gewinnen. Insbesondere haben wir unter Verwendung des Postu-
lats der gleichen a priori-Wahrscheinlichkeiten das mikrokanonische Ensemble kon-
struiert, das das thermodynamische Verhalten eines isolierten Systems beschreibt.
In einem isolierten System besitzen die Variablen innere Energie U, Volumen V
und Teilchenzahlen N, moglicherweise auch noch weitere extensive Variablen, feste
Werte. In diesem Kapitel wollen wir die mikrodynamische Beschreibung thermody-
namischer Systeme auf offene Gleichgewichtssysteme erweitern. In diesen konnen
extensive Variablen durch Austausch mit einem Umgebungssystem fluktuieren. Im
Gleichgewicht wird sich aber ein stationirer Mittelwert der extensiven Variablen
einstellen. Eine unserer Fragestellungen wird sein, wie grof3 die Fluktuationen um
den Mittelwert sind.

Der Ubergang von isolierten zu offenen Systemen folgt gedanklich der Beschrei-
bung offener Systeme durch thermodynamische Potentiale, wie wir sie im Kapitel 4
eingefiihrt hatten. Wir werden in diesem Kapitel auf Vorstellungen von dort zuriick-
greifen. Einmal mehr zeigt sich hier, wie eng die sogenannte phidnomenologische und
die statistische Thermodynamik miteinander verbunden sind.

12.1 Mikrokanonisches, kanonisches und grofika-
nonischen Ensemble

Unser Ausgangspunkt sind die Extremalprinzipien fiir thermodynamische Poten-
tiale aus dem Kapitel 4, die wir dort zur Charakterisierung des thermodynami-
schen Gleichgewichts verwendet hatten. Welches Potential im Gleichgewicht extre-
mal wird, hangt von der Kontaktsituation des Systems zu seiner Umgebung ab, z.B.

243
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die Entropie S =Max fiir ein isoliertes System, die freie Energie F' = U — T S =Min
fiir ein thermisch offenes System, das Potential U = U —-T S— N p = —pV =Min fiir
ein thermisch und materiell offenes System. Unsere Aufgabe wird es sein, aus dem
jeweiligen Extremalprinzip auf die Wahrscheinlichkeiten p(s) zu schliefen, mit denen
ein Quantenzustand |s) in dem entsprechenden Gleichgewichtszustand représentiert
ist. Wir wihlen hier also die quantenstatistische Version; die Ubertragung auf den
Fall der klassischen Statistik wird sich als unproblematisch erweisen.

Im Kapitel 4 hatten wir das jeweilige Potential nach einer internen Variablen x
variiert, z.B. nach einer extensiven Variablen eines Untersystems. Derjenige Wert
von z, fiir den das Potential extremal wird, ist der Gleichgewichtswert. In diesem
Abschnitt werden wir statt dessen nach den Wahrscheinlichkeiten p(s) variieren.
Diejenigen Werte von p(s), fiir die das Potential extremal wird, sind die Gleichge-
wichtswerte der Wahrscheinlichkeiten p(s). Bei der Variation nach den p(s) ist als
Nebenbedingung die Normierung

> pls) =1 (12.1)

zu beachten. Fiir die Kontaktsituation der Isolation kennen wir bereits die Losung
unseres Problems aus dem vorhergehenden Kapitel, ndmlich p(s) = 1/W fiir alle
W Eigenzusténde |s) zum Hamilton—Operator H mit den Eigenwerten E(s) = U =
Energie des isolierten Systems und zum Teilchenzahl-Operator N mit den Eigen-
werten N(s) = N = Teilchenzahl des isolierten Systems. Wir nehmen also an, daf
die |s) gleichzeitig Eigenzustinde zur Energie und zur Teilchenzahl sind. Das ist
moglich, wenn der Hamilton—Operator und der Teilchenzahl-Operator kommutieren:
[H; N] = 0. Wir werden diese spezielle Losung in diesem Abschnitt wiederfinden.

In einem ersten Schritt werden wir nun die thermodynamischen Potentiale als Funk-
tionen der p(s) formulieren. Fiir die innere Energie U und die Teilchenzahl N lauten
diese

U=> p(s)E(s). N =3 p(s)N(s). (12.2)

Bei der Formulierung der Entropie als Funktion der p(s) gehen wir aus von dem
Ausdruck S = In W fiir die Entropie des mikrokanonischen Ensembles im vorherge-
henden Kapitel. Da p = 1/W fiir die Zusténde |s) mit E(s) = U und N(s) = N, wie
wir soeben festgestellt hatten, konnen wir also auch S = — In p schreiben. Wenn die
Mikrozusténde |s) mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten p(s) auftreten, muf} p
durch p(s) ersetzt und das Ergebnis mit den p(s) gemittelt werden. Auf diese Weise
erhalten wir die Darstellung
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Zp Inp(s (12.3)

Eine andere Begriindung fiir (12.3) geht von einer Darstellung gegebener p(s) durch
ein Ensemble mit M Mitgliedern aus, von denen sich jeweils My = M p(s) im Zu-
stand |s) befinden. Jede durch die M, charakterisierte Ensembleverteilung kann auf

M!

WE = Hs Ms!’

> My=M, (12.4)

verschiedene Weisen erzeugt werden. Dieses ist gerade die Anzahl von Permutationen
von Ensemblemitgliedern auf die Zustinde |s), gekiirzt um die Anzahlen M,! von
Ensemblemitgliedern in demselben Zustand. Die letzteren erzeugen nadmlich keine
neue Ensembleverteilung. Sg = In Wg hat dann die Bedeutung einer Ensemble—
Entropie. Unter Verwendung der Stirling—Formel In M! = M In M — M fiir M — oo,
desgleichen fiir die M,!, berechnen wir

Sp=M1InM—> M;InM;=—-M> p(s) Inp(s). (12.5)

Die Ensemble-Entropie Sg ist extensiv mit der Ensemblegréfie M. Die auf ein ein-
zelnes System bezogene Entropie ist S = Sg/M, gleichlautend mit (12.3).

12.1.1 Das mikrokanonische Ensemble

In einem zweiten Schritt fiihren wir die Variation nach den p(s) aus und beginnen
mit dem Fall eines isolierten Systems, fiir das das Gleichgewicht durch S =Max
charakterisiert ist. Die Nebenbedingung (12.1) beriicksichtigen wir durch einen La-
grangeschen Parameter «. Zur Variation zugelassen sind siamtliche Zustinde |s) mit
E(s) = U und N(s) = N. Nach den Regeln aus dem Kapitel 5 berechnen wir
zunéchst

0SS = —Z(S s) Inp(s)] = —> [Inp(s) + 1] op(s).

62S = —Z(Slnp 1] dp(s) = ZM

. (s) (12.6)

Unter Verwendung dieser Rechnung lautet unser Variationsproblem
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) lS —a <§8:p(s) — 1)] = —> [Inp(s) + 1+ o] dp(s) =0, (12.7)

S

woraus wegen der formalen Unabhéngigkeit der p(s)

p(s) =e 1 = const (12.8)
folgt. Die Normierung der p(s) auf W Zustéinde mit F(s) = U und N(s) = N ergibt
wiederum p(s) = 1/W, also das mikrokanonische Ensemble. Wir bilden auch noch
die zweite Variation und erhalten mit (12.6)

6 [S—a (Zsjp(s)—1>] =525:—ZM<0, (12.9)

=~ p(s)

weil p(s) > 0 (und op(s) =

0 fiir p(s) = 0). Der Makrozustand, der durch das
mikrokanonische Ensemble p(s) =

1/W charakterisiert wird, ist also auch stabil.

Die Version der klassischen Statistik des mikrokanonischen Ensembles lautet wie im
Kapitel 11 angegeben p(q, p) =const fiir H(q,p) = U bzw.

p(qvp)=%5(H(qvp)—U)v W=AU/d? 0 (H(g,p)—U).  (12.10)

12.1.2 Das kanonische Ensemble

Fiir ein System im thermischen Kontakt mit seiner Umgebung wird im Gleichgewicht
seine freie Energie F' = U — T'S minimal. Es ist

F=U-TS5=> p(s)[E(s)+T Inp(s)]. (12.11)

Zugelassen sind Zusténde |s) mit beliebigen Energien FE(s), weil die Energie des
Systems fluktuieren konnen soll, jedoch mit fester Teilchenzahl N(s) = N. Unser
Variationsproblem lautet nunmehr

0 lF -« (zsjp(s) - 1)] =Y [E(s)+ T Inp(s) +T —a] dp(s) =0,  (12.12)

S
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woraus

p(s) = exp (% —1- @) - % exp (—@) (12.13)

folgt. Dieses ist die kanonische Verteilung bzw. p(s) in (12.13) beschreibt das ka-
nonische Ensemble. Dessen Zustandssumme Z finden wir aus der Forderung der
Normierung der p(s) als

Y p(s) =1 - Z=> exp (—@) (12.14)

Da die |s) Eigenzustinde zum Hamilton-Operator H mit den Eigenwerten E(s)
sind, konnen wir das kanonische Ensemble auch durch seinen kanonischen Dichte—
Operator

! < H) (12.15)
=—exp|—— :
=77 P\

darstellen. Die Wahrscheinlichkeiten p(s) sind offensichtlich die Eigenwerte des

Dichte-Operators, p|s) = p(s)|s), und die kanonische Zustandssumme kénnen wir
schreiben als

Z = gexp (—@) 8> =Sp <exp <—%>> : (12.16)

Daf das durch F' =Min bzw. durch die Variation in (12.12) beschriebene Gleichge-
wicht auch stabil ist, bestétigen wir durch Bildung der zweiten Variation

:Z<s

S

6 [F—a <;p(s)—l>] :521?:2%(8))2 > 0. (12.17)

=~ p(s)

Die Version der klassischen Statistik des kanonischen Ensembles wird vollig analog
durch die Ensembledichte

p(q,p) = % exp (-M), 7= /d? exp <—H(§;p)>. (12.18)

ausgedriickt.
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12.1.3 Das groflkanonische Ensemble

Fiir ein System, das im thermischen und materiellen Kontakt mit seiner Umgebung
steht, wird im Gleichgewicht sein Potential W = U —T'S — N minimal. (p ist das
chemische Potential.) Es ist

C=U-TS—uN=> ps)[E(s) — uN(s)+ T Inp(s)]. (12.19)

Zugelassen sind Zusténde |s) mit beliebigen Energien E(s) und mit beliebigen Teil-
chenzahlen N(s), weil Energie und Teilchenzahl des Systems fluktuieren kénnen
sollen. Unser Variationsproblem lautet

oo ()]

=Y [E(s) = uN(s)+ T Inp(s) + T — a] dp(s) = 0, (12.20)

woraus

p(s) = exp (% . BG) —Tu N(S)) _. % exp (_E(S) —Tu N(S)) (12.21)

folgt. Dieses ist die grofkanonische Verteilung bzw. p(s) in (12.21) beschreibt das
groflkanonische Ensemble. Dessen Zustandssumme Z finden wir aus der Forderung
der Normierung der p(s) als

Z = zsjexp (—E(s) _T“N(S)>. (12.22)

Da die |s) Eigenzustinde zum Hamilton-Operator H mit den Eigenwerten E(s)
und zum Teilchenzahl-Operator N mit den Eigenwerten N(s) sind, konnen wir das
groflkanonische Ensemble auch durch seinen groflkanonischen Dichte-Operator

1 < H—uN)
p p T

~ (12.23)
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darstellen. Die Wahrscheinlichkeiten p(s) sind wiederum die Eigenwerte des Dichte—
Operators, pls) = p(s)|s), und die grofkanonische Zustandssumme kénnen wir
schreiben als

Do) g (52

S )l

= Sp <exp <—H_7T'UN>> : (12.24)

Dafl das durch ¥ =Min bzw. durch die Variation in (12.20) beschriebene Gleichge-
wicht auch stabil ist, bestétigen wir durch Bildung der zweiten Variation

52 [\IJ -« (Zsjp(s) - 1)] =80 =) T (9p(s)" > 0. (12.25)

= p(s)

Um die Version der klassischen Statistik des groflkanonischen Ensembles zu for-
mulieren, beginnen wir mit der Feststellung, dafl der klassische Phasenraum ist
fiir eine feste Teilchenzahl N definiert ist, ndmlich durch ¢ = (¢1,¢o,...,¢qs) und
p = (p1,p2,...,pf) mit f = 3 N. Zur klassischen Darstellung des grofikanonischen
Ensembles mufl deshalb das kartesische Produkt der Phasenrdume zu samtlichen
Teilchenzahlen N gebildet werden. Die Ensembledichte in diesem Produktraum lau-
tet dann

pn(q.p) = %exp (_HN(q,I;z—uN)
2= 3 [ o (D), (12.20

In pn(q,p) tritt die Teilchenzahl N als Variable auf, wihrend der Index N in
Hy(q,p) und d? y die Hamilton-Funktion bzw. das Phasenraumelement in einem
N-Teilchensystem bedeuten.

12.2 Thermodynamik des kanonischen und grof3-
kanonischen Ensembles

Nachdem wir im vorhergehenden Abschnitt aufler dem uns bereits bekannten mikro-
kanonischen Ensemble fiir isolierte Systeme das kanonische und das grolkanonische
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Ensemble fiir Systeme im thermischen bzw. im thermischen und materiellen Kontakt
mit der Umgebung entwickelt haben, zeigen wir nun, wie sich daraus die Thermody-
namik der Systeme gewinnen 14t. Wir beginnen jeweils mit der quantenstatistischen
Version und iibertragen deren Ergebnisse in einem Analogieschlufl auf die Version
der klassischen Statistik. Ausgangspunkt ist die Darstellung des thermodynamischen
Mittelwertes einer beliebigen Variablen, die durch einen Operator x bzw. durch ei-
ne Phasenraumfunktion z(q,p) dargestellt sei. In der quantenstatistischen Version
haben wir

(r) = > p(s)(slzls) =Sp(pa),
p = Z|s>p(s)<s|, (12.27)

worin p der Dichte-Operator ist. Die entsprechende Darstellung im Fall der klassi-
schen Statistik lautet

(z) = /d? p(q,p) 2(q,p)- (12.28)

12.2.1 Thermodynamik des kanonischen Ensembles

Fiir das kanonische Ensemble haben wir im vorhergehenden Abschnitt fiir den
Dichte—Operator

p - Ze _Ze ’ ﬂ _Ta
Z = Sp(e’*) (12.29)

gefunden. Die Verwendung der Variablen 8 = 1/T statt der Temperatur wird sich
in den folgenden Umformungen als niitzlich erweisen. Gemé&fl der Bemerkung am
Anfang dieses Abschnitts konnen die innere Energie U nun darstellen als

= — = _—_ 2z (12.30)
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Fiir die Entropie erhalten wir durch Verwendung von

den Ausdruck

S == p(s)Inp(s)==> _p(s) (-BE(s) —InZ)=pU+InZ. (12.31)

Dieselbe Umformung kann man auch unter Verwendung der Operator—Schreibweise
durchfiihren:

S=-Sp(plnp)=-Splp (-fH—-InZ)]=pU+1nZ. (12.32)

Durch Umstellung gewinnen wir aus (12.31) bzw. (12.32)

1 1
U-=-S=—=InZ
p p

bzw.

F=U-TS=-ThZ (12.33)

Damit haben wir den statistischen Zugang zur Thermodynamik des Gleichgewichts
eines thermisch offenen Systems gewonnen: wenn es gelingt, die kanonische Zustands-
summe Z gemif (12.29) zu berechnen, dann kénnen wir daraus das Potential des
thermisch offenen Systems, ndmlich seine freie Energie F' = F(T,V, N) bilden, aus
deren Fundamentalrelation

dF = —SdT — pdV + pdN (12.34)
bzw.
_ OF(T,V,N) _ OF(T,V,N) _OF(T,V,N)
5= or P~ av M7 TN (12.35)
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wir sdmtliche thermodynamischen Eigenschaften des Gleichgewichts herleiten
kénnen. Damit haben wir also die statistische Theorie an die phdnomenologische
Theorie angeschlossen. Im iibrigen ist dieser Zugang zur Thermodynamik vollig ana-
log dem Vorgehen fiir isolierte Systeme im vorhergehenden Kapitel, Abschnitt 11.3.
Dort stellte sich das Problem, die mikrokanonische Zustandssumme W zu berech-
nen, aus der wir das Potential des isolierten Systems, namlich die Entropie gemaf
S =S(U,V,N) =1InW bilden kénnen.

Die Rechnungen fiir den Fall der klassischen Statistik verlaufen vollig analog:

plg.p) = %exp(—ﬁH(q,p)),
7 = [d exp(~BHlap).

U = (H) :l/d?qu)exp(—ﬁH(qp))=

- 7%/6” exp (—4 H(q, p>>——%lnz
S = /d‘? (¢,p) Inp(q,p) = /d‘? p(q,p) (=B H(q,p) —InZ) =
- BU+InZ (12.36)

usw.

Héaufig formuliert man die kanonische Zustandssumme unter Verwendung der Zu-
standsdichte D(F), die wir bereits aus dem vorhergehenden Kapitel kennen. Im
quantenstatistischen Fall schreiben wir

S e B6) = /OOO dE S8 (E(s) — E) e °F =
— /Ooo dE D(E)e °F, (12.37)
Y 6(E(s) - E), (12.38)

und im Fall der klassischen Statistik

7 - /d? o B () :/OO dE D(E)e °F, (12.39)
0

D(E) = %UU) (12.40)
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Diese Definitionen der Zustandsdichte D(FE) stimmen mit jenen aus dem vorher-
gehenden Kapitel iiberein. (Wir haben hier die Variable E statt U verwendet, um
Verwechslungen mit der inneren Energie zu vermeiden).

12.2.2 Thermodynamik des gro3kanonischen Ensembles

Fiir das grolkanonische Ensemble haben wir im vorhergehenden Abschnitt fiir den
Dichte—Operator

1 1 1
—_ _(H_MN)/T:_ -BH-yN = — = — = —
p 7 © 7 o BEg o yE—/T= b
7 = Sp(e ") (12.41)

gefunden. Aufler 5 = 1/T fiihren wir also noch die Hilfsvariable v = —u/T = —(3 1
ein. Fiir die innere Energie U erhalten wir

1 1 0
_ _ 4 —BH-—yN g —BH-yN
U = <H>—ZSp(He 7 ) Z@ﬁSp<e 7 )
1 07 0
= ———=——1In/. 12.42
Zop o " (12:42)
und analog fiir die Teilchenzahl
1 1 0
_ _ 4 ~BH-—yN 1+ g ~BH-yN
N = <H>_ZSp(Ne 7 ) Z@ySp(e 7 )
107 0
_ 1oz 0, 124
7 0y v " ( 3)

Die Berechnung der Entropie ergibt

S=-Sp(plnp)=-Splp (-BH—yN-InZ)]|=pU+yN+InZ. (12.44)

Durch Umstellung gewinnen wir aus (12.44)
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1 v 1
U-=S+-N=—-—-InZ
g B p

bzw.

V=U-TS—-—uN=-TInZ (12.45)

Damit haben wir den statistischen Zugang zur Thermodynamik des Gleichgewichts
eines thermisch und materiell offenen Systems gewonnen: wenn es gelingt, die ka-
nonische Zustandssumme Z gemé&f (12.41) zu berechnen, dann kénnen wir daraus
das Potential des thermisch und materiell offenen Systems, ndmlich sein Potential
U = U(T,V, u) bilden, aus dessen Fundamentalrelation

dV = —SdT — pdV — Ndu (12.46)
bzw.
OU(T,V, ) o (T, V, ) OV (T, V, )
= = N=——_201 12.4
S o P AR o (12.47)

wir simtliche thermodynamischen FEigenschaften des Gleichgewichts herleiten
kénnen.

12.2.3 Fluktuationen und die Aquivalenz der Ensemble

Aus unseren bisherigen Uberlegungen schliefen wir, daf wir zur statistischen Be-
schreibung eines thermodynamischen Systems dasjenige Ensemble zu verwenden ha-
ben, das der Kontaktsituation des Systems entspricht. Dieser Zusammenhang ist in
der Tabelle 12.1 wiedergegeben.

Wir wollen nun die Frage stellen, in welcher Weise sich die thermodynamischen
Eigenschaften, die durch die einzelnen Ensemble beschrieben werden, voneinander
unterscheiden. Mikrokanonisches und kanonisches Ensemble unterscheiden sich da-
durch, daf} die gesamte innere Energie U im mikrokanonischen Ensemble einen festen
Wert besitzt, wihrend sie im kanonischen Ensemble fluktuiert. Wir berechnen die
Fluktuationen der Energie im kanonischen Ensemble, d.h., die Abweichungen vom
Gleichgewichtswert
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‘ Kontakt: ‘ Ensemble ‘ Potential ‘
isoliert mikrokanonisch | S=InW
thermisch offen | kanonisch F=-ThZ

thermisch und
materiell offen | groflkanonisch | ¥ = —-T InZ

Tabelle 12.1: Kontakt—Situation und Ensemble—Auswahl

SH = H — (H). (12.48)

Der Mittelwert der Fluktuationen verschwindet offensichtlich: (¢H) = 0. Um eine
Aussage iiber die Groflenordnung der Fluktuationen zu gewinnen, bilden wir des-
halb den Erwartungswert des Quadrates der Fluktuationen, das sogenannte Schwan-
kungsquadrat der gesamten inneren Energie:

(GH)) = ((H—(H))?*) = ((H - 2H(H)+ (H)")) =
= (H*) — (H)>. (12.49)

Eine Aussage iiber das Schwankungsquadrat kénnen wir gewinnen, wenn wir die
Darstellung der inneren Energie

1
_ ~BH
U= 7 Sp (He ) (12.50)
nochmals nach ( differenzieren:

Nun ist 0Z/0p = —ZU = —Z (H), vgl. (12.30). Einsetzen in (12.51) fithrt auf

ou

((6H)) = (%) — a1y = =,

(12.52)

Aus = 1/T folgt weiter
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oU oU
- _T2 - _T2
op oT v

worin Cy, die Warmekapazitéit bei konstantem Volumen ist. Wir erhalten damit aus
(12.52) einen sehr einfachen Ausdruck fiir das Schwankungsquadrat, ndmlich

((OH)*) =T Cy. (12.53)

Wir diskutieren das Verhalten dieses Ausdrucks im thermodynamischen Limes Teil-
chenzahl N — oo. Da die Warmekapazitiat Cy extensiv ist, also Cy ~ N, verhilt
sich auch das Schwankungsquadrat extensiv, also ((0H)?) ~ N. Die GréBenord-
nung der Fluktuationen selbst sind durch die Wurzel aus dem Schwankungsquadrat
gegeben, und deren relative Gréflenordnung durch

<(‘5H)2>_T\/O_V 1
Hy ~— U T UN

(12.54)

d.h., im thermodynamischen Limes verschwindet die relative Groflenordnung der
Fluktuationen der Energie. In diesem Sinn sind das mikrokanonische und das ka-
nonische Ensemble dquivalent: wenn man an den extensiven Variablen nur in der
Ordnung ~ N bzw. an den intensiven Variablen als Verhiltnisse extensiver Varia-
blen nur in der Ordnung 1 interessiert ist, fiihren die beiden Ensemble zu identischen
Ergebnissen. Die Auswahl des verwendeten Ensembles kann dann etwa nach prag-
matischen, d.h., rechentechnischen Gesichtspunkten erfolgen.

Eine vollig analoge Aussage gilt fiir den Unterschied zwischen dem kanonischen und
dem groflkanonischen Ensemble beziiglich der Teilchenzahl. Aus

(N) = %Sp (Ne ?H=1N) (12.55)

folgt durch nochmaliges Differenzieren nach +:

M g (o) L0 g

= —(N)+(N)2=—{(0N)*). (12.56)
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worin wir 0Z/0y = —Z (N) benutzt haben, vgl. (12.43). Hieraus folgt bereits, daf
das Schwankungsquadrat der Teilchenzahl extensiv ist, weil auf der linken Seite ()
extensiv, ¥ = —u/T jedoch intensiv ist. Damit konnen wir den analogen Schluf} wie
fiir die Energie im kanonischen Ensemble ziehen: im thermodynamischen Limes N —
oo verschwindet die relative Groflenordnung der Fluktuationen der Teilchenzahl ~
1/+/N. Fiir die Fluktuationen der Energie im groBkanonischen Ensemble kénnen wir
natiirlich denselben Schlufl wie im kanonischen Ensemble ziehen.

Selbstverstandlich treten auch im mikrokanonischen Ensemble bzw. in einem iso-
lierten thermodynamischen System Fluktuationen auf, z.B. in Teilsystemen, die ja
offen sind. Lediglich die Variablen U, V. N fiir das Gesamtsystem haben konstante
Werte. Entsprechendes gilt fiir die anderen Ensemble bzw. Systeme, die durch sie
beschrieben werden.

12.3 Der informationstheoretische Zugang

Die Variationsrechnungen, die uns im Kapitel 12.1 zur Formulierung des mikro-
kanonischen, des kanonischen und des groflkanonischen Ensembles gefiihrt haben,
lassen sich noch verallgemeinern und sie lassen auflerdem eine informationstheoreti-
sche Interpretation zu, die als eine Verallgemeinerung des Postulats der gleichen a
priori-Wahrscheinlichkeiten aufgefafit werden kann.

12.3.1 Die informationstheoretische Formulierung

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dafi man Ensemble fiir die Beschreibung
thermodynamischer Systeme im Gleichgewicht durch die folgenden Forderungen fin-
den kann: wir suchen einen Dichte-Operator p bzw. eine Phasenraumdichte p(q, p)
mit folgenden Eigenschaften:

1. p bzw. p(q, p) soll die Bedingungen des thermodynamischen Systems in seiner
jeweiligen Kontaktsituation erfiillen, ndmlich

(a) feste Werte fiir die mit dem Kontaktsystem nicht ausgetauschten Va-
riablen identisch erfiillen, z.B. N =constt fiir materiell abgeschlossene
Systeme,

(b) vorgebbare Mittelwerte fiir ausgetauschte Variablen realisieren, z.B. (U)
fiir thermisch offene Systeme.
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2. Im iibrigen soll das durch p bzw. p(q, p) zu beschreibende Ensemble statistisch
maximal unbestimmt sein, d.h., es sollen nur die unter Punkt 1 aufgefiihrten
Kenntnisse zu seiner Konstruktion benutzt werden.

Ganz offensichtlich ist der Punkt 2 eine Verallgemeinerung des im Kapitel 11 ein-
gefiihrten Postulats der gleichen a priori-Wahrscheinlichkeiten. Wir konnen nimlich
den obigen Punkt 2 auch dadurch ausdriicken, dafi p bzw. p(q, p) nur von den festen
Werten der nicht ausgetauschten Variablen und von den Mittelwerten der ausge-
tauschten Variablen abhingen soll, aber zwischen allen damit vertrdglichen physi-
kalischen Situationen nicht unterscheiden kénnen soll.

Wir beginnen mit der Festlegung der Eigenschaft statistisch mazimal unbestimmdt.
Es seien A, B,C,... Ereignisse, in der physikalischen Sprechweise Ergebnisse von
Messungen in einem wirklichen oder gedachten Experiment. Ein solches Gedanken-
experiment ist das Herausgreifen eines beliebigen Ensemblemitglieds, das Ereignis
das Ergebnis der Messung, in in welchem Quantenzustand |s) bzw. in welchem Pha-
senraumelement d? es sich befindet. Den Ereignissen A, B, C, ... seien Wahrschein-
lichkeiten p(A), p(B), p(C), ... zugeordnet, die jeweils 0 < p(A) < 1,... erfiillen und
deren Summe iiber alle moglichen Ereignisse auf den Wert 1 normiert seien. Mit
dem Eintritt eines Ereignisses A ist ein Informationsgewinn I(A) verbunden, der
um so grofer ist, je unwahrscheinlicher das Ereignis ist, d.h., desto kleiner p(A) ist,
und umgekehrt. Uber den Informationsgewinn I(A), der durch das Eintreten von A
entsteht, wollen wir die folgenden Annahmen machen:

1. I(A) soll eine Funktion von p(A) sein: I(A) = L(p(A)).

2. Durch das Eintreten eines sicheren Ereignisses S, das durch p(S) = 1 charak-
terisiert ist, soll kein Informationsgewinn eintreten: L(1) = 0.

3. Fiir das Produkt A A B von zwei statistisch unabhdingigen Ereignissen A und
B soll der Informationsgewinn additiv sein: I(A A B) = I(A) + I(B). Das
Produktereignis AA B ist dadurch definiert, dal sowohl A als auch B eintreten
sollen. Zwei Ereignisse A und B heiflen statistisch unabhéngig, wenn p(A A
B) = p(A) p(B). Folglich bedeutet die Additivitit des Informationsgewinns,
dafl

L(p(A)p(B)) = L(p(A)) + L(p(B))

4. Es soll L'(¢) = dL(§)/d¢ < 0 sein: je wahrscheinlicher ein Ereignis ist, desto
kleiner soll der Informationsgewinn mit seinem Eintreten sein und umgekehrt.
Diese Forderung hatten wir oben schon formuliert.
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Da Wahrscheinlichkeiten im Intervall 0 < ¢ < 1 kontinuierlich verteilt sind, setzen
wir voraus, daf8 L(§) differenzierbar ist. Die Differentiation von (12.57) nach £4 bei
&g =const ergibt

Ep L'(€48p) = L'(Ea). (12.58)
Wir wihlen {4 = 1 und schreiben {g =: {. Dann lautet (12.58)

L) = L'SX integriert:  L(¢) = L'(1) In€ + C. (12.59)

Da L(1) = 0 sein sollte, vgl. Punkt 2 oben, folgt fiir die Integrationskonstante
C = 0. Da L'(§) < 0 sein sollte, vgl. Punkt 4 oben, ist L'(1) < 0, und wir schreiben
—L'(1) =: k > 0. Das Ergebnis unserer Uberlegungen lautet dann

L(€) = —k In€. (12.60)

12.3.2 Die allgemeine Ensemblekonstruktion

Die Ensemblekonstruktion sollte die Wahrscheinlichkeitsverteilung des thermody-
namischen Systems auf Mikrozustéinde repriasentieren. Darum miissen wir uns das
Gedankenexperiment der Feststellung des Zustands von Ensemblemitgliedern sehr
oft wiederholt denken. Wir werden im folgenden zunéchst die quantenstatistische
Version formulieren und nach dem mittleren Informationsgewinn () fragen, wenn
wir eine sehr grofie Anzahl von Messungen des Quantenzustands |s) beliebiger En-
semblemitglieder durchfiihren. Diese ist offensichtlich gegeben durch die Ensemble-
mittelung von (12.60) fiir £ = p(s), worin p(s) die gesuchte Wahrscheinlichkeit fiir
den Zustand [s) ist, also durch

(I ==k > _p(s) Inp(s). (12.61)

Die entsprechende Beziehung in der klassischen Statistik lautet

(I) =—k /d? p(q,p) Inp(q,p), (12.62)
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und p(q, p) ist die gesuchte Ensembledichte. Der entscheidende Schritt besteht nun
darin, die Forderung maximaler statistischer Unbestimmtheit durch (I) =Max, also
durch maximalen Informationsgewinn bei der Messung der p(s) (klassisch der p(q, p))
zu erfiillen. Eine andere Formulierung desselben Zusammenhangs besagt, dafl wir die
p(s) (klassisch die p(q,p)) mazimal vorurteilsfrei schitzen wollen. Es leuchtet ein,
dafl dann auch der Informationsgewinn bei der Messung maximal sein wird. Aus der
Forderung (I) =Max folgt d(/) = 0, worin J eine Variation der p(s) bedeutet, die
allerdings wieder die Normierungbedingung erfiillen muf}, also

Y.p(s)=1  bzw. > dp(s) =0. (12.63)

Auflerdem sollten aber auch die Mittelwerte

Zp (s|z,|s) v=12,... (12.64)

gewisser ausgetauschter extensiver Variablen vorgebbar sein, die hier durch ihre Ope-
ratoren x, dargestellt sind. Die nicht ausgetauschten extensiven Variablen mit festen
Werten sollen durch die Wahl des Hilbert-Raums der |s) (bzw. klassisch durch die
Wahl des Phasenraums) vorgegeben sein, wie wir das frither auch schon angenommen
hatten. Damit stellt sich uns das Variationsproblem (/) = 0 mit (x,) =const fiir
v =1,2,... als Nebenbedingungen. Die Normierungsbedingung (12.63) kénnen wir
ebenfalls in der Form (12.64) schreiben, indem wir dort oy = 1 fiir ¥ = 0 hinzufiigen.
Wir benutzen die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren und formulieren unter
Verwendung von (12.64)

5[<I>—goxu (zp (5] ) <x,,>>]:o, (12.65)

worin A, die Lagrangeschen Multiplikatoren sind. Wie bereits bei unserer fritheren
Herleitung der kanonischen Ensemble verwendet ist

I)=—k > 4 p(s) Inp(s ——kZIHp )+ 1] op(s).

Einsetzen in (12.65) fiihrt auf

> |~k (np(s) +1) = 3 A (slals)| dp(s) =0,

s v>0
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und, weil die Variationen dp(s) nun formal als unabhéingig aufzufassen sind, auf

Inp(s +1+Z (s|z,]s) = 0.

v>0

Daraus folgt weiter fiir die p(s), wenn wir £y = 1 fiir die Normierung einsetzen und

auerdem « := Ao /k und f, := A, /k einfiihren:
p(s) = exp (—a -1->58, <s|£cy|8>) : (12.66)

v>1
Fast immer ist es so, dafl die Operatoren x, der ausgetauschten Variablen paarweise

kommutieren, so dafl wir die |s) als gemeinsame Eigenzustinde zu den x, mit den
Eigenwerten x,(s) wihlen konnen:

z,|s) = x,(s) |s), z,(s) = (s|lz,|s). (12.67)
Dann konnen wir den gesuchten Dichte-Operator in der Form
p = exp (—a— 1— Zﬂ,,x,,) , (12.68)
v>1

schreiben, denn unter Verwendung von (12.67) und unter der Annahme, daf die |s)
vollstéandig sind, ist

p = Zsfp\8><s
= Zexp (—a—l—ZﬂVx,,)

v>1
= Yex
— Z ‘8
s

—a—1=3% B, x,(s ) )(s]

v>1

mit p(s) wie in (12.66) angegeben. Den Lagrangeschen Parameter fiir die Normierung
a konnen wir nun durch die Normierungsbedingung wieder eliminieren:
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Sp(p) = e Sp (exp (— Z 3, azy)) =1, (12.69)

v>1
woraus
e = Z =Sp |exp [ — > By, (12.70)
v>1
folgt. 7 ist die verallgemeinerte Zustandssumme des Ensembles, vgl. die kanonische

und grofikanonische Zustandssumme im Abschnitt 12.1. Mit ihr schreibt sich der
Dichte-Operator in der Form

p= % exp (— > By x,,) : (12.71)

v>1

12.3.3 Die Entropie

Die Verbindung mit der Thermodynamik erreichen wir jetzt zum einen dadurch,
dafl wir die Lagrangeschen Multiplikatoren 3, mit den Mittelwerten (x,) wie folgt
verkniipfen:

1
= =Splayexp (=Y Buay
Z v'>1

1 0
= ~7 8 Sp (exp (— Vgl B :vy))

1 07 olnZz
- _ — ) 12.72
Zo5 0B (12.72)

Zum anderen identifizieren wir den Maximalwert des mittleren Informationsgewinns
mit der Entropie: S = (I). Zur Begriindung dieses Schrittes erinnern wir zunéchst
daran, dafl wir im Rahmen des informationstheoretischen Zugangs zur statistischen
Physik in diesem Abschnitt iiber den Begriff der Entropie noch nicht verfiigt haben.
Zu begriinden ist also, dafl der eher qualitative Entropiebegriff der phinomenolo-
gischen Theorie aus dem Kapitel 2 mit (I) identifiziert werden kann. Das ist aber
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offensichtlich der Fall, denn dort sollte die Entropie ein additives oder extensives
Maf§ der Anzahl der repréisentativen Mikrozusténde sein. Diese Anzahl driickt aber
gerade die statistische Unbestimmtheit aus, d.h., S und (I) héngen {iber eine mono-
tone Beziehung zusammen. Da beide extensiv sind, kann das nur eine Proportiona-
litdt sein, deren Proportionalitdtskonstante die wir uns in & = —1I'(1), vgl. (12.60),
enthalten denken. Damit lautet die Entropie

S=(I)=—k Zp Inp(s (12.73)

vgl. (12.61). Analog zu unserem Vorgehen im Abschnitt 2.6 wihlen wir & = 1 und
legen damit eine dimensionslose Skala fiir die Entropie und gleichzeitig auch bereits
eine Energieskala fiir die Temperatur fest. Die Kelvin-Skala ergibt sich mit £k = kg =
Boltzmann-Konstante. Wenn wir annehmen, daf} die |s) Eigenzusténde zu p mit den
Eigenwerten p(s) sind, d.h., im allgemeinen auch Eigenzustinde zu allen z,, vgl.
(12.67), dann konnen wir S wie folgt schreiben:

S=—3 (slpInpls)=—=Sp(pInp). (12.74)

S

Der klassische Fall ist analog ausdriickbar durch

an) = o (=T ol (12.75)
7 = /d? exp (—Zﬂyx,,(q,p)>, (12.76)
(@) = /d z,(¢.p) eXp< 5 B qp) aalgyz’ (12.77)
S = —/d? o(q,p) In p(q, p). (12.78)

Es ist ganz offensichtlich, wie wir jetzt die uns bereits bekannten Ensemble, ndmlich
das mikrokanonische, kanonische und groflkanonische Ensemble aus dem verallgemei-
nerten informationstheoretischen Formalimsmus der Ensemble-Konstruktion dieses
Abschnitts wiedergewinnen kénnen. Die Tabelle 12.2 gibt die Wahl der =, und der

B, an.
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‘ Ensemble ‘ T, ‘ B,
mikrokanonisch | — -
kanonisch rw=H|ph=p=1/T
grofikanonisch | z; =H | f; =p=1/T
Ty =N |f=vy=-Bp=—p/T

Tabelle 12.2: Wahl der z, und der 3, fiir das mikrokanonische, kanonische und
groflkanonische Ensemble



Kapitel 13

Allgemeine Aussagen der
statistischen Theorie

Im vorhergehenden Kapitel haben wir die mikroskopische statistische Theo-
rie des thermodynamischen Gleichgewichts auf der Grundlage von Ensemble—
Beschreibungen formuliert. Jedes Ensemble ist quantenstatistisch durch einen
Dichte-Operator p, klassisch—statistisch durch eine Phasenraumdichte p(q,p) cha-
rakterisiert. Damit konnen wir simtliche thermodynamischen Gleichgewichtseigen-
schaften des Systems erfassen, wenn auch die analytische Durchfiihrung dieses Pro-
gramms nur in einfachen Einzelfdllen moglich ist. In diesem Kapitel werden wir
einige allgemeine Aussagen der mikroskopischen statistischen Theorie kennenler-
nen und dabei grundlegende Begriffe einer jeden statistischen Theorie verwenden,
ndmlich Wahrscheinlichkeitsdichten, Erwartungswerte und Fluktuationen. Insbeson-
dere wird uns die Theorie der Fluktuationen eine weitere Verkniipfung der mikro-
skopischen mit der phdnomenologischen Theorie aufzeigen, die bis in die irreversible
Thermodynamik reicht.

13.1 Grundbegriffe der Statistik

Wir wollen zunéchst einige Grundbegriffe der statistischen Theorie und wichtige
Zusammenhénge zwischen ihnen zusammenstellen. Teilweise haben wir diese bereits
verwendet, so daf} jetzt eine systematischere Darstellung fillig ist. Es sei wieder
x eine fluktuierende extensive physikalische Variable, typischerweise eine Energie,
eine Teilchenzahl oder ein Volumen eines thermodynamischen Systems, moglichwei-
se auch eines Teilsystems oder vielleicht schon auf ein Volumen oder eine Masse
bezogen, also eine rdumliche oder materielle Dichte. Wir formulieren zunéchst die
Wahrscheinlichkeit, dafy die fluktuierende Variable einen Wert zwischen z und z+dz

265
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besitzt, und bezeichnen diese mit p(z)dz. Es ist ndmlich einleuchtend, dafi diese
Wahrscheinlichkeit selbst wie auch das Intervall dz, auf das sie bezogen wird, ein
Differential 1. Ordnung ist. Die Funktion p(z) heifit die Wahrscheinlichkeitsdichte
der Variablen z. Es ist offensichtlich, daf§ p(z) nicht negativ werden kann: p(z) > 0.

Die Schreibweise p(z)dx ist eine Abkiirzung. Ausfiihrlich wiirde man die fluktuie-
rende Variable mit einem anderen Symbol bezeichnen, z.B. £, und

pe(z) do =Wz <& <z +dr} (13.1)

definieren, worin W{...} ”"Wahrscheinlichkeit, daf ...” bedeutet. Wir wollen aber
weiter die abkiirzende Schreibweise p(z) dz im Sinne der ausfiihrlichen Definition in
(13.1) verwenden.

Im physikalischen Sprachgebrauch wird p(x) auch oft als ”Verteilung” bezeichnet.
Das ist im Sinne der mathematischen Statistik nicht korrekt, weil dort

d(x) := /xoo dz' p(z") (13.2)

als Verteilungsfunktion definiert wird. Da der fluktuierende Wert der Variablen z
mit Sicherheit im Intervall —oco < x < oo liegt, muf fiir die Dichte p(x) die Normie-
rungsbedingung

/+oo dep(z) =1 (13.3)

—0o0

erfiillt sein. Unter Verwendung der Verteilungsfunktion driickt sich die Normierungs-
bedingung als ®(co) = 1 aus. Wir wollen in unserer Schreibweise den Fall einschlie-
Ben, dafl = eine diskrete Variable ist, z.B. eine Teilchenzahl N. Dann schreiben wir
p(N) statt p(z), und die Normierungsbedingung lautet

S p(N) = 1. (13.4)

N=0

In dieser Weise lassen sich alle folgenden Beziehungen stets auf eine diskrete Variable
iibertragen.
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13.1.1 Verbunddichten, bedingte und marginale Dichten

Héufig werden wir es in der statistischen Theorie der Thermodynamik mit der Si-
tuation zu tun haben, dafl mehrere fluktuierende Variablen zugleich auftreten, z.B.
Energie und Teilchenzahl oder Energien in verschiedenen Teilsystemen usw. Wir for-
mulieren hier den Fall, da} zwei fluktuierende Variablen z1, x5 auftreten. Die Ver-
allgemeinerung auf beliebig viele Variablen ist offensichtlich. Mit p(z1, x2) dzy dzs
bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, den Wert der Variablen Nr. 1 im Intervall
zwischen z; und z; + dz; zu finden und den Wert der Variablen Nr. 2 im Inter-
vall zwischen z5 und 5 + dxs. Die Wahrscheinlichkeit p(zq, z2) dxq dzy ist also eine
Verbundwahrscheinlichkeit fiir ein "sowohl-als—auch—Ereignis”, ndmlich - in ausfiihr-
licher Schreibweise - fiir 1 < & < 21 + dry und o < & < x5 + dxy. Entsprechend
hei3t p(x1, x2) die Verbunddichte oder auch kombinierte Dichte fiir die Variablen 24
und z5. Die Normierung von p(xy, z2) lautet analog zu (13.3)

/dxl/dxzp(xl,xg) =1. (13.5)

(Wir werden im folgenden gelegentlich Integrationsgrenzen zwecks Vereinfachung der
Schreibweise nicht explizit ausschreiben, wenn der Integrationsbereich offensichtlich
ist, hier von —oo bis +00.)

Wenn die Verbunddichte p(x;,z3) gegeben ist, kann man aus ihr die Wahrschein-
lichkeitsdichte fiir eine der beiden Variablen x; oder x5 bilden. Wir fragen nach der
Wahrscheinlichkeit fiir 1y < & < 1 + dx1, ohne dafl der Wert von z, dabei eine
Rolle spielen soll. Wir miissen also iiber alle Moglichkeiten fiir die Werte von x5
integrieren und erhalten als sogenannte marginale Dichte fiir x

pi(r1) = /dxzp($1,$2), (13.6)

entsprechend fiir ps(z;). Die Indizes der Funktionssymbole pi(...) und psf...)
beriicksichtigen, dafl es sich in den beiden Féllen im allgemeinen um verschiede-
ne funktionale Abhéngigkeiten handeln wird.

Unter Benutzung des Begriffs der marginalen Dichte definieren wir jetzt die bedingte
Dichte

p('rlv x2)

(@) (13.7)

p(x1]22) ==
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p(z1|xs) dzq ist die Wahrscheinlichkeit fiir 2y < & < zy + dxy unter der Bedingung,
dafl der Wert x5 mit Sicherheit realisiert ist. Das erkennen wir unmittelbar in der
Schreibweise

p(z1, ) dzy dxg = [p(z1|22) dr1] [p2(2) d2s] . (13.8)

Falls

p(x1]z2) = p1(71) (13.9)

erfiillt ist, heiflen die Variablen zi,x, naheliegenderweise statistisch unabhdingig.
Wenn das der Fall ist, dann gilt auch p(z2|z1) = pa(22), denn

ke = = B = e e (130

Aus dieser Rechnung folgt fiir statistisch unabhéngige 1, 2o auch
p(z1, 22) = p1(21) p2(2). (13.11)

13.1.2 Erwartungswerte

Wenn die Dichte p(z) einer Variablen bekannt ist, lassen sich aus ihr die Erwar-
tungswerte simtlicher Funktionen ¢(z) bilden:

($(@)) = [ dz g(x) p(a). (13.12)

Diese Definition von Erwartungswerten haben wir friither bereits mehrfach benutzt.
Die Erwartungswerte von Potenzen z" der Variablen x lauten entsprechend

(") = /dx z" p(x) (13.13)

und heiflen Momente n—ter Ordnung der Variablen z. Als Fluktuationen bezeichnet
man allgemein Abweichungen vom Erwartungswert, fiir die Variable z selbst lauten
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sie dz = x — (x). Der Erwartungswert von Fluktuationen verschwindet definitions-

geméf: (dx) = 0. Weil man dennoch ein Maf fiir die Fluktuationen haben méchte,
berechnet man das von uns frither bereits mehrfach benutzte Schwankungsquadrat

((02)%) = (& — (2))°) = (2?) — (2)” (13.14)

und nimmt /((dz)?) als MaB fiir die Fluktuationen. Wenn zwei Variablen zy, -
statistisch unabhéngig sind, dann verschwinden die Korrelationen zwischen ihren
Fluktuationen, d.h., es ist dann

denn

(0w dx0) = /dxl /dxg 01 0xe p(21, T2)

= /dxl dzy p1(xy) /dxz 02 pa(x2)
= (0x1) (dz2) = 0. (13.16)

13.2 Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung
und barometrische Formel

In diesem Abschnitt wird es um Konsequenzen aus der klassischen, kanonischen
Phasenraumdichte

plq.p) = % exp(=fH(q,p), B= (13.17)

fiir N-Teilchensysteme gehen, die durch eine Hamilton-Funktion mit der Struktur

N

1
H(Qap):Zﬁp?—i_w(rla/’n%“'arl\f) (1318)
i=1

definiert sind. Hier sind p, und =r; Ort und Impuls des Teilchens ¢, und
W (ry,ry,...,ry) ist die potentielle Energie im System, die im allgemeinen sowohl



270 13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE

Wechselwirkungen zwischen den Teilchen als auch die Energie in dufleren Feldern
enthalten wird. (Im Fall &uflerer Magnetfelder miifiten wir allerdings den kinetischen
Impuls p; durch den kanonischen Impuls p; + e A(7;) ersetzen. Hierauf werden wir
in einem spéteren Abschnitt eingehen.)

13.2.1 Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

Die Phasenraumdichte p(q,p) ist eine Verbunddichte oder kombinierte Dichte im
Sinne des vorhergehenden Abschnitts, die allerdings jetzt 6 N Variablen besitzt,
denn

(Qap) = (Tla"'arNapla"'apN)a

und jedes 7; und p, besitzt drei Komponenten. Unsere erste Fragestellung betrifft die
Wahrscheinlichkeitsdichte ausschliefflich im Impuls—Unterraum des Phasenraums.
Wir fragen also nach der marginalen Dichte p(p) der Impulse, die wir nach den
Uberlegungen des vorhergehenden Abschnitts durch Integration iiber simtliche Orte
r1,...,7ry des Systems erhalten:

p(p) ~ /d37“1 ---/d37“N exp (—6 H(q.p))
~ /d3r /d3r ex (—ﬂii P BW(ry,T r ))
1w N €Xp i:12mpi 1,72, TN
N
~  exp (—ﬂ ;ﬁﬁ) /d3r1 .../d3rN exp (=W (ry,re,...,TN))

< e (-8 (13.19)
p i:12mpz . :

Den noch fehlenden Proportionalitatsfaktor bestimmen wir spéiter durch die For-
derung, daf auch p(p) normiert sein soll. Zundchst erkennen wir, dafi die margina-
le Wahrscheinlichkeitsdichte p(p) fiir die Impulse in ein Produkt aus N Faktoren
zerfillt:

p(p) = 1:[ fe(i),  pe(p) ~ exp (—% p2>. (13.20)
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Das bedeutet, wiederum nach den Uberlegungen des vorhergehenden Abschnitts,
daf} die Impulse der Teilchen offenbar statistisch unabhéngig sind. Da fiir die Dichte
pe(p) der Impulse eines Teilchens auch

o) = X)X X0~ e (< 20) s

gilt, wo p,, py, p. die z, y, z~Komponenten des 1-Teilchen-Impulses p sind, sind auch
die Impulse in den Koordinatenrichtungen statistisch unabhingig. Offensichtlich
sind p(p) und p.(p) normiert, wenn x(p) wie

/_:O dpx(p) =1 (13.22)

normiert ist. Das ist der Fall fiir

x(p) = \/E exp (—% p2>. (13.23)

Daraus ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte des Impulses p eines Teilchens
(mit = 1/T)

pe(p) = 27mT)™*? exp <_271')r:T>' (13.24)

Mit p = mw 148t sich daraus auch die Dichte p. ,(v) ~ p.(p) fiir die Geschwindig-
keit v eines Teilchens bestimmen. Allerdings mufl p.,(v) konsequenterweise jetzt so
normiert werden, dafl

/d% pen(v) = 1. (13.25)

Das fiihrt nach einer einfachen Rechnung auf die sogenannte Mazwellsche Geschwin-
digkeitsverteilung

m mv” 13.26
pealo) = (577) o0 (=57 ) (13.26)

Auch hier handelt es sich im mathematisch strengen Sprachgebrauch nicht um eine
"Verteilung”, sondern um eine Dichte.
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13.2.2 Barometrische Formel

Wenn die potentielle Energie W Wechselwirkungen zwischen den Teilchen be-
schreibt,

W(’l"l,’l"g,...j’l“]\/) = Z W(’I"Z —’l"j), (1327)

hat die marginale Ortsdichte die Struktur

p(q) ~ exp (—ﬂ fj W(r; — 'f‘j)) (13.28)

ij=1

und faktorisiert nicht in ein Produkt von 1-Teilchen-Funktionen. Das war zu erwar-
ten, weil eine Wechselwirkung zwischen den Teilchen deren OrtsVariablen statistisch
voneinander abhédngig macht. Wenn jedoch die potentielle Energie die Bewegung von
nicht wechselwirkenden Teilchen in einem &ufleren Potential ®(7) beschreibt,

W(r17r2a"'7r1\7) = Zé(rz), (1329)
i=1
faktorisiert die marginale Ortsdichte:
N
p(q) =TI pe(ri),  pe(r) ~ exp (= B(r)). (13.30)
i=1

Wenn das duflere Potential ®(r) das (als konstant angenommene) Gravitationspo-
tential ist, also ®(r) = m gz, worin die z-Koordinate senkrecht zur Erdoberfliche
nach oben gezéhlt werden soll, dann lautet die 1-Teilchen—Ortsdichte (mit 5 = 1/T)

pe(T) ~ exp (— mﬁz). (13.31)

Die Ortsdichte ist zugleich die Teilchendichte ¢ = ¢(r), die hier also vom Ort r bzw.
von der Hohe z abhéngt:
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c(z) = ¢(0) exp <_mj€z>, (13.32)

worin ¢(0) die Dichte bei der Hohe z = 0 ist. Dieses ist die sogenannte barometrische
Formel. Wir weisen nochmals darauf hin, dafl sie nur fiir Teilchen ohne gegensei-
tige Wechselwirkung gilt, d.h., nur fiir ideale Gase, deren statistische Theorie der
Gegenstand des néichsten Kapitels ist.

13.3 Der Gleichverteilungssatz

13.3.1 Formulierung des Gleichverteilungssatzes

Der Gleichverteilungssatz ist ein sehr héufig verwendeter Satz aus der klassischen
Phasenraum-—Statistik. Er erlaubt es, in vielen Situationen die mittlere Energie von
Freiheitsgraden zu bestimmen, ohne jeweils die entsprechende statistische Theorie
im einzelnen entwickeln zu miissen. Wir betrachten ein allgemeines System mit f
Freiheitsgraden, dessen mikroskpische Dynamik im 2 f-dimensionalen Phasenraum
(¢,p) = (q1.--.,4qf,p1,....ps) durch eine Hamilton-Funktion H(q,p) beschrieben
sei. Zur statistischen Beschreibung wéhlen wir das kanonische Ensemble. Es sei
(&,&;) ein beliebiges Paar aus den 2 f kanonischen Variablen. Damit bilden wir
den Ausdruck

O\ _ 1 OH s
<£z’a—§j> == /d? &i 7€, e P H (13.33)

B =1/T. Nun gilt die Identitét

O on_ 10 sm (13.34)

a—fje B 0&;

Wir setzen (13.34) in (13.33) ein:

oH 1 0
in ) == [ A7 & 13.35
(6% ) =77 [ " agg 1339

In dem Integral auf der rechten Seite wollen wir eine partielle Integration ausfiihren.
Dazu benutzen wir geméfl der Produktregel der Differentiation
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v (& efﬂH) = g—?eﬂH +& %eﬂH. (13.36)
J J

Wenn wir diese Beziehung iiber den gesamten Phasenraum integrieren, erhalten wir
auf der linken Seite

o,
/d? 5 (Ge?H) =0, (13.37)

und zwar unter Verwendung eines verallgemeinerten Gaufischen Satzes im Phasen-
raum. Das Integral in (13.37) liefert ndmlich einen Randwert des Integranden in
§;—Richtung. Falls §; ein Impuls ist, ist der Randwert bei {; = oo zu nehmen.
Dort verschwindet aber exp (—3 H). Falls {; ein Ort ist, ist der Randwert am Volu-
menrand zu nehmen. Dort tritt eine unendlich hohe potentielle Energie auf, die das
System am Verlassen des Volumens hindert. Alternativ kénnen wir uns das System
aber auch durch raumlich periodische Randbedingungen beschrieben denken, so daf}
sich die beiden Randterme gegenseitig autheben.

Wir setzen nun die iiber den Phasenraum integrierte Version von (13.36) unter
Beachtung von (13.37) und 0¢;/0¢; = 6;; in (13.35) ein und erhalten

<§i g—g> = g—JZ /d? e P =6,;T. (13.38)

Dieses ist die allgemeine Form des Gleichverteilungssatzes, die wir durch einige An-
wendungen erldutern wollen.

13.3.2 Anwendungen des Gleichverteilungssatzes

Wir beginnen mit einem N-Teilchensystem von punktférmigen Teilchen (ohne in-
terne Freiheitsgrade) mit einer Hamilton—Funktion

N
1
H:Zﬁp?+W(r1,r2,...,rN),

i=1

vgl. (13.18), und wihlen & = & = p;n, = a~Komponente des Impulses des i—ten
Teilchens, o = z,y, z. Dann ist
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oH 1
apia Dia,
OH L
ia = :T7
1, 1
— p; = =T 13.39
<2mpm> 2 ( )

Jeder Translationsfreiheitsgrad (pro Teilchen und pro Koordinatenrichtung) trigt
die mittlere kinetische Energie 7/2. Wenn es sich um ein System freier punktférmi-
ger Teilchen handelt, also W(ry,7rs,...,7y5) = 0, besteht die gesamte Energie aus-
schliefflich aus kinetischer Energie, und fiir ihren Erwartungswert ergibt sich durch
Summation iiber die f = 3 N Freiheitsgrade

U= (H)= gNT. (13.40)

Unser zweites Anwendungsbeispiel ist ein System aus 2—atomigen Molekiilen. Zu den
Translationsfreiheitsgraden kommen hier die internen Freiheitsgrade der Rotation
um zwei unabhingige Achsen senkrecht zur Molekiilachse hinzu. Von den ebenfalls
moglichen Schwingungen der beiden Atome gegeneinander sehen wir zunéchst ab.
Die Hamilton—Funktion dieses Systems lautet

1
m

N N

szl Z% <L3m+L$y)+W(T‘17’I"2,,T‘N) (1341)
Hier sind L;, und L;, die 2— bzw. y—Komponenten des Drehimpulses L; des i—ten
Teilchens, wobei wir das fiir jedes Teilchen jeweils korperfeste Koordinatensystem
so gewahlt haben, daf} seine z—Achse parallel zur Molekiilachse liegt. Das Tragheits-
moment © ist gegeben durch © = mr?, worin m = reduzierte Masse und ry =
Atomabstand. Mit der Wahl ¢ = ¢ = L;,, @ = z,y, erhalten wir mit derselben

Rechnung wie oben bei (13.39)

1 1
— L7 > —T =1, y. 13.42
(56 ST a=uy (13.42)
Handelt es sich um freie 2-atomige Molekiile mit W(ry, rs,...,7y) = 0, dann lautet

der Erwartungswert der Gesamtenergie jetzt

3 2 5
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Wenn das System aus beliebigen ausgedehnten Teilchen besteht, z.B. aus mehr als
zwei Atomen, sind die Rotationen der Teilchen im allgemeinen durch drei verschie-
dene Trégheitsmomente ©,, @ = x,y, 2, zu beschreiben. Die Hamilton—Funktion
lautet dann

N

1 N
H:Zﬁpf‘FZ >

=1 =1 a=x,y,z

2®a L?a+W(r1,r2,...,rN) (1344)

und (13.42) gilt fiir &« = xz,y, 2. Fiir freie Teilchen lautet der Erwartungswert der
Gesamtenergie in diesem Fall statt (13.43)

3 3
U=(H)=ZNT+ NT=3NT. (13.45)

Schliefflich betrachten wir noch ein System aus einer Anzahl f von harmonischen
Ostzillatoren mit der Hamilton—Funktion

f 1 mw?
H = 2 2 13.46
> (gt ) (13.46)

Die Aussage (13.39) iiber den Erwartungswert 7/2 fiir die kinetische Energie jedes
der Freiheitsgrade i = 1,2, ..., f bleibt bestehen. Zusétzlich gewinnen wir mit & =
&§; = ¢; eine Aussage iiber die potentielle Energie, ndmlich

mw2

3

1
@)=5T. i=L2...f (13.47)

Fiir den Erwartungswert der Gesamtenergie des Systems finden wir also

U= (H)=fT. (13.48)

Dieses Ergebnis, angewendet auf die f = 3 N Schwingungsfreiheitsgrade in einem N—
Teilchen—Festkorper in harmonischer Naherung, heifit die Dulong—Petitsche Regel.
Wir werden in einem spéteren Abschnitt iiber Phononen darauf zuriickkommen und
zeigen, dafl diese Regel der klassische Grenzfall einer quantenstatistischen Theorie
harmonischer Oszillatoren darstellt.

Wir kommen noch einmal auf den obigen Fall des 2-atomigen Molekiils zuriick. Wenn
wir jetzt auch die Schwingungen der beiden Atome gegeneinander einschliefflen, dann
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miissen wir offensichtlich pro Teilchen T'/2 fiir die kinetische Energie der Schwingung
und geméf (13.47) nochmals T'/2 fiir ihre potentielle Energie zum Erwartungswert
der Gesamtenergie hinzufiigen und erhalten dann U = 77T/2 anstelle von 57/2 in
(13.43). Das Ergebnis dieser Uberlegung wird sich zwar als korrekt herausstellen,
doch liefert sie kein Kriterium dafiir, ob oder wann die Freiheitsgrade der Schwin-
gung zu beriicksichtigen sind. Dieselbe Unsicherheit besteht iibrigens auch bei der
Frage, ob oder wann die Freiheitsgrade der Rotation neben jenen der Translation zu
beriicksichtigen sind. Wir werden im folgenden Kapitel auf diese Fragen zuriickkom-
men, wenn wir eine konsequente Theorie freier, d.h., nicht wechselwirkender Teilchen
mit den internen Freiheitsgraden von Rotation und Schwingung entwickeln werden.

13.4 Der Virialsatz

Der Virialsatz macht eine Aussage iiber klassische N—Teilchen—Systeme, die durch
eine Hamilton—Funktion vom Typ

pi+= Y Wiry) (13.49)

dargestellt werden. Die Teilchen sollen also paarweise untereinander wechselwirken
konnen, und diese Wechselwirkung soll durch ein Wechselwirkungspotential W (r;;)
beschrieben werden kénnen, das nur vom Abstand r;; = |r; — 7;| der Teilchen
abhéngt. Der Faktor 1/2 vor der (i, j)-Summe beriicksichtigt, daff in der Summe
jedes Teilchenpaar (i, j) doppelt gezdhlt wird.

Bereits im Rahmen der klassischen Mechanik wird eine Version des Virialsatzes
hergeleitet, die von der folgenden Identitat fiir die kinetische Energie EYy;, ausgeht:

N 1 2 1N
B = Lgpi= 5 Tp g =
= =1

_ di (i_v: ) ; fjr,- dczi. (13.50)

i=1

Wir bilden nun das zeitliche Mittel dieser Identitit, wie wir es bereits im Abschnitt
11.1 beschrieben haben, ndmlich durch Integration iiber die Zeit von t = 0 bist = 7,
Division durch 7 und den Limes 7 — oo:
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1 N

Fuan = lim 5= S ()i = 0)0) = 3 om0 (13s)

T—00 2 T i1

Wir nehmen an, daf} die Trajektorien 7;(¢), p;(t) beschriankt sind. Dann verschwindet
der erste Term auf der rechten Seite von (13.51) und wir erhalten

— 1 X dp;
Ein = ~5 - Z pl (13.52)
=1

Dieses ist der Virialsatz in der Zeitmittel-Version. Den Ausdruck auf der rechten
Seite von (13.52) nennt man auch das Virial des Systems. Dieses Virial 148t sich
durch die potentielle Energie der Wechselwirkung ausdriicken, wenn das Wechsel-
wirkungspotential V (r) homogen ist, d.h., wenn es eine Beziehung

W(Ar) = A W(r) (13.53)

fiir beliebige A erfiillt, worin & der Grad der Homogenitit ist. Beispiele fiir homogene
Potentiale sind:

harmonischer Oszillator: W(r) ~ 2, k=2,
1
Gravitation, Coulomb—-Wechselwirkung: W(r)~ —, k=-—1.
r

Wir differenzieren (13.53) nach A und setzen anschliefilend A = 1:

rW'(r)=kW(r), (13.54)

worin W'(r) die Ableitung nach r bedeutet. Dieses ist der Eulersche Satz fiir ho-
mogene Funktionen, hier in der Version fiir eine Variable r. Unter Benutzung des
Eulerschen Satzes konnen wir das Virial auf der rechten Seite von (13.52) weiter
umformen. Dazu stellen wir dp,/dt durch die Bewegungsgleichung dar:

dp; 1 T, — T,
dt = — 5 Z T]k ZWI(Tij) ]. (1355)
J

gk Tij




13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE 279

Einsetzen und Symmetrisieren in ¢, 7 fithrt unter Benutzung des Eulerschen Satzes
(13.54) auf

Z: sz N _ZW'(Tz‘j)im(m_rj)z

Tij
k
= —= ZTU "(ri5) D) Z W(rij) = =k Epor. (13.56)
i.J
Damit 148t sich der Virialsatz (13.52) in die Form
— k —
Ein = 5 Epot (1357)

bringen.

Die statistische Version des Virialsatzes erhalten wir aus dem Gleichverteilungssatz
(13.38) aus dem vorhergehenden Abschnitt durch die Setzung & = & = z;, = a-
Komponente des Ortsvektors r; des i—ten Teilchens:

OH

ia =T. 13.58
<£C 0502 a > ( )
Aufgrund der kanonischen Bewegungsgleichungen ist 0H/0x;, = —dp; o /dt. Damit
und durch Summation iiber @ = z,y,z und ¢ = 1,2,..., N erhalten wir aus (13.58)

N

d

<r p1> = 3NT = —2(Epn), (13.59)

i=1

vgl. (13.39) und (13.40). Dieses ist die statistische Version des Virialsatzes. Sie
stimmt formal mit der Zeitmittel-Version (13.52) iiberein, wenn wir den zeitlichen
Mittelwert @ einer Variablen ® durch ihren Ensemblemittel (®) ersetzen. Die Versi-
on (13.57) fiir homogene Wechselwirkungspotentiale W (r) erhalten wir im Fall des
Ensemblemittels aus (13.59) durch dieselbe Umformung wie in (13.55) und (13.56):

<Ekm> = <Epot> (1360)

Do | 7
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13.5 Die Einsteinsche Schwankungsformel

Ziel dieses Abschnitts und der folgenden Abschnitte dieses Kapitels ist es, Wahr-
scheinlichkeitsdichten fiir Fluktuationen thermodynamischer Variablen von ihren
Gleichgewichtswerten zu bestimmen. Wir betrachten ein isoliertes System und eine
zunichst extensive Variable x in dem System, typischerweise die Energie, das Vo-
lumen oder eine Teilchenzahl in einem Teilsystem des Gesamtsystems. Fiir die Va-
riable = schlielen wir Energie, Volumen und Teilchenzahl des Gesamtsystems aus,
weil diese durch die Isolationsbedingung festgelegte Werte besitzen. Im klassischen
mikrodynamischen Bild stellen wir uns die Variable x als durch eine Phasenraum-
funktion z(q,p) definiert vor. Wir fragen jetzt nach der Wahrscheinlichkeit p(z) dx
dafiir, da8 z(q, p) Werte im Intervall z, z 4+ dz annimmt:

p(x)de =W {x < x(q,p) < x+dzx}, (13.61)

vgl. (13.1). Wir kénnen diese Definition auf den quantenstatistischen Fall erweitern,
indem wir p(z) dx als Wahrscheinlichkeit dafiir interpretieren, dafi eine x-Messung
als Ergebnis Eigenwerte des Operators im Intervall z,z + dx liefert. Hierbei ist
allerdings zu beachten, daf§ die zu diskutierenden thermischen Fluktuationen von x
grof} gegeniiber den Quantenfluktuationen sein miissen. Das bedeutet, dafy die x—
Messung iiber ein hinreichend langes Zeitintervall erfolgen muff und die Temperatur
des Systems nicht extrem niedrig sein darf.

Aufgrund der Uberlegungen im Kapitel 11 ist die gesuchte Wahrscheinlichkeitsdich-
te p(z) im mikrodynamischen Bild gegeben durch das Verhéltnis der Anzahl W (z)
von Mikrozustinden, die das Bedingungsargument in (13.61) bzw. seine quantensta-
tistische Version erfiillen, zur Gesamtzahl W von Mikrozustdnden des Systems, die
die vorgebenen Werte von U, V, N besitzen. Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte p(z)
bedeutet das

~ W(z) =expS(x). (13.62)

Hier ist S(z) die Entropie des Systems unter der Nebenbedingung des festgelegten
Wertes fiir die Variable x. Mit dieser Begriffsbildung greifen wir auf den Abschnitt
2.4 zuriick: dort hatten wir einem partiellen Gleichgewicht eine Entropie zugeord-
net. Im Fall dieses Abschnitts ist das partielle Gleichgewicht durch die Festlegung
des Wertes der Variablen x definiert, und S(z) ist seine Entropie im Sinne des Ab-
schnitts 2.4. Wenn wir den Wert von z freigeben, wird sich spontan ein vollstindiges
Gleichgewicht einstellen, in dem z einen Gleichgewichtswert (z) annimmt. Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, da§ (z) = 0, anderenfalls fiihren wir



13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE 281

x — (x) als neue Variable z ein. Damit konnen wir die Fluktuationen um das Gleich-
gewicht in der Form dx = x schreiben.

Wir entwickeln nun die Entropie S(z) nach den Fluktuationen dz = x um das
Gleichgewicht bei z = 0:

S(z) = S(0) +0S + % 625 + ... (13.63)
mit
S = <6S(x)> 7, (13.64)
or ) _,
025 (z)
2 _ 2
58 = ( P )H 72, (13.65)

Da fiir z = 0 ein vollsténdiges stabiles thermodynamisches Gleichgewicht vorliegen
soll, mu8 S(z) dort ein Maximum besitzen. Das bedeutet, daf}

(%?)xzo 0, gi=-— (agai(j))x:() > 0. (13.66)

Wir schreiben

p(x) ~ exp <—g 4 ) (13.67)

und brechen die Entwicklung nach dem quadratischen Term in x ab, was wir spéter
noch zu begriinden haben. Den in (13.67) noch fehlenden Proportionalititsfaktor
bestimmen wir durch die Normierungsbedingung

/+°° drp(z) = 1. (13.68)

— 00

Die Integrationsgrenzen +oo erscheinen angesichts der Tatsache, dafy wir die Ent-
wicklung von S(z) nach dem quadratischen Term abgebrochen haben, zunéchst pro-
blematisch. Wir werden aber unten zeigen, dafl die Ausweitung der Integration auf
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—00 < x < 400 einen Beitrag liefert, der im thermodynamischen Limes verschwin-
det. Die Rechnung zur Normierung ergibt mit der Substitution £ = \/g/2x

+0o0 2 +00 2
/ da:exp(—gﬁ):,/—/ d&e_gQ:,/—W7
—00 2 g J— g

so daf} die normierte Dichte

p(x) = \/% exp <—% :1:2> (13.69)

lautet. Dieses ist die Einsteinsche Schwankungsformel, und eine Variable z mit der
Wahrscheinlichkeitsdichte wie in (13.69) heifit Gaufi-verteilt. Wir bestimmen die
Bedeutung des Parameters g durch Berechnung des Schwankungsquadrats ((dz)?) =
(x?). Durch eine partielle Integration erhalten wir

Y R 2 <_g 2)
(%) = ’/27r [m dx z° exp 57

. 2 +oo —¢2
e

1 +00 d 2
= ——= dgE — e
gVT ) d¢
1 /—I—oo 2 1
= dée ™8 ==, 13.70
gV S0 g ( )

Da die Entropie S und voraussetzungsgeméfl auch die Variable x extensiv sind, folgt
aus (13.66), daB g von der Ordnung 1/N und folglich auch (z?) von der Ordnung N
ist, worin N die Teilchenzahl ist. Das bedeutet, dafl die Fluktuationen z selbst von
der Ordnung

(22) ~ N1/ (13.71)

sind. Diese Aussage war uns bereits in einer speziellen Form im Abschnitt 12.2
begegnet, ndmlich fiir die Fluktuationen der Energie im kanonischen Ensemble und
fiir diejenigen der Teilchenzahl im groflkanonischen Ensemble.

Mit (13.71) ist die Ausweitung der Integrationsgrenzen auf +oo gerechtfertigt, weil
die Exponentialfunktion exp (—g22/2) nur fiir 2-Werte von der Ordnung v/N we-
sentlich von Null verschiedene Beitrige zum Integral liefert. Da z als extensive Va-
riable von der Ordnung N ist, zeigt sich die Dichte p(x) auf der z—Skala als eine
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bei x = 0 sehr scharf lokalisierte Funktion. Mit dem thermodynamischen Limes
N — oo wird diese relative Lokalisierung immer schérfer, und die von auflerhalb
der Lokalisierung hinzukommenden Beitrage werden immer kleiner. Mit einem dhn-
lichen Argument 148t sich nun auch das Abbrechen der Entwicklung von S(z) nach
dem quadratischen Term in (13.64) begriinden. Fiir die Ordnung des n—ten Terms
in der Entwicklung (13.63) finden wir

oS 1
L N2 = N1-n/2 13.72
(axn>x—0 ' Nt ’ ( )

was fiir n > 2 im thermodynamischen Limes N — oo verschwindet.

Wie zu Beginn dieses Abschnitts erwédhnt, wird die Einsteinsche Schwankungsfor-
mel typischerweise auf die Fluktuationen dx = x in einem Teilsystem eines insge-
samt isolierten Systems angewendet. Dann kann man die Entropie S(z) bzw. ihre
Fluktuation 625 direkt auf das Teilsystem beziehen, d.h., die Fluktuationen werden
ausschliellich durch Eigenschaften des offenen Teilsystems bestimmt. Das gilt sogar
dann, wenn die Fluktuationen durch Austausch einer erhaltenen Gréfle zwischen
dem Teilsystem und dem Restsystem zustande kommen, z.B. bei der Energie oder
bei Teilchenzahlen. In diesem Fall schreiben wir fiir die gesamte Entropie

S, = S(z) + S'(a), (13.73)

worin S’ (z") die Entropie des Restsystems, also des Gesamtsystems ohne das betrach-
tete Teilsystem als Funktion der zu z entsprechenden Variablen z’ im Restsystem
ist. Fiir die Fluktuationen folgt daraus

525, = (a?s@)x (5x)2+<82§;ff/)>m_0 (62')?

(Z) (25 ] o’ (1374)

weil 0z’ = —0x. Da x bzw. x' extensive Variablen sein sollten, sind die 2. Ableitun-
gen 925/0zx* bzw. 0*S'/0z™ von der Ordnung der reziproken Teilchenzahlen 1/N
bzw. 1/N'. Jetzt fiihren wir den thermodynamischen Limes N’ — oo bei endlicher
Teilchenzahl N des betrachteten Teilsystems aus. Dann erkennen wir aus (13.74),
daf sich die Entropie-Fluktuationen 625, des Gesamtsystems auf diejenigen des
Teilsystems reduzieren.
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Wir haben hier gezeigt, dal Fluktuationen extensiver Variablen um das thermody-
namische Gleichgewicht Gaufi—verteilt sind. Die wesentlichen Voraussetzungen fiir
diesen Nachweis waren die Extensivitdt der Variablen und der thermodynamische
Limes N — oo. Unser Ergebnis ist ein Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes.
Dieser besagt allgemein, dafl Variablen, die als Summen einer Anzahl N statistisch
unabhéngiger Variablen darstellbar sind, im Limes N — oo Gauf3-verteilt sind. In
unserem Fall ersetzt die Eigenschaft der Extensivitdt der Variablen im thermodyna-
mischen Limes die Voraussetzung, daf} sie als Summe einer beliebig grofien Anzahl
von Sub—Variablen darstellbar ist, z.B., als Summe tiber Teilsysteme, deren Anzahl
im thermodynamischen Limes gegen oo geht und die, wenn sie jeweils makroskopisch
sind, auch statistisch unabhéngig sind.

Die Voraussetzungen fiir den zentralen Grenzwertsatz kénnen bei seiner Anwendung
auf endliche Systeme in der Umgebung kritischer Punkte an Grenzen stoflen. Dort
namlich divergieren die Korrelationslangen, wie wir im Abschnitt 9.4 gezeigt haben.
Divergierende Korrelationsldngen jedoch bedeuten, dafi die Teilsysteme auch dann
nicht mehr statistisch unabhéngig sind, wenn sie makroskopisch sind.

13.6 Multivariate Gauf3—verteilte Dichte

Die Uberlegungen des vorhergehenden Abschnitts kénnen wir in naheliegender Weise
auf den Fall erweitern, daf§ wir in einem isolierten System nach der Verbundwahr-
scheinlichkeit

p(x1, 22, ... )dr1dey . .. =
=W{z: <21(q,p) < 21 +dwy, 75 <22(q,p) < 22 +dag, ...} (13.75)

fiir einen Satz von Phasenraumfunktionen z,(q,p),v = 1,2, ... fragen, entsprechend
im quantenstatistischen Fall, in dem die x,, durch Operatoren darzustellen sind und
das kombinierte Bedingungsargument durch Eigenwerte der Operatoren als Ergeb-
nisse einer gleichzeitigen Messung der z,,. Wenn die z, nicht paarweise kommutieren,
tritt die quantentheoretische Unschérfe als Begrenzung der Schéirfe der Wahrschein-
lichkeitsaussage hinzu. Analog zum vorhergehenden Abschnitt erhalten wir fiir die
kombinierte Dichte die Aussage

p(x1, xa,...) ~ W(xy, 29,...) = expS(xy1,22,...). (13.76)

S(xy1,9,...) ist als Entropie eines Systems in einem partiellen Gleichgewicht zu
interpretieren, das durch die Festlegung der Werte mehrerer Variablen zq,z-, ...
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charakterisiert ist. Wiederum nehmen wir an, dafl im vollstindigen Gleichgewicht
(x,) =0 fiir alle v = 1,2, ... ist, und entwickeln die Entropie S(x1, z2,...) nach den
Fluktuationen dz, = z, um das Gleichgewicht:

1
S(x1,20,...) = S(O)+6S+§625+..., (13.77)
0S(x)

58 = Z( P >m:o y, (13.78)

v

25 = % (825($)>x_0 T, 7. (13.79)

7 \ 01,0,

Gelegentlich werden wir die x1, x5, ... mit dem Symbol x abkiirzen. z = 0 bedeutet
dann, dafl x, = 0 fiir alle v = 1,2,.... Da bei x = 0 ein vollstdndiges und stabiles
Gleichgewicht vorliegen soll, mufl S(z) dort ein Maximum besitzen, d.h., es muf}
58S = 0 und 28 < 0 fiir alle z, sein. Aus der ersten Bedingung folgt

(asm) —0, wv=1,2..., (13.80)
ax” =0

und aus der zweiten Bedingung folgt, dafl die quadratische Form 625 negativ definit
ist. Mit derselben Begriindung wie im vorhergehenden Abschnitt brechen wir die
Entwicklung von S(z) in (13.77) nach dem quadratischen Term ab und schreiben

1 B 025 (z)
p(x) ~ exp <_§ ;gm/ om xu)a Juv = — <a$u0£€y>m:0 . (1381)

Wegen 625 < 0 muf} g, eine positiv definite Matrix sein.

13.6.1 Die Normierung

Zunéchst miissen wir die Normierung klédren. Wir haben das Integral

1
/dx exp <—§ > Gy xl,> (13.82)
JTR%

zu berechnen, worin
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+0o0 +0o0
/da::/ da:l/ drs . ..

bedeutet. Wir verwenden die Matrizenschreibweise

_ T
Zgwxﬂx,, =x gx.
v

x ist der Spaltenvektor der x, und 27 der zu z transponierte Zeilenvektor, g ist
die Matrix der g,,. Es sei U eine orthogonale Matrix: UUT = UTU = 1. Damit
transformieren wir

x=Uy, yI =27 UT, el g =y7 (UTgU) Y, (13.83)

worin y und %7 transformierte Spalten— bzw. Zeilenvektoren sind. Aus (13.81) er-
kennen wir, daB g, symmetrisch ist, also g,, = g, bzw. g = g*. Dann gibt es eine
orthogonale Matrix U, so dafl UT g U Diagonalgestalt hat, also

" (UT9U) y=Y v (13.84)

v, sind die Eigenwerte der Matrix g. Diese miissen positiv sein, 7, > 0, weil g positiv
definit sein sollte. Wir substituieren im Integral in (13.82) die Variable z durch die
Transformation x = U y. Dabei ist

05 = doydas . = Q0T ) g et (U) dyy dy (13.85)
Oy, 92, .. )
det(U) ist die Determinante der Transformationsmatrix U. Aus UUT = 1 und

det(UT) =det(U) folgt

det(U UT) = (det(U))* =1

und somit det(U) = +1. Durch Spiegelung einer einzelnen y,—Achse kénnen wir
immer det(U) = 1 erreichen. Die Substitution ergibt also
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1 1
/dx exp (—5 Zgw,xﬂ x,,) = /dx exp <—§ ngx>
1
= /dy1 /dyg...exp (—5 Z’y,,y,%)

+o00 1

= H/ dy, exp <—§ Y yZ) (13.86)
9 2 n/2

= I/ = @m" (13.87)
v T det(g)

worin wir Gebrauch gemacht haben von

det(g) = det(UT gU) = H%

und n die Anzahl der Variablen zy,zs,... bzw. y, 9o, ... ist. Die normierte Wahr-
scheinlichkeitsdichte p(z) lautet also

p(r) =

13.6.2 Die Bedeutung der Matrix g

Im Fall nur einer Variablen x im vorhergehenden Abschnitt war der Parameter
g durch das Schwankungsquadrat von z bestimmt: (z?) = 1/g, vgl. (13.70). Im
Fall mehrerer Variablen wird aus dem Schwankungsquadrat eine Matrix: (z, z,).
Im Analogieschluff vermuten wir, daff nunmehr (z,z,) = (¢ '), wo ¢ ! die zu
g inverse Matrix ist. Um das zu beweisen, bilden wir die zu den z, konjugierten
Variablen

X, =- axu = ;gwj T, (13.89)

worin wir nochmals die Symmetrie g,, = g¢,, benutzt haben. Die physikalische
Bedeutung der X, werden wir sogleich kennenlernen. Wir berechnen jetzt
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d t(g
<£C7/ XN> — e /d,fC ,CCUX exp ( 2 Z uv Ty .CCU/)

1ol
By

0 1
v <_0—§Cu> exp (—5 MZ’/ Gu'v Ty .IV/)

_ | det(g) Ox, 1 -
N @or /da: (8%) P (_5 ,Z Jurw! Tut a:,,,) = O~ (13.90)

W

Im letzten Schritt haben wir eine partielle Integration ausgefiihrt. In diese Relation
setzen wir nun die Definition der X, aus (13.89) (mit ' statt v als Summationsindex)
ein:

<xl/ Zgul/’ 331/> - 5;w
bzw.

Zg/w’ <5Cu xl/> - 5;wa (1391)

womit der erwartete Zusammenhang gezeigt ist.

13.6.3 Die konjugierten Variablen

Wir kommen nun auf die physikalische Bedeutung der konjugierten Variablen X,
zuriick. Wir setzen deren Definition (13.89) in den Ausdruck (13.79) fiir die zweite
Variation 62S der Entropie ein:

028 = 3 (8x 0;) T, T, (13.92)
pv nv ) =g
= = guwrur,=—> X,z (13.93)
v p

Diese Darstellung von 625 vergleichen wir mit dem Ausdruck fiir 625 aus dem Ab-
schnitt 5.2 im Zusammenhang mit der Untersuchung der Stabilitdt des Gleichge-
wichts:
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1 p u)

2S=0(= = — 5% ) ON. 13.94

529 5<T>6U+6<T>6V 5(T 5 (13.94)

Die z, sollten verabredungsgeméfl Fluktuationen eztensiver Variablen sein. Wir
identifizieren sie also mit den 60U, dV,dN. Folglich sind die X, die Fluktuationen
der intensiven Variablen —0(1/T), —=d(p/T),d(u/T). Die friithere Stabilitdtsbedin-
gung 62S < 0 iibertriigt sich hier auf die positive Definitheit der quadratischen Form
im Argument der Exponentialfunktion in p(z) in (13.88), die wiederum bedeutet,
dafl Fluktuationen um so unwahrscheinlicher sind je grofler sie werden. Makroskopi-
sche Stabilitdt und die Stabilitdt von Fluktuationen in der mikroskopischen Theorie
haben also denselben Grund.

13.7 Korrelationsfunktionen und Onsagerschen
Reziprozititsrelationen

Die Uberlegungen in den beiden vorhergehenden Abschnitten zu den Eigenschaf-
ten der Fluktuationen z, in thermodynamischen Systemen koénnen wir unter Ver-
wendung einfacher physikalischer Argumente noch weiterfithren, um daraus sehr
weitgehende Folgerungen zu ziehen, z.B. iiber die sogenannten phinomenologischen
Koeffizienten zwischen Fliissen und thermodynamischen Kréften, die wir bereits aus
dem Kapitel 3 iiber irreversible Thermodynamik kennen.

13.7.1 Zeitliches Verhalten der Fluktuationen

Wie wir in den beiden vorhergehenden Abschnitten angenommen hatten, soll das
thermodynamische System ein stabiles Gleichgewicht bzw. ein Maximum seiner
Entropie fiir verschwindende Werte der Fluktuationen z von extensiven Variablen
besitzen. Es kénnen deshalb keine makroskopischen Abweichungen von x = 0 von
der Ordnung ~ N auftreten, wohl aber Abweichungen von der Ordnung ~ N'/2.
Die letztere Aussage hatten wir aus der Diskussion der Gaui—Verteilung der Fluk-
tuationen x im Abschnitt 13.5 gewonnen. Im mikroskopischen Bild entstehen solche
mikroskopischen Fluktuationen z ~ N'/? dadurch, da der Mikroszustand des Sy-
stems auch in einem makroskopischen Gleichgewicht sich zeitlich dauernd &ndert,
und zwar in der Menge derjenigen Mikrozustinde, die den betreffenden Makrozu-
stand représentieren. In dieser Menge haben jedoch die Mikrozustdnde mit x = 0
das iiberwiegende Gewicht, d.h., das System besitzt eine Tendenz, auftretende Fluk-
tuationen auf den Wert z = 0 zuriickzufiihren. Wir beschreiben dieses Geschehen
durch eine stochastische Differentialgleichung
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d
d—“;’; = —kxz+ R(1). (13.95)

Hier beschreibt der Term —kx mit k& > 0 die beschriebene Tendenz des Systems,
Fluktuationen auf den Wert x = 0 zuriickzufithren, wiahrend R(t) eine Zufallskraft
ist, die das Entstehen von Fluktuationen durch die mikroskopische Systembewegung
darstellen soll. Im Ensemblemittel muf} die Zufallskraft R(t) verschwinden, (R(t)) =
0. Dann folgt ndmlich aus (13.95)

S0 — k), (@) )= @) (0) e =0, (13.96)

d.h., im Ensemblemittel bzw. makroskopisch verschwinden die Fluktuationen. Wir
werden die Losung in (13.96) im folgenden in der Form

(x)(t]a") = o' e (13.97)

benutzen und als bedingten Mittelwert bezeichnen, d.h., als Mittelwert der Fluktua-
tion zur Zeit t, wenn sie bei ¢ = 0 den Wert 2’ besafi. Die bedingten Mittelwerte
erfiillen also die Differentialgleichung

d , ,
(@) tla!) =k (@) ¢l (13.98)

Wir koénnen diese Uberlegungen sofort auf den Fall iibertragen, daB multivariate
Fluktuationen z, auftreten:

dr,
— = —ZyjkwaJrRu(t),
SAn ) = =3 k) 1) (13.99)

Wir miissen also erwarten, dafl das mikrodynamische Verhalten der Fluktuationen
x, gekoppelt ist, und zwar durch die Matrix £,,. Diese muf} die Eigenschaft besit-
zen, dafl die Lésungen (z,)(t|z') fiir ¢ — oo gegen Null relaxieren. (x,)(t|z') ist eine

! ~

abkiirzende Schreibweise fiir einen Satz von Anfangsbedingungen x’' = (z},z5,...)
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bei t = 0. Zur Vereinfachung der Schreibweise verwenden wir auch die Summations-
konvention, d.h., wir lassen die Summen {iber die Indizes p, v, ... fort und vereinba-
ren, daf} iiber doppelt auftretende Indizes in Produktausdriicken summiert werden
soll:

d , /
() (tla') = o (m2) (112, (13100

Im Abschnitt 13.6 hatten wir die konjugierten Variablen X, eingefiihrt und diese als
Fluktuationen von intensiven Variablen interpretiert. Der lineare Zusammenhang
(13.89) zwischen den z, und den X, fiihrt uns zu der Definition von bedingten
Mittelwerten der konjugierten Variablen

(X (HX") = guw () (t]2"). (13.101)

Da g,, eine symmetrische Matrix mit positiven Eigenwerten ist, existiert insbeson-
dere ihre Inverse, und wir konnen (13.101) umkehren:

() (1l) = (97) (X (X)) (13.102)

Wir setzen diese Umkehrung in die Differentialgleichung (13.100) ein und erhalten

Ll te) = k(7)) (XEX) = ~L (X)X,

dt
Lue = kuw (971) - (13.103)

Fiir das Beispiel x 226U, X = —§(1/T), vgl. Abschnitt 13.6, lautet diese Beziehung

S0 =1 (5 ()@ (13.104)

Wir erkennen darin einen linearen Zusammenhang zwischen einer zeitlichen Ande-
rung der Fluktuation der inneren Energie und einer Fluktuation der inversen Tem-
peratur. Dieser Zusammenhang ist von demselben Typ wie die linearen phinome-
nologischen Relationen
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1 1
JU:LAf bzw. JU:LV?

in den Abschnitten 3.2 bzw. 3.9.1. Wir haben hier also eine weitere Begriindung fiir
die im Kapitel 3 als Ansétze gemachten linearen Relationen zwischen Fliissen und
thermodynamischen Kréften und zugleich mit (13.103) auch eine Darstellung der
linearen Koeffizienten L,, durch mikroskopische Eigenschaften des Systems gefun-
den.

13.7.2 Korrelationsfunktionen

Das Schwankungsquadrat

(z?) = /dx 2% p(7) (13.105)

einer Fluktuation z, vgl. Abschnitt 13.5, kdnnen wir uns auch als (z%(¢)) vorstellen,
worin z(t) eine Losung der Differentialgleichung (13.95) sein soll. Es ist (z?(t)) =
(x?), weil das Ensemblemittel einen zeitunabhingigen Makrozustand, néimlich das
Gleichgewicht beschreibt. Aquivalent kénnen wir feststellen, dal p(z,t) = p(z): die
Wahrscheinlichkeit fiir Fluktuationen ist zeitunabhéingig.

Dagegen ist die sogenannte Korrelationsfunktion (x(t) 2(0)) von t abhingig. Unter
Verwendung der Grundbegriffe im Abschnitt 13.1 ist sie zu definieren als

(x(t)x(0)) = /dx /dx'xx'p(x,t;x',O)

= /dm /dm'mm'p(m,t\m',O)p(m',0). (13.106)

p(z,t;2',0) dx dx' ist die Verbundwahrscheinlichkeit, daf die Fluktuation zur Zeit ¢
im Intervall (z, 2 + dz) und zur Zeit t = 0 im Intervall (2,2’ + d2') liegt, wéhrend
p(z,t|x’,0) dz die bedingte Wahrscheinlichkeit ist, daf§ die Fluktuation zur Zeit ¢ im
Intervall (z,z + dz) liegt, wenn sie zur Zeit t = 0 den Wert 2 besafit. p(z',0) da’
ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Bedingungsargument, und natiirlich ist wiederum

p(a',0) = p(z).

Offensichtlich kénnen wir auch die bedingten Mittelwerte aus dem vorhergehen-
den Unterabschnitt durch die bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten p(z, t|2’, 0) aus-
driicken:
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(x)(t|z") /da:a:p z,t|z',0). (13.107)

Damit kénnen wir die Definition der Korrelationsfunktion in (13.106) auch in der
Form

/dx Y (t|z") 2" p(x") (13.108)

schreiben. Daraus folgt sofort, dafl die Korrelationsfunktion dieselbe Differentialglei-
chung (13.98) erfiillt wie die bedingten Mittelwerte:

— (z(t) £(0)) = —k (x(t) 2(0)). (13.109)
Weil nun (2%(0)) = (z?), lautet die Losung von (13.109)

(z(t) £(0)) = (2?) e . (13.110)

Fiir t — oo relaxiert die Korrelationsfunktion gegen Null. Der Grund dafiir ist, daf3
p(x,t|2’,0) fiir ¢ — oo unabhéngig vom Bedingungsargument (z’,0) wird, bzw. fiir
t — oo werden die Werte x zur Zeit ¢t und x’ zur Zeit ¢t = 0 statistisch unabhéngig.

Die Ubertragung auf den multivariaten Fall ist offensichtlich:

(x,(t) z,(0)) = /dx / da' z, 2, p(z,t;2',0)
= [ da' (@) (ta") o’ pla),

d
7 () 2(0)) = =Ky (2x(2) 2,(0))- (13.111)
Hier ist = ein Abkiirzung fiir (xq, 2, ...) und dz = dz; dx, . . ., entsprechend fiir 2’/

und dz’.
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13.7.3 Symmetrien der Korrelationsfunktion und Onsager-
sche Reziprozititrelationen

Es gilt

(x,(t+ 1) 2y (7)) = (2,(t) ,(0)). (13.112)

Der Grund dafiir ist derselbe wie fiir (z?(¢)) = (z?). Eine andere Ausdrucksweise lau-
tet p(x,t + 7|2',7) = p(z, t|2’,0): da das Verhalten des Systems im Ensemblemittel
bzw. makroskopisch zeitunabhéingig ist, kann die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte
nur von der Zeitdifferenz ihrer Argumente abhingen. Man nennt diese Eigenschaft
auch die zeitliche Translationsinvarianz. Die Zeitverschiebung 7 in (13.112) ist be-
liebig. Wéahlen wir einmal 7 = 0 und zum anderen 7 = —¢, so erhalten wir

(@u(t) 2,(0)) = (2,(0) 2, (=1)). (13.113)

Jetzt bringen wir als ein weiteres Argument die Zeitumkehrinvarianz der mikrosko-
pischen Bewegungsgleichungen ins Spiel. Aus ihr folgt

(£(0) 2 (=) = (2,,(0) 2 (1)), (13.114)

insgesamt also

(2, (t) 2,(0)) = (24(0) 2, (1))- (13.115)

Die Zeitumkehrinvarianz ist nicht etwa eine Eigenschaft der obigen Differentialglei-
chungen fiir die z,, bzw. fiir die (z,,)(¢|2"). Diese sollten das statistische Verhalten der
Fluktuationen beschreiben bzw. die Relaxation von Fluktuationen. Dieses ist gera-
de nicht zeitumkehr—invariant. Wir kénnen diese Differentialgleichungen also nur fiir
t > 0 anwenden.Die Zeitumkehr-Invarianz ist vielmehr eine Eigenschaft der exakten
mikroskopischen Dynamik, also entweder der kanonischen Bewegungsgleichungen im
klassischen Fall oder der Schrédinger—Gleichung im quantentheoretischen Fall.

Wenn wir nun in (13.115) nach der Zeit ¢ differenzieren und die Differentialgleichung
(13.111) verwenden, erhalten wir

e (@ (t) 2, (0)) = — e {2,4(0) (1)) (13.116)



13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE 295

Jetzt setzen wir ¢ = 0 und eliminieren auf beiden Seiten z,, durch

T = (g_l)m\ X

vgl. (13.89) oder (13.102). Wir erhalten

b (970)  (X0(0) 2,(0)) = ke (97) (2(0) X2 (0)). (13.117)

KA

Da nur noch gleiche Zeiten auftreten, konnen wir wie oben die Zeitargumente . .. (0)
fortlassen. Nun haben wir im Abschnitt 13.6 in (13.90) gezeigt, da8 (z, X,) = d,,.
Damit wird aus (13.117)

b (971) = (97") bzw. Ly = Ly, (13.118)

vgl. die Definition (13.103) der linearen Koeffizienten. Die Matrix der linearen Ko-
effizienten, die die Fliisse mit den thermodynamischen Kriften verbinden, ist sym-
metrisch. Dieses ist die Onsagersche Reziprozititsrelation. Bemerkenswert ist, daf}
diese Symmetrieaussage ausschliefllich aus den Eigenschaften thermodynamischer
Systeme im Gleichgewicht hergeleitet wurde, obwohl die Koeffizienten L,, Nicht—
Gleichgewichtsphdnomene, ndmlich irreversible Phinomene beschreiben, vgl. Kapi-
tel 3. Aus (13.118) folgt iibrigens, daf auch die Koeffizienten k,, der Differential-
gleichungen symmetrisch sind: k,, = k,,.

Wir miissen zu der obigen Herleitung der Onsagerschen Reziprozitatsrelation noch
zwei ergdnzende Bemerkungen machen:

1. Wenn sich bei der Zeitumkehr ¢ — —¢ in (13.114) die Variablen z, ungerade
verhalten, z.B. dann, wenn die z, Geschwindigkeiten sind, muf§ dort ein Mi-
nuszeichen hinzugefiigt werden, entsprechend fiir z,. Die korrekte Form der
Onsagerschen Reziprozititsrelation lautet also L,, = €, €, L,,, wo €, bzw. €,
das Zeitumkehrverhalten von z, bzw. z, beschreiben: ¢, = +1 fiir gerade,
€, = —1 fiir ungerade.

2. Wenn sich das System in einem externen Magnetfeld B befindet, mufl aufler-
dem B — — B ausgefiihrt werden. Dasselbe gilt fiir eine Winkelgeschwindig-
keit w — —w, also bei Rotation des Systems.
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Kapitel 14

Statistische Physik unabhingiger
Teilchen

Dieses Kapitel stellt die statistische Entsprechung des Kapitels 7 in der phidnomeno-
logischen Theorie dar. Dort hatten wir allgemeine thermodynamische Aussagen iiber
ideale Systeme gemacht. Das sind Systeme in hinreichend grofler Verdiinnung, deren
thermodynamische Eigenschaften wir durch eine Entwicklung nach ihrer Dichte ge-
funden hatten, wobei jeweils immer nur der niedrigste, nicht verschwindende Term
beriicksichtigt wurde. Eines der Ergebnisse dort lautete, dafy die innere Energie bei
konstanter Temperatur (und konstanter Teilchenzahl) nicht vom Volumen abhéngt:
(0U/OV')r = 0. Diese Aussage bedeutet, dafi keine Beitrige von Wechselwirkungen
zwischen den Teilchen des Systems zu seiner Energie und auch nicht zu seinen wei-
teren thermodynamischen Eigenschaften auftreten. Der Grund dafiir ist gerade die
Annahme einer hinreichend grofien Verdiinnung, durch die die mittleren Abstédnde
zwischen den Teilchen so grofy werden, daf die tatséchlich immer vorhandenen Wech-
selwirkungen dann keinen Einflufl mehr auf die Thermodynamik des Systems haben.
Aus dieser Vorstellung entsteht das Modell der unabhdngigen Teilchen. Bei seiner
mikrodynamischen Formulierung l48t man jegliche Wechselwirkungen zwischen den
Teilchen fort. Wir werden in diesem Kapitel die statistisch—physikalischen Metho-
den aus den Kapiteln 11 und 12 auf unabhéngige Teilchen anwenden und dabei
die Aussagen der phdnomenologischen Theorie aus dem Kapitel 7 wiederfinden und
teilweise sogar noch prézisieren konnen. Zugleich stellt dieses Kapitel die einfach-
ste Anwendung dieser Methoden auf wirkliche, wenn auch idealisierte physikalische
Systeme dar.

297
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14.1 Unabhéingige Freiheitsgrade

In den Kapiteln 11 und 12 haben wir gezeigt, dafl sich aus der Zustandssumme
eines Ensembles fiir ein thermodynamisches System sdmtliche thermodynamischen
Eigenschaften des Gleichgewichts herleiten lassen. Die kanonische Zustandssumme
lautet

klassisch: 7 = /d? exp (=B H(q,p)), (14.1)
quantentheoretisch: ~ Z = Sp (exp (-3 H)) . (14.2)

Die Berechnung der Zustandssumme ist im allgemeinen ein N-Teilchen Problem, weil
die Hamilton-Funktion H(q,p) bzw. der Hamilton-Operator H die Mikrodynamik
des Systems mit seinen N Teilchen beschreibt, die im allgemeinen untereinander
wechselwirken. Es gibt nur sehr wenige Beispiele, in denen sich dieses N—Teilchen—
Problem exakt 16sen l48t. Fiir unabhéngige Teilchen dagegen 148t sich die Berech-
nung der N-Teilchen—Zustandssumme auf die einer 1-Teilchen-Zustandssumme re-
duzieren. Der Grund dafiir ist die Tatsache, dafl sich H, Hamilton—Funktion oder
—Operator, in Systemen unabhéngiger Teilchen, in denen es keine Wechselwirkungen
zwischen den Teilchen geben soll, als Summe von 1-Teilchen-Hamilton-Funktionen
bzw. —Operatoren schreiben l4af3t:

N
klassisch:  H(q,p) =>_ Hi(qi, pi). (14.3)
i=1
N
quantentheoretisch: ~ H =Y Hy,. (14.4)
i=1

Hier ist Hi(q;,p;) eine 1-Teilchen—-Hamilton—Funktion, die nur die kanonischen
Variablen ¢;,p; des Teilchens i enthélt.Ebenso ist H;; ein 1-Teilchen-Hamilton-
Operator, der nur auf den Zustand des Teilchens ¢ wirkt. Mit dieser Nomenklatur
ist bereits jetzt abzusehen, dafl wir auf Probleme mit der Ununterscheidbarkeit von
Teilchen stoflen werden, auf die wir unten eingehen werden.

14.1.1 Die klassisch—statistische Version

Wir fithren die Reduktion auf 1-Teilchen—Zustandssummen zunéchst fiir den klas-
sischen Fall durch. Mit N Teilchen besitzt das System f =3 N Freiheitsgrade, und
es ist
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d‘?—Hidi’”.d3 ; (14.5)
P=11sda0dp; :

worin d3q; d®p; /h® das Phasenraumelement fiir das Teilchen i ist (in Einheiten von
h pro Freiheitsgrad). Damit konnen wir die Zustandssumme unter Verwendung von
(14.3) in ein Produkt aufspalten:

7 = /d? exp (-5 ng(qi,pi)>

N
- 1—1—11% /d3q2' /dgpi exp (=6 Hi(qi, pi)) = 2N, (14.6)
1
2= 5 /d3% /d3pz‘ exp (=3 Hi(¢i,pi)). (14.7)

Dabei ist zu beachten, dafi die sogenannte 1-Teilchen—Zustandssumme z nicht mehr
vom Teilchen-Index i abhéngt, weil die Hi(g;,p;) fiir alle Teilchen dieselbe Form
haben und die Integration iiber den 1-Teilchen—Phasenraum 7 ; dann stets dasselbe
Ergebnis liefert. Wir schreiben deshalb (14.7) vereinfacht in der Form

z= % /d3q /d3p exp (—6 Hi(q. p)), (14.8)

worin d®q und d3p jetzt jeweils 3-dimensionale Elemente im Orts— bzw. Impulsraum
eines Teilchens sind.

In der obigen Rechnung haben wir die Teilchen des Systems implizit als unterscheid-
bar behandelt, weil wir die Phasenraum-Integration in ein Produkt unabhéngi-
ger Integrationen jeweils iiber die 1-Teilchen—Phasenrdume aufgespalten haben.
Tatséchlich jedoch miissen wir die Teilchen als physikalisch ununterscheidbar be-
handeln. Das bedeutet, dafl eine Permutation der Teilchen untereinander zu keinem
neuen Zustand fithren darf. Diese Forderung 143t sich dadurch erfiillen, dafi die
Phasenraum-Integrationen auf einen Unterraum beschrinkt werden, der nur solche
Phasenraumpunkte (g, p) enthélt, die nicht durch Teilchen—Permutationen ausein-
ander hervorgehen. Bequemer ist es, da} man weiterhin in der obigen Weise iiber
den gesamten Phasenraum integriert, das Ergebnis jedoch durch die Anzahl N! von
Permutation von N Teilchen dividiert. Wir haben dann das Ergebnis (14.6) durch

1
7= P (14.9)
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zu ersetzen. Die korrekte Erfiillung der Ununterscheidbarkeit von Teilchen betrifft
natiirlich nicht nur ideale Systeme von Teilchen ohne Wechselwirkung, sondern alle
Teilchen—Systeme. Deshalb haben wir ganz allgemein (14.1) durch

7= % [ exp (5 Ha.p)) (14.10)

Zu ersetzen.

14.1.2 Die quantenstatistische Version

Dasselbe Problem wird uns in der analogen quantentheoretischen Rechnung be-
gegnen. Zunichst stellen wir den N-Teilchenzustand |s) als Produkt von 1-
Teilchenzusténden |v;) dar:

) = 1:[1 V). (14.11)

v; ist eine Quantenzahl des Teilchens j, und die N-Teilchen—Quantenzahl s symbo-
lisiert jetzt den Satz s = (vq,1s,...,vx). An dieser Stelle merken wir an, daf§ wir
damit nicht nur die Teilchen als unterscheidbar behandeln, sondern zusétzlich anneh-
men, dafl sie unabhingig voneinander 1-Teilchen-Zustinde besetzen kénnen. Wir
werden spéter in der korrekten Formulierung der Quantenstatistik beriicksichtigen,
dafl sich die N—Teilchenzustinde unter einer Teilchen—Permutation entweder sym-
metrisch (Bosonen) oder antisymmetrisch (Fermionen) verhalten. Dieses Verhalten
hat zur Folge, daf} die Besetzung von 1-Teilchen—Zustinden nicht mehr unabhéngig
ist. Fiir hinreichend geringe Dichten kénnen wir jedoch, wie wir noch zeigen werden,
von dieser Folge absehen und weiter mit statistisch unabhingigen Teilchen rechnen.
Die Ununterscheidbarkeit ist am Ende aber wieder auf dieselbe Weise zu korrigieren
wie im klassischen Fall.

Wir wihlen nun die 1-Teilchenzustéinde |v;) als Eigenzustéinde zum 1-Teilchen-
Hamilton-Operator Hy ;, so daf}

Hl,i|1/i> == G(Vl') |Vz> (1412)

Dann ist
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Hls) = ;Hu l:[l i) = ;6(%') 1:[1|Vj> = E(s)|s), (14.13)

E(s) = > e(w). (14.14)

‘-1

~

Daraus gewinnen wir fiir die kanonische Zustandssumme

Z = Sp(e_ﬂH):Ze_ﬁE(s)

N N
= S O e P =1 e Pt = 2N (14.15)

VN =1 i=1 v;

zo= Y e Pl =N e e, (14.16)

Auch die quantentheoretische 1-Teilchen—Zustandssumme z hangt nicht mehr vom
Teilchen—Index ¢ ab, weil fiir alle Teilchen dieselben Quantenzahlen v; = v durch-
laufen werden und die 1-Teilchen-Energien €(v;) = ¢(v) fiir alle Teilchen dieselbe
Funktion der 1-Teilchen-Quantenzahlen v; = v sind. Wie oben auch bereits ange-
merkt, miissen wir die Ununterscheidbarkeit durch einen Faktor 1/N! wie in (14.9)
nachtriglich berticksichtigen.

14.2 Die kanonische 1-Teilchen—Zustandssumme
fiir freie Teilchen

Im vorhergehenden Abschnitt hatten wir die 1-Teilchen—Zustandssumme in der klas-
sischen und der quantentheoretischen Version formuliert:

1
klassisch: 2= 03 /d3q /d3p exp (=0 Hy(q,p)), (14.17)
quantentheoretisch: 2= e P (14.18)

vgl. (14.8) und (14.16). In diesem Abschnitt wollen wir uns speziell mit freien Teil-
chen befassen, d.h. mit Teilchen, die nicht nur unabhéngig sind, sondern auch keinen
Einfliissen durch externe Kréfte unterliegen. Wir werden zeigen, dafy die klassische
und die quantentheoretische Formulierung der 1-Teilchen-Zustandssumme im Sin-
ne eines bestimmten Grenziibergangs ineinander iibergehen. Dabei werden wir auch
eine Bestitigung dafiir finden, dafl das Plancksche Wirkungsquantum h = 27h
tatsdchlich die Phasenraum—Einheit pro Freiheitsgrad ist.
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14.2.1 Die quantenstatistische Rechnung

Die Teilchen, die wir in diesem Abschnitt betrachten, sollen punktférmige Teilchen
sein, die lediglich durch ihre Masse m charakterisiert seien, also aufler der Translation
keine weiteren inneren Freiheitsgrade besitzen. Wir beginnen mit der quantensta-
tistischen Rechnung und wéhlen zunéchst geeignete 1-Teilchen—Quantenzahlen v.
Das Gas freier Teilchen sei in ein Volumen V' eingeschlossen, das wir uns hier als
wiirfelformig vorstellen: V = L3, L ist die Kantenlinge des Wiirfels. Die folgenden
Uberlegungen lassen sich unmittelbar auch auf quaderférmige Volumina iibertra-
gen. Um die Energie-Eigenzustinde und Eigenwerte aufzufinden, miissen wir die
Schrédinger-Gleichung

(0 0? 0?
- (ax% + o + ax§> Y(r) =ep(r) (14.19)

2m

16sen. Hier sind w1, 7o, x5 die Komponenten des Ortsvektors r des Teilchens. Die
Wiirfelgeometrie legt den Separationsansatz

P(r) = P1(z1) Yo(22) Y3(23) (14.20)

nahe, der auf

h? 92

_ﬁwwa(xa) :eawa(xa)a a = 1a273a € =€+ €+ €3 (1421)

fiihrt. Da die Wéande des Volumens fiir die Teilchen undurchdringlich sein sollen, muf}
die Wellenfunktion an den Wéanden verschwinden. Das fiihrt auf die Randbedingung

Pa(0) = a(L) =0, a=12.3. (14.22)

(Der Koordinaten—-Ursprung liegt in einer der Wiirfelecken.) Die Differentialglei-
chungen (14.21) mit den obigen Randbedingungen wird gelést durch

Yo(rs) = Ag sin (kg x4), ko L =ngm, ng =1,2,.... (14.23)

Einsetzen fiihrt auf die Energien
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2 7.2 2 o
Lo PR R
2m 2m L2
h? 2 2 2
= 5,72 (n1+n2+n3) = €(v). (14.24)

Die 1-Teilchen—Quantenzahl v bezeichnet hier also den Satz der (ki, ko, k3) oder
der positiven, ganzen Zahlen (ny, ny, n3). Damit erhalten wir fiir die kanonische 1-
Teilchen—Zustandssumme

00 0o 5h2ﬂ.2 ) ) ) 5
z = Z Z Zexp —m(nl—i—%—i—%) =z,

ni=1ngs=1n3=1

o0 ,6 h2 7'('2 )
Ze = ;exp [— sz | (14.25)
Den Faktor im Exponenten formen wir wie folgt um:
r:m® 7w (g 2
=— |- Ap = ———=. 14.26
2mL?> 4 \L)’ b 27mT ( )

Ap ist die sogenannte de Broglie- Wellenlinge. Sie stellt die quantentheoretische
Ortsunschirfe eines Teilchens mit einer thermischen Energie ~ T dar. Das erkennen
wir, wenn wir in der Unschérferelation AqAp ~ /2 Aq = Ag und Ap = /2me
mit € ~ T einsetzen. Wir erhalten dann A ~ h/v/m T, also bis auf Zahlenfaktoren
der Groflenordnung 1 den obigen Ausdruck.

Wir bestimmen die Gréflenordnung von Ap fiir die leichtesten Teilchen, die ein idea-
les Gas bilden kénnen, ndmlich H-Atome, fiir die m ~Protonenmasse=1.67 102"
kg ist, und wihlen als Temperatur auf der Kelvin—Skala 1 K, so dafi T'= kp (1 K).
Das Ergebnis lautet Az ~ 1,7 10~?m. Die Systemlinge L soll jedoch makroskopisch
sein, so daf fiir unser Beispiel A\g < L. Dann 148t sich die m—Summe in (14.25) in
sehr guter Ndherung durch ein Integral ersetzen, weil die Spriinge des Summanden

in (14.25) fiir m = 0,1,2,... sehr klein werden. Dieses Integral 148t sich elementar
auswerten:
00 Br*n?
e — d — =
2 | dn exp l T
L 2
= h—\/QmT / dée 8 = —LV2mmT,
T 0
1
z = 2= ﬁv 2rmT)*?. (14.27)
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Wir merken an, dafl der Limes A\ — 0 sich formal dquivalent auch mit h — 0 bzw.
h — 0 ausfithren liBt, also mit der Standardprozedur fiir den Ubergang aus der
Quantentheorie in die klassische Theorie. Wir werden spéter noch einige Male auf
die de Broglie-Wellenldnge zuriickkommen und schérfere Einschrénkungen fiir sie
finden.

14.2.2 Die klassisch—statistische Rechnung

Das Ergebnis in (14.27) vergleichen wir mit der klassischen kanonischen Zustands-
sume fiir ein freies Teilchen aus (14.17). Dort haben wir

2
_p 1 2 2 2
Hi(gp) =5 =5 (p? + 3 +p3)
zu setzen. Dann erhalten wir
1 B
7z = W /d3r d3p exp [_ﬁ (pf +p§ —i—pg)l
1% 400 3 3
= (/_oo Ip exp [—ﬁpzb
1
= 5V 2rmT)*?, (14.28)

in Ubereinstimmung mit (14.27). Dadurch ist nun auch gezeigt, daf das Plancksche
Wirkungsquantum A die Einheit pro Freiheitsgrad im Phasenraum darstellt. Dieser
Schluf} ist nicht auf freie Teilchen beschrénkt, denn bei hinreichender Verdiinnung
geht jedes System schliefllich in ein System freier Teilchen {iber, wihrend die Einheit
im Phasenraum natiirlich nicht vom Verdiinnungsgrad des Systems abhédngen kann.

Die entscheidende Voraussetzung fiir unsere obige klassische Rechnung war, daf
die de Broglie-Wellenléinge klein gegen die Systemabmessungen ist: A\g < L. Je
schwerer die Teilchen sind, desto besser ist diese Voraussetzung erfiillt, so dafl un-
ser obiges Beispiel fiir H-Atome eine untere Abschitzung darstellt. Erst fiir extrem
tiefe Temperaturen wire die Bedingung A < L verletzt, und wir miifiten die 1-
Teilchen—Zustandssummen z bzw. z. in (14.25) quantentheoretisch korrekt als dis-
krete Summen ausfiithren. Die Erfahrung, dafl die klassische Theorie fiir hinreichend
hohe Temperaturen anwendbar ist, wihrend fiir tiefe Temperaturen die Quanten-
statistik herangezogen werden muf}, wird uns im folgenden noch haufiger begegnen.
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Allerdings werden wir dabei auch Situationen antreffen, in denen der Temperatur-
bereich, in dem quantenstatistisch gerechnet werden muf}, erheblich héher liegt als
in unserem obigen Beispiel. Je nachdem, wie grof§ die quantisierten Energien des
Systems sind, kann der quantenstatistische Temperaturbereich sogar beliebig hoch
sein.

Wir erinnern nochmals daran, dafl selbst die quantenstatistische Formulierung die-
ses Abschnitts noch nicht korrekt ist, weil der statistische Symmetriecharakter der
Teilchen, ndmlich Symmetrie oder Antisymmetrie bei Teilchenvertauschung, nicht
beriicksichtigt wurde. Wir werden spéter erkennen, dafl dadurch die Besetzung von
1-Teilchen—Quantenzustidnden mit Teilchen nicht mehr unabhéangig fiir jedes Teil-
chen erfolgt, wie wir es in diesem Abschnitt angenommen haben. Wir werden ler-
nen, daf} die Ergebnisse dieses Abschnitts, sei es in ihrer quantenstatistischen oder
klassisch—statistischen Version, deshalb nicht nur fiir hinreichend hohe Tempera-
turen, sondern auch nur fiir hinreichend verdiinnte Systeme zutreffen. Dabei wird
uns nochmals die de Broglie-Wellenlédnge als der entscheidende Systemparameter
begegnen.

14.3 Thermodynamik des einatomigen idealen
Gases

In diesem Abschnitt werden wir thermodynamische Folgerungen aus der klassischen
Zustandssumme freier, punktférmiger Teilchen ziehen. Dazu bedienen wir uns der
freien Energie ' = F(T,V, N), die nach Abschnitt 12.2 durch die kanonische Zu-
standssumme Z gemifl F' = —T In Z gegeben ist. Fiir freie Teilchen ist nach Ab-
schnitt 14.1 Z = zV/N!, und die 1-Teilchen—Zustandssumme z fiir punktformige
Teilchen entnehmen wir aus (14.27) bzw. (14.28) im vorhergehenden Abschnitt:

N

. z . 1 3/2
F=-T lnm, z = ﬁV 2TmT)”*. (14.29)

Im thermodynamischen Limes N — oo kénnen wir fiir In N! die Stirling—Formel
verwenden,

InNl'=NInN-N+....

Einsetzen in (14.29) fiihrt auf
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V 2rmT)*? e

F=-NTlh—"—

(14.30)

(Hier ist e die Eulersche Zahl.) Wir vergleichen dieses Ergebnis mit der Thermo-
dynamik des idealen Gases in der phdnomenologischen Theorie im Abschnitt 7.2.
Hierzu benutzen wir die Fundamentalrelation fiir die freie Energie,

dF = —SdT — pdV + udN, (14.31)

und berechnen die partiellen Ableitungen von F' nach T,V,N. Da wir in diesem
Abschnitt ausschliefilich diese Variablen benutzen werden, kénnen wir die Nebenbe-
dingungen tiber die bei den Ableitungen konstant zu haltenden Variablen fortlassen.
Durch elementare Rechnungen erhalten wir:

OF V (2amT)"? e

S = —55=Nm ( ”’};’;N) <. (14.32)
OF NT

p o= —o= (14.33)
oF V (2rmT)>?

(14.33) ist die Zustandsgleichung des idealen Gases, die uns aus dem Abschnitt 7.1
bekannt ist. Sie stellt sich hier in der statistischen Theorie als universell heraus,
d.h., sie enthélt keine individuelle Teilcheneigenschaft wie z.B. seine Masse. Diese
Aussage hatten wir bereits im Abschnitt 7.1 vorweggenommen, haben sie aber jetzt
begriindet.

Fiir die Entropie des idealen Gases hatten wir im Abschnitt 7.1 die Form

% % %
S(T,V,N)=Ns <T, N) s <T, ﬁ> = 5(T) +1n (14.35)

gefunden. Den Term In (V/N) erkennen wir unmittelbar in (14.32) wieder, und fiir
die Funktion so(7) finden wir

3
so(T) = 2 InT+ ..., (14.36)
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worin die weiteren Terme ...nicht mehr von 7, V, N abhéngen. Fiir das chemische
Potential p hatten wir im Abschnitt 7.2 die Form

V
w(T,V,N) = po(T) — T In N (14.37)

gefunden. Der Term —7 In(V/N) ist unmittelbar in (14.34) erkennbar, und fiir
po(T) entnehmen wir daraus durch Vergleich

27mT)*?

po(T) = =T In e

(14.38)

Schliellich kénnen wir die innere Energie aus U = F' + T S oder einfacher aus

dlnZ Olnz Olnz
U—— - _N = NT? 14.39
op op ar ( )
entnehmen, vgl. Abschnitt 12.2, und finden
3
U= 3 NT (14.40)

in Ubereinstimmung mit dem Gleichverteilungssatz im Abschnitt 13.3. Daraus folgt
weiter fiir die Warmekapazititen Cy und C, = Cy + N, vgl. Abschnitt 7.2,

oU 3 5
Cy 5N G =Cy+N=_N. (14.41)

9T 2

In der phanomenologischen Theorie des idealen Gases, vgl. Abschnitt 7.1, konnte
U = N u(T) noch eine beliebige, allerdings monoton wachsende Funktion u(7) ent-
halten, wihrend sich hier zwingend u(7") = (3/2) T ergibt. Der Grund dafiir ist, daf
das Modell dieses Abschnitts, ndmlich ein System freier, punktférmiger Teilchen,
nur ein Spezialfall eines idealen Gases ist. In einem System freier Teilchen, die nicht
punktformig sind, sondern weitere innere Freiheitsgrade iiber die Translation hinaus
besitzen, werden wir in einem spéiteren Abschnitt dieses Kapitels andere funktionale
Formen von (7' finden. Die phianomenologische Theorie erweist sich einmal mehr
als Rahmentheorie, die alle speziellen Ergebnisse aufgrund bestimmter statistisch
physikalischer Modelle einschlieffen mu#f.
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In der phdnomenologischen Theorie des Abschnitts 7.2 hatten wir bei der Formulie-
rung der adiabatischen Zustandsgleichung idealer Gase die Annahme gemacht, daf}
die Warmekapazitdten konstant seien. Es war dann v = C,/Cy der Exponent in
der adiabatischen Zustandsgleichung p V7 =const. Wir erkennen nunmehr auch den
Hintergrund dieser Annahme sowie ihre Grenzen.

Abschlieflend wollen wir noch auf die Bedeutung hinweisen, die die korrekte Bertick-
sichtigung der Ununterscheidbarkeit der Teilchen fiir unsere obigen Ergebnisse hat.
Hitten wir die Ununterscheidbarkeit der Teilchen iibersehen, also Z = 2V statt kor-
rekterweise Z = 2V /N! gesetzt, vgl. Abschnitt 14.1, dann hétten wir fiir die freie
Energie F' und die Entropie S anstelle von (14.30) und (14.32)

V 27rmT)>? v (27mT)*? e3/2

F'=-NTn o x

(14.42)

erhalten. Diese Ergebnisse verletzen das Skalierungsverhalten der extensiven Varia-
blen, das

F(T.AV,AN) = AF(T,V,N),  S(T,AV,AN)=AS(T,V,N) (14.43)

verlangt, bzw. mit A = 1/N

F(T,V,N)=NF(T,V/N,1),  S(T.V,N)=NS(T,V/N,1). (14.44)

Als weitere Folge wiirde beim Zusammenfiigen zweier identischer Systeme jeweils
mit den Werten 7, V, N eine Entropiezunahme auftreten, denn mit S’ aus (14.43)
folgte

AS = S(T,2V,2N) =28 (T,V,N) =2N In2 > 0. (14.45)

Diese Konsequenz, das sogenannte Gibbssche Paradoxon, war zu erwarten, denn
wenn unterscheidbare Teilchen sich durchmischen, muf§ eine Mischungsentropie auf-
treten, vgl. auch Abschnitt 7.4.
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14.4 Einatomiges ideales Gas im groflkanonischen
Ensemble

Auch im grolkanonischen Ensemble kénnen wir das Modell der freien Teilchen exakt
auswerten. Natiirlich erwarten wir wegen der Aquivalenz der Ensemble im thermo-
dynamischen Limes dieselbe Thermodynamik. Wir gehen aus von der klassisch—
statistischen Version der grofikanonischen Zustandssumme aus dem Abschnitt 12.1,

> H —uN
Zy=> /d?N exp (— N(q’? & )a (14.46)
N=0

die wir umformen zu

Zy=3 e "2y, Zy=[dlye NG, (14.47)

n=0

worin # =1/T, v = —pu/T und Zy die kanonische Zustandssumme fiir die Teilchen-
zahl N ist. (Zur Vermeidung von Verwechslungen bezeichnen wir die grolkanonische
Zustandssumme mit dem Index g.) Wir setzen Zy = 2" /N! fiir unabhéingige Teil-
chen ein und erhalten weiter

> 1 _ N _
Z, = NZ_OM (e "z) = exp (e ”z). (14.48)
Mit
1
2=35V 27mT)*? (14.49)

aus dem Abschnitt 14.2 finden wir fiir das Potential ¥ des groflkanonischen Ensem-
bles

1
U=-TInZ,=——V 2am)*? 7% T, (14.50)

h3

Geméf} der Fundamentalrelation
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dV = -SdTIl'—pdV — Ndu
berechnen wir die Teilchenzahl N:

N:—<8w> —iV(QWmT)?’/2 e“/T:—E
TV

o) = = (14.51)

Da ¥ = —pV, vgl. Kapitel 4, folgt daraus bereits die Zustandsgleichung pV = NT
des idealen Gases. Die Umkehrung von (14.51) nach pu ergibt

1V s %
j=-Tn (ﬁﬁ @rmT) ):uo(T)—TlnN (14.52)
mit

(2rmT)*?

po(T) = =T In 73

(14.53)

in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der kanonischen Theorie, vgl. (14.37) und
(14.38). Auch die Berechnung der Entropie fiihrt auf dasselbe Ergebnis wie in der
kanonischen Theorie. Unter Verwendung von (14.51) und (14.52) erhalten wir

n
Il
|
7N
Q‘J‘Q)
N
N——
<
=

=)=

DO TR G| Ot
=2 =

1V 3/2
+ N (ﬁﬁ 2rmT) )

_ N <80(T) +1n %) (14.54)

so(T) = 2 InT + const,

vgl. (14.35) und (14.36) im vorhergehenden Abschnitt.
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14.5 Thermodynamik eines zweiatomigen idealen
Gases

Wir haben bisher nur ideale Systeme punktférmiger Teilchen beschrieben. Als
"punktformig” gelten Teilchen, die neben ihrer Translationsbewegung keine inneren
Freiheitsgrade mehr besitzen. Ausgedehnte Teilchen wie z.B. Molekiile kénnen au-
Berdem rotieren und moglicherweise auch in ihren Teilen gegeneinander schwingen.
In diesem Abschnitt wollen wir das einfachste Beispiel eines Systems ausgedehnter
Teilchen statistisch beschreiben, ndmlich ein System zweiatomiger Molekiile. Nach
wie vor jedoch soll es sich dabei um ein ideales System handeln, d.h., das System soll
hinreichend verdiinnt sein, so dafl wir von irgendwelchen Wechselwirkungen zwischen
den Molekiilen absehen kénnen.

Wir denken uns das zweiatomige Molekiil aus zwei Atomen zusammengesetzt, die
mechanisch jeweils als punktférmig behandelt werden. Die 1-Teilchen—Hamilton—
Funktion fiir das Molekiil lautet

p’ +p§

le
2m1 2m2

+V (jry —ra). (14.55)

Py, P>, und 71, 75 sind die Impulse und Orte der beiden Atome, my, my ihre Massen.
Wenn wir unser System quantentheoretisch beschreiben miissen, ersetzen wir Impul-
se und Orte durch ihre Operatoren, in der Ortsdarstellung p — —i i d/0r, und aus
der Hamilton—Funktion H; wird der Hamilton-Operator H;. Die Potentialfunktion
V(r) mit 7 = |ry — 73 soll die chemische Bindung der beiden Atome im Molekiil
beschreiben. Dazu stellen wir uns vor, dafl V(r) ein ausgepréigtes Minimum bei einer
Ruhelage im Abstand 7y der beiden Atome besitzt, um die die beiden Atome, wie
oben bereits bemerkt, dann noch gegeneinander schwingen koénnen. Dieser innere
Schwingungsfreiheitsgrad wird uns spéter noch beschéftigen.

Die Hamilton-Funktion bzw. der Hamilton-Operator H in (14.55) enthélt keine
elektronischen Freiheitsgrade mehr und muf§ folglich eine Ndherung darstellen. Die-
se sogenannte Born—Oppenheimer—Naherung beruht darauf, dafl die Atomkerne sich
sehr viel langsamer bewegen als die Elektronen, und zwar gerade im umgekehrten
Verhéltnis ihrer Massen. Man nimmt deshalb an, daf§ die Elektronen sich zu jeder
Konfiguration der langsamen Kernbewegung immer schon in einem stationédren Zu-
stand befinden, der hier der elektronische Grundzustand sein soll. Die Elektronen
folgen in diesem Bild der Kernbewegung instantan und adiabatisch, d.h., ohne selbst
eine Anregung zu erfahren. Die einzige, allerdings entscheidende Einwirkung der
Elektronen auf die Kernbewegung besteht darin, daf§ die Potentialfunktion V' (r),
die die chemische Bindung beschreiben soll, ganz wesentlich von den Elektronen
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geprigt ist. Bei der kovalenten Bindung entsteht V(r) durch Uberlappungen der
elektronischen Wellenfunktionen, die an den Orten der Kerne zentriert sind.

Die Annahme, dafi die Elektronen durch die thermische Bewegung des Molekiils
nicht aus ihrem Grundzustand in héhere Zustédnde angeregt werden, setzt allerdings
voraus, dafl die Temperatur hinreichend klein im Vergleich zu einer elektronischen
Anregung Au,; ist: T < Au,. Elektronische Anregungen sind von der Gréfienord-
nung von 1 eV. Dem entspricht auf der Kelvin—Skala eine Temperatur 7”, die durch
kpT' =1 eV bzw. T =1 eV /kp ~ 10* K gegeben ist.

Durch eine Transformation auf Schwerpunkts— und Relativvariablen

1 1
RZM(ml"‘lerz"“z)a PZM(m1P1+m2P2),
r=7T —Ty D=D1— D (14.56)

mit M = my + my separieren wir H; mit einer elementaren Umformung in einen
translatorischen und einen internen Anteil:

Hy = Hiu + Hyjng,

1
Hl,tr = WPQ,
1
Hijne = ﬁpz-i-‘/(?“), (14.57)

worin m die reduzierte Masse m = my my/M ist. Wir wollen die Thermodynamik des
zweiatomigen Molekiils fiir sdémtliche Temperaturbereiche bestimmen und wéhlen
deshalb die quantenstatistische Version. Wir haben also die 1-Teilchen—-Schrodinger—
Gleichung

(H, — () 9(R. ) = 0 (14.58)

zu losen und daraus nach dem Muster der vorhergehenden Abschnitte die 1-
Teilchen—Zustandssumme 2z sowie die gesamte Zustandssumme 7 fiir wechselwir-
kungsfreie Molekiile zu bilden:

p=Y e =" (14.59)
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Die v sind geeignete 1-Teilchen—Quantenzahlen, die sich aus der Losung von (14.58)
ergeben. Dafiir machen wir den aus der Quantentheorie bekannten Ansatz

U(R,7)=A ﬁ sin (ko o) ulr) Yim (0, 6). (14.60)

a=1 r

Die Faktoren sin (k, x,) erfilllen den translatorischen Anteil der Schrodinger—
Gleichung (14.58) mit den Eigenwerten e, = h*k*/(2m). AuBerdem ist diese Ei-
genfunktion so gewéhlt, dafl sie dieselben Randbedingungen erfiillt, die wir auch im
Abschnitt 14.2 gewihlt hatten, also Einschluf§ des Systems in ein Volumen V = L3.
Entsprechend sind die Komponenten £, von k wie dort zu wéhlen. Wir erkennen,
daf} der translatorische Anteil auf das uns bekannte Verhalten eines 1-atomigen
idealen Gases fiihrt.

Der Faktor (u(r)/r) Y, (0, ¢) 1ost das Relativ—Problem, dargestellt in Kugelkoordi-
naten r, 6, ¢ fiir den Relativvektor r. Die Y;,,,(0, ¢), die sogenannten Kugelfiichen-
funktionen, sind die Eigenfunktionen zum Quadrat L? und zu einer Komponente L
des Drehimpulses L:

L*Y,,(0,¢) = R*1(14+1)Y;,.(0,6), 1=0,1,2,...,
LyYim(0.¢) = hmYn(0.¢), m=-l,—1+1,....1—1,1

Der Faktor A ist aus der Normierung zu bestimmen, die fiir das thermodynamische
Problem aber unerheblich ist. Dieser Ansatz fiir U(R,r) fithrt schlieBlich auf die
radiale Schrodinger—Gleichung fiir u(r):

i + L+ 1) +V(r)| u(r) = emeu(r). (14.61)

2m dr? 2m 1?2

Deren Eigenwerte €;,; hingen von einer Bahnquantenzahl x = 0,1,2,... ab, aufler-
dem natiirlich parametrisch von der Drehimpulsquantenzahl I: €;,; = €(x,l). Die
gesamte 1-Teilchen—Energie lautet also

h’ k’
e(v) = T €(k,1), v >k Kkl m. (14.62)

Die Quantenzahl m tritt nicht in der Energie auf, fiihrt jedoch zu einer (21 + 1)-
fachen Entartung jedes Wertes von [. Die additive Struktur der 1-Teilchen—Energien
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in (14.62) fiihrt zu folgenden Konsequenzen fiir die Zustandssummen und fiir die freie
Energie:

2 = Zir Zint,
h k? 1

2ir = %exp (—ﬁQm >:EV(27T7TLT)3/2,

Zime = exp(=fe(k,1)),
K,l,m
1
J = ﬁ (Ztr Zint)Nv
F = _Tan:Ftr"'F‘inta
N

Fy, = —TIn %, Fipt = =TIn Ziﬁt' (1463)

Hierin haben wir das Ergebnis fiir z;, aus dem Abschnitt 14.2 iibernommen. Durch
die internen Freiheitsgrade des 2—atomigen Molekiils entsteht also ein additiver Zu-
satz Fj,; zur freien Energie F}, des 1-atomigen idealen Gases. Um Fj,; bzw. z;,: zu
berechnen, fithren wir in der radialen Schrodinger—Gleichung (14.61) zwei Naherun-
gen aus:

2

Vir) ~ Vot 2 (r—ro)?, (14.64)
RPL(+1) RPL(I+1)
Ty T 14.
2mr? 2mr3 (14.65)

Das Potential V' (r) sollte ja, wie wir zu Beginn dieses Abschnitts ausgefiihrt haben,
eine bei einem Wert r = 1 eine Ruhelage besitzen. In (14.64) entwickeln wir V (r)
in eine Taylor-Reihe um 7y und brechen diese nach dem quadratischen Term ab.
Aus der Relativbewegung in 7 entsteht dann ein harmonischer Oszillator mit einer
Frequenz w, die fiir das jeweilige Molekiil typisch ist. Diese sogenannte harmonische
Néherung ist dann gerechtfertigt, wenn die thermische Anregung nur die niedrigsten
der Quantenzustinde hw (k +1/2), Kk =0,1,2,..., erreicht. In der Abbildung 14.1
ist ein typischer Verlauf fir V(r) gezeigt. Fiir sehr hohe thermische Anregungen
kann die fluktuierende Variable r sehr grofile Werte annehmen, d.h., das Molekiil
kann dissoziieren. Mit der harmonischen N&herung ist unsere Theorie also auf den
thermischen Stabilitédtsbereich des Molekiils beschrinkt.

Die zweite Niherung, also (14.65), nimmt an, daf} die Fliehkraft, dargestellt durch
ihr Potential 21 (I +1)/(2mr?), keinen EinfluB auf die Ruhelage 7, des Abstandes
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Potential V' (r)

Abstand r

To

Abbildung 14.1: Typischer Verlauf des radialen Molekiilpotentials V (r).

zwischen den beiden Atomen hat. Tatséchlich jedoch erwarten wir, dafy die Ruhela-
ge mit zunehmendem Drehimpuls bzw. mit zunehmender Quantenzahl [ zunimmt.
Wir werden spéter zeigen, dafi die Ndherung (14.65) im Rahmen unserer Theorie
dennoch gerechtfertigt ist. Wenn wir die beiden Ndherungen (14.64) und (14.65) in
die Schrodinger—Gleichung (14.61) einsetzen, erhalten wir (mit V; = 0 durch Wahl
des Nullpunkts der Energie)

P od> RPI(I+1)  muw? 5
“ymar T zmr g ) G| ulr) =0, (14.66)

deren Eigenwerte wir unmittelbar angeben kénnen:

€int = € T €,
211+ 1
€ = LQ), 1=0,1,2,...,
2mrg
1
€s = hw </{+§>, k=0,1,2,.... (14.67)
Die Indizes "r” und "s” stehen fiir Rotation bzw. Schwingung. Durch die Nidherung

(14.65) haben wir die Bewegungen der Rotation und der Schwingung offensichtlich
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entkoppelt. Die Folge davon ist, daf§ die 1-Teilchen—Zustandssumme z;,; aus (14.63)
nochmals zerfillt, ndmlich in

Zint = Zr Zs,

zy = %;emj<_ﬁﬁiﬂii}l>’ (14.68)

2
2mrg

2 = ;exp <—Bhw (Ii-l—%)) (14.69)

Entsprechend zerfillt die freie Energie der internen molekularen Freiheitsgrade in
zwei additive Beitrége:

Fyy = F, + F,. (14.70)

14.5.1 Die Rotationsbeitrige

Die 1-Teilchen—Zustandssumme fiir die Rotationsfreiheitsgrade lautet gemaf (14.68)

2
2mrg

= §(2l +1) exp (—%ﬂ%”)
= St en(-Zia+), (14.71)

=0

5 o= Yexp <_w>
Im

T, = h*/(2m}) ist eine fiir das Molekiil typische Rotationstemperatur, deren Be-
deutung wir sogleich kennenlernen werden. Offensichtlich kénnen wir unsere obigen
Uberlegungen verallgemeinern, indem wir mr3 =: © =Trigheitsmoment des Mo-
lekiils senkrecht zu seiner Achse setzen und uns damit von der Vorstellung lésen,
daf} das Molekiil aus zwei ”punktférmigen” Atomen besteht. Da die Energie nicht
von der Quantenzahl m abhéangt, tritt diese nur mit ihrem Entartungsfaktor 27+ 1
in Erscheinung. Die [-Summe in (14.71) 148t sich nicht elementar auswerten. Wir
geben zwei Naherungen an, ndmlich fiir hohe und fiir tiefe Temperaturen.
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Fiir hohe Temperaturen im Sinne von 7' > T, kénnen wir die [-Summe durch
ein [-Integral ersetzen, da die Spriinge des Summanden wegen des Vorfaktors 7, /T
im Exponenten dann sehr klein werden (vgl. das analoge Argument im Abschnitt
14.2). Wir substituieren

T, T,
=—1(+1 dé = = (21+1)dl

und finden

%0 T T (oo T
I r:/ 20+ 1 (—i 1>:_f/ “— L (1472
im z ; dl (214 1) exp Tl(l+ ) T Iy dée T (14.72)

T—o0

Daraus folgt fiir die Thermodynamik bei hohen Temperaturen 7' > T,

ﬂ::—Tmﬁ:—NTmz,
T,
OF, T

Sr <M>N n T
U, = F+TS,=NT,

oU.
C, = -] =N 14.73

(or), 1479

Dieses Ergebnis stimmt mit dem des Gleichverteilungssatzes aus dem Abschnitt
13.3 iiberein: dort hatten wir fiir die mittlere Rotationsenergie (L?/(2©)) = T/2
pro Freiheitsgrad (pro Teilchen) gefunden, was fiir N zweiatomige Molekiile mit je
zwei unabhéngigen Rotationsfreiheitsgraden (senkrecht zur Molekiilachse) insgesamt
zu U, = NT bzw. C, = N fiihrt. (Bei dem Rotationsanteil der Warmekapazitét
brauchen wir nicht zwischen Cy, und C), zu unterscheiden, weil hier weder V' noch
p als Variable auftritt.)

Fiir tiefe Temperaturen im Sinne von T' < T, beachten wir, daf} die Summanden
in (14.71) mit wachsendem [ sehr stark abnehmen. Es wird dann ausreichen, nur die
Summanden fiir [ = 0 und [ = 1 zu beriicksichtigen:

li = 143 (2ﬂ>
TILI%] 2y = exp T )
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| Molekiil | 7, (K) |

H, 85,4
HCI 15,2
N 2.9
0, 2.1

Tabelle 14.1: Rotationstemperaturen in K fiir einige zweiatomige Gase

F. = —NTIII<1+3€XI)<—2;:T>>
2T,
~ —3NT =
3 eXp( T)’
OF, 2T, 2T,
S = _<6T>N_3N <1+ T)eXp<_ T >
U = F,+TS.,=6NT, exp<—2;}>,
ouU, T\ 2 2T,
C, = <8T>N_12N (?) exp<— - ) (14.74)

Bei der Berechnung von F). haben wir davon Gebrauch gemacht, dafl wegen T' < T,
auch exp(—2T,/T) < 1, so da} der Logarithmus nach diesem Term entwickelt wer-
den kann. Fiir 7" — 0 geht also auch die Warmekapazitiat C, — 0, und zwar sogar
stiarker als jede T—Potenz. Man benutzt die Sprechweise, daf fiir 7" — 0 die Ro-
tationsfreiheitsgrade ausfrieren. Offensichtlich hat die Rotationstemperatur 7, die
Bedeutung derjenigen Temperatur, unterhalb derer dieses geschieht, wiahrend ober-
halb von T, der klassische Gleichverteilungssatz anwendbar ist. Diese Interpretation
wird qualitativ vom exakten Verlauf von C,(T') gestiitzt, den man durch eine nu-
merische Auswertung der /-Summe berechnen kann und der in Abbildung 14.2 als
Funktion von T'/T, gezeigt ist.

Die obigen Ergebnisse der Thermodynamik der Rotationsfreiheitsgrade zeigen ein-
mal mehr, daf} die klassische Statistik auf hinreichend hohe Temperaturen begrenzt
ist und daf} fiir tiefe Temperaturen die Quantenstatistik heranzuziehen ist. Was als
"hohe” bzw. als "tiefe” Temperatur zu gelten hat, muff an dem jeweiligen System
entschieden werden, und zwar durch einen Vergleich der Temperatur mit einer ty-
pischen quantisierten Energie des Systems. Im obigen Fall war T' zu vergleichen mit
T, = h*/(2 ©), niamlich der Anregungsenergie des Drehimpulses [ = 1 gegen [ = 0. In
der Tabelle 14.1 sind die Rotationstemperaturen fiir einige typische zweiatomige Mo-
lekiile angegeben. Erwartungsgemaf haben zweiatomige Molekiile, die ein H-Atom
enthalten oder gar das Ho—~Molekiil selbst, einbesonders kleines Trégheitsmoment ©
und somit eine im Vergleich zu anderen Molekiilen hohe Rotationstemperatur 7.
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12

Wéirmekalpazitét C’/JIV

06 i

04 r .

02 r .

Temperatur T'/T,

0 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25

Abbildung 14.2: Warmekapazitdt der Rotationsfreiheitsgrade eines zweiatomigen
idealen Gases in Einheiten von N als Funktion von T'/T,.

14.5.2 Molekiile mit zwei gleichartigen Atomen

Die obigen Uberlegungen zu den thermodynamischen Rotationsbeitrigen miissen
abgedndert werden, wenn die beiden Atome gleichartig sind, z.B. im H,. Eine Ver-
tauschung der beiden Atome fiihrt bereits im klassisch-statistischen Bild nicht zu
einem neuen Bewegungszustand. Diese Symmetrie konnen wir dadurch beriicksichti-
gen, daf} die 1-Teilchen—Zustandssumme 2z, aus dem vorhergehenden Unterabschnitt
bei zwei gleichartigen Atomen durch 2 dividiert wird, also

1 T
ZT::_ZTZQT'

(14.75)

Gegeniiber (14.73) folgt daraus fiir T > T,

T
F, = —ThhzY=-NTIn—
nz, HQTT’
OF, T
= - = N1 N
Sr <6T>N Noq T
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U = F,+TS,=NT,

ou\
c, = <0T>N_N. (14.76)

Innere Energie und Wérmekapazitéit bleiben also unverindert.

In der quantenstatistischen Version bei tiefen Temperaturen erfordert die Symme-
trie bei zwei gleichartigen Atomen eine besondere Uberlegung. Wir betrachten den
in diesem Zusammenhang wichtigsten Fall des Hy. Gegeniiber der Vertauschung der
beiden Kerne, d.h., der beiden Protonen, mufy der Molekiilzustand ungerade sein. Bei
parallelen Kernspins, also bei einer geraden Kernspin—-Konfiguration, mufy der rdum-
liche Anteil der Wellenfunktion demnach ungerade sein. Das trifft jedoch nur auf die
ungeraden Drehimpuls—Quantenzahlen [ = 1,3, 5, ... zu. Der Zustand mit parallelen
Kernspins, I = 1, besitzt die Vielfachheit 2 I 4+ 1 = 3. Bei antiparallelen Kernspins,
also bei einer ungeraden Kernspin-Konfiguration, mufl dagegen der rdumliche Anteil
der Wellenfunktion gerade sein, also [ = 0,2,4,.... Die Vielfachheit antiparalleler
Kernspins I = 0 betrdgt 27 + 1 = 1. Die elektronischen Zusténde bleiben von
dieser Symmetrieiiberlegung unberiihrt. Der Zustand mit parallelen Kernspins, der
sogenannte Orthowasserstoff, tritt also mit dem Gewicht 3/4, der Zustand mit an-
tiparallelen Kernspins, der sogenannte Parawasserstoff tritt mit dem Gewicht 1/4
auf. Das fiihrt zu dem folgenden Ausdruck fiir die 1-Teilchen—Zustandssumme:

3 1

Zr= = Zzo—i‘gzpv

W= Y (21+1)exp<— l(l+1)>,
1=1.3,...

SIS 8|S

zpy = i (21+1) exp (— LI+ 1)), (14.77)

worin die Indizes o und p fiir Ortho— und Parawasserstoff stehen. Fiir hohe Tempe-
raturen 7' > T, iiberfiihren wir die Summen mit der Substitution

o0 1=2X+1, £&=—"202X+1)(2A+2),

3|

T,
pr =2, £=Z20(2A+1)

in A-Integrale wie oben:
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2 — /UOc dX (4 +3) exp <—%(2)\+1) (2)\+2)> _

T T
— dée € =
QTT/O Lot =51

» /Ooo dA (42 + 1) exp (——2>\(2)\+1)> -

T T
= 76:
QT,«/U dee ™ =57

womit

(14.78)

Zrzzzzo-i-g

wird, gleichlautend mit der klassisch-statistischen Uberlegung am Anfang.

Fiir tiefe Temperaturen 7' — 0 gehen z, — 0 und z, — 1, also z,- — 1/4. Daraus
folgt sofort U, — 0: es gibt keine Rotationsbeitrige mehr, das System verhélt sich
wie ein 1-atomiges Gas.

14.5.3 Die Schwingungsbeitrige

Die Schwingungsbeitrige des idealen zweiatomigen Gases lassen sich exakt berech-
nen. Wir greifen zuriick auf die 1-Teilchen-Zustandssumme z; der Schwingungsfrei-
heitsgrade in (14.69) und berechnen

Zs = gexp (—ﬁhw <Ii+%>)

0o —Bhw/2
_ —Bhw/2 —Bhw K_ €
= e Z(e ) e
k=0
1
F, = —Tlnzévz5th+NTln(1—e’f“"/T),
OF, N hw/T
_ s _ _ —hw/T
S, = <8T>N_ N o (1—e™™/T) 4 N oo
U = F4TS = NhwtN_ ¥
s — s+ 3—5 w + ma

(o, B (T,/T)?
C, = <8T )N 4 sinh®(T,/(27T))

(14.79)
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Hier haben wir die zur Rotationstemperatur 7, analoge Schwingungstemperatur
T, = hw eingefiihrt. Fiir hohe Temperaturen 7' — oo kénnen wir den sinh(7;/(27))
im Nenner des Ausdrucks fiir C; entwickeln und erhalten C; — N, in Ubereinstim-
mung mit dem Gleichverteilungssatz im Abschnitt 13.3, wo wir nachgewiesen hatten,
dal f harmonische Oszillatoren die mittlere Energie f T besitzen. In unserem Fall
bedeutet das mit f = N dann U; = NT und Cs = N. Die Abbildung 14.3 zeigt
den Verlauf der Warmekapazitiat Cs der Schwingungsfreiheitsgrade als Funktion von
T /T;. Daraus erkennen wir, dafl die Schwingungsfreiheitsgrade unterhalb von Ty ein-
frieren, wéhrend oberhalb von T der klassische Gleichverteilungssatz anwendbar ist.

Wérmekalpazitat C/]IV

08

06

04 r

Temperatur T'/7T

0 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25

Abbildung 14.3: Wiarmekapazitit der Schwingungsfreiheitsgrade eines zweiatomigen
idealen Gases in Einheiten von N als Funktion von T'/Ts.

Schliefflich zeigt die Tabelle 14.2 die Schwingungstemperaturen fiir dieselben Gase,
fiir die wir die Rotationstemperaturen in der Tabelle 14.1 angegeben hatten. Die
T,—Werte liegen um zwei bis drei Groflenordnungen iiber den 7,—Werten.

14.5.4 Entkopplung von Rotation und Schwingung

In der Ndherung (14.65) hatten wir im Fliehkraftpotential die Variable r durch den
Wert rq ersetzt, bei dem das Bindungspotential V' (r) ein Minimum besitzt, fiir den
also V'(rg) = 0. Um diesen Wert ry hatten wir V (r) in (14.64) bis zur quadratischen
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| Molekiil | T, (K) |

Hs 6340
HCl 4140
No 3380
O, 2270

Tabelle 14.2: Schwingungstemperaturen in K fiir einige zweiatomige Gase

Ordnung entwickelt und damit die innermolekularen Schwingungen genéhert als
harmonisch beschrieben. Eine konsequente harmonische Ndherung miifite nicht V' (r)
allein, sondern das effektive Potential

L2
2mr2’

V(r)=V(r)+ L2 =h%1(1+1) (14.80)

um sein Minimum bis zur quadratischen Ordnung entwickeln. Das Minimum des
effektiven Potentials V(r) liege bei 7. Der Index [ weist darauf hin, daf der Wert
von r; parametrisch von L? bzw. von der Quantenzahl [ abhingen wird, was aus
seiner Definition

L2
3

|74 —
() mr;

= 0. (14.81)

unmittelbar ersichtlich ist. Wir wollen nun zeigen, daf die durch den Term L?/(m r})
bedingte Abweichung Ar; = 1, — ¢ sehr klein ist. Dazu entwickeln wir V'(r;) nach
Ar; bis zur 1. Ordnung:

V'(r)) = V'(rg) + V"(ro) Ary = mw? Ary. (14.82)

Hier haben wir die Definition V'(rq) = 0 von ry und die Definition von w in (14.64)
benutzt. Wir setzen (14.82) in (14.81) ein. Im L? Term kénnen wir jetzt r; durch rg
ersetzen, weil Ar; =0(L?) und wir nur die niedrigste Ordnung berechnen wollen:

L? A L2
—  baw. U . (14.83)

m2w? r} ro  mZw?rg

AT; =

Wir schreiben den relativen Fehler Ar;/rq in der Form

AT[ L2 h2 1
= 14.84
ro  mrg mrg (hw)? ( )
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und setzen ein

L? h? 1

< >§T =1, P

2 2
2mrg 2mrg

um daraus den relativen Fehler durch

AT[
To T2

(14.85)

abzuschitzen. Die Entkopplung von Rotation und Schwingung ist also gerechtfertigt,
wenn T' < T?/(4T,). Der Wert von T?/(4T,) liegt in der Gréfienordnung von 10°
bis 10° K, also in einem Temperaturbereich, in dem die Molekiile lingst thermisch
dissoziiert sind.

14.6 Molekiile mit mehr als zwel Atomen

Unter Benutzung der Ergebnisse der vorhergehenden Abschnitte dieses Kapitels dis-
kutieren wir jetzt die thermodynamischen Eigenschaften von idealen Systemen, die
eine Sorte von Molekiilen mit einer beliebigen Anzahl A > 3 von Atomen enthal-
ten. Ein einzelnes Molekiil besitzt dann insgesamt 3 A Freiheitsgrade, von denen
je 3 auf Translation und Rotation entfallen. Die verbleibenden S = 3 A — 6 Frei-
heitsgrade miissen also interne Schwingungsfreiheitsgrade sein. Falls es sich jedoch
um ein langgestrecktes (”lineares”) Molekiil wie z.B. CO, handelt, gibt es nur zwei
Rotationsfreiheitsgrade und folglich S = 3 A — 5 Schwingungsfreiheitsgrade.

Die Translationsfreiheitsgrade fithren zum thermodynamischen Verhalten idealer
Systeme, wie wir es in den Abschnitten 14.3 bzw. 14.4 kennengelernt haben. Die
verbleibenden Freiheitsgrade fiir Rotation und Schwingungen fiihren zu additiven
Beitrdgen zur freien Energie, Entropie, inneren Energie und Warmekapazitat. Wir
entkoppeln Rotation und Schwingungen mit demselben Argument, das wir im Fall
des zweiatomigen Gases im Abschnitt 14.5 verwendet haben.

14.6.1 Die Rotationsbeitrige

Falls es sich um ein gestrecktes Molekiil handelt, konnen wir die additiven Bei-
trage der Rotation direkt aus dem Abschnitt 14.5 entnehmen. Fiir den allgemeinen
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Fall beliebig strukturierter Molekiile berechnen wir jetzt die thermodynamischen
Rotationsbeitriage. Wir beschrinken uns dabei auf die klassische Version, weil die
Rotationstemperaturen 7, mehratomiger Molekiile so tief liegen, dal der Tempe-
raturbereich 7', in dem das System iiberhaupt als ideal auftritt und nicht bereits
kondensiert ist, weit oberhalb von T, liegt, also T" > T,. Das bedeutet, daf} die
Rotationsfreiheitsgrade im idealen Gas mehratomiger Molekiile immer schon voll
angeregt sind. Die Hamilton—Funktion der Rotationsfreiheitsgrade hat die Gestalt

L2 L? L2
H=_= y : 14.86
20, T20, 20, (14.86)

Die L,, L,, L, sind die Drehimpulskomponenten in den Richtungen der drei korper-
festen, d.h. hier "molekiilfesten” Haupttrégheitsachsen, und ©,, ©,, ©, die zugehori-
gen Haupttragheitsmomente, von denen aus Symmetriegriinden zwei oder auch alle
drei gleich sein konnen. Die 1-Teilchen—Zustandssumme lautet

zr:%/de/dLy/sz/dqﬁx/dqby/dqﬁzx

pL; BLy pL:
xexp( 20, 26, 20.) (14.87)

Die Drehwinkel ¢, ¢,, ¢, konnen so gezihlt werden, daf§ zwei von ihnen, z.B. ¢,, ¢,.
die Lage der dritten Achse, z.B. der z—Achse angeben. Die Integration {iber diese
beiden Winkel ergibt den vollen Raumwinkel, also 4 7. Die verbleibende Winkelin-
tegration, z.B. iiber ¢,, liefert nochmals 2 7. Die gesamte Winkelintegration ergibt
also 8 2. Hierbei wird allerdings vorausgesetzt, daf jede Orientierungsinderung des
Molekiils tatsdchlich zu einer Lage fiihrt, die von der Ausgangslage unterschieden
werden kann. Besitzt das Molekiil jedoch Symmetrien, d.h., iiberfiihren gewisse Ori-
entierungsidnderungen das Molekiil in sich selbst, dann mufl das Ergebnis der Win-
kelintegration durch die Anzahl solcher Orientierungsdnderungen dividiert werden,
z.B. durch 2 bei einem gleichschenkligen Dreieck (wie bei HoO) oder durch 3 bei
einer dreizéhligen Symmetrie (wie bei NH3), vgl. auch den Unterabschnitt 14.5.2.
Uber die Drehimpulse L,,L,, L, ist jeweils von —oo bis +oo zu integrieren. Das
einzelne Integral ergibt wie iiblich

Foo B L2 21O,
/_oo deexp<—2@x>_,/ ; —\/270,T,

entsprechend fiir y, z. Damit erhalten wir fiir z,, die freie Energie F,, die innere
Energie U, und die Warmekapazitit C,
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22w

2y = 7 T3/2 (0, 0, ®z)1/27
Olnz 3
— NT2 r — — NT
Ur oT o
oU, 3
rT =5 14.
¢ <8T>N 2 (14.88)

in Ubereinstimmung mit dem Gleichverteilungssatz, nach dem jedem Rotationsfrei-
heitsgrad im klassischen Grenzfall die mittlere Energie 7/2 pro Teilchen zukommt.

14.6.2 Die Schwingungsbeitrige

Bei der Bestimmung der Schwingungsbeitrige zur Thermodynamik mehratomi-
ger Molekiile miissen wir die quantenstatistische Darstellung verwenden, weil die
Schwingungstemperaturen so hoch sein kénnen, dafl die Schwingungsfreiheitsgra-
de im Temperaturbereich des idealen Gases erst angeregt werden. Wir bereiten die
quantentheoretische Darstellung durch Umformungen vor, die wir aus Griinden der
einfacheren Schreibweise in der klassischen Darstellung durchfiihren. Wir denken uns
die A Ortsvektoren r,, a = 1,2,..., A der Atome durch die Schwerpunktskoordi-
nate R, durch Rotationswinkel ¢,, ¢,, ¢. sowie durch Relativkoordinaten x4, ..., g
dargestellt. Die letzteren sollen so gewéhlt sein, dafl die undeformierte Lage der Ato-
me durch z;, = 0 fiir alle s = 1,2, ..., x5 gegeben ist. Da die Translation nicht an
die Schwingungsbewegung koppelt und da wir oben auch schon begriindet hatten,
dafl wir die Rotation von der Schwingung entkoppeln kénnen, behandeln wir die
Bewegung der z; bei festgehaltenen Werten von R und ¢,. ¢, ¢,. Auf diese Weise
erhalten wir fiir die Geschwindigkeiten und die kinetische Energie

or, .

re =7T.(T1,...,Ts), ’ra:;axs Ty,
A A
1 1 or, Or
T: — a 2 = — MSS’ ‘8 .SI MSS/ — e a. 14.89
a;l 5 mer, 9 g Ts Tyl agl axs axg ( )

Offensichtlich ist M,y symmetrisch: My, = M,y. Auch die potentielle Energie V
stellen wir als Funktion der Relativkoordinaten z, dar. Wir machen eine harmonische
Néherung wie beim zeiatomigen Molekiil, d.h., wir entwickeln V' in eine Taylor-Reihe
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nach den z; bis zur quadratischen Ordnung. Die linearen Terme verschwinden, weil
xs = 0 die Ruhelagen bedeuten sollten. Der konstante Term entfillt durch eine
entsprechende Wahl des Nullpunkts der Energie. Insgesamt erhalten wir auf diese
Weise die Lagrange-Funktion

1
L= 5 Z (MSS’ x.s jjs’ - ‘/ss’ Ts xs’) y (1490)

ss’

worin auch Vg symmetrisch ist: Vg, = Vg, Unter Verwendung der Symmetrien von
My und Ve folgen aus (14.90) die Bewegungsgleichungen

S (Mg iy + Vg ) = 0, s=1,2,...,5. (14.91)

s/

Der Ansatz z, = a, e'“? fiihrt auf das lineare Gleichungssystem

S (~Myw? + Viw) ay =0, (14.92)

S’

das nur fiir die Wurzeln w? des charakteristischen Polynoms

det (— M,y w? + Vi) = 0 (14.93)

nichttriviale Losungen fiir die ag liefert. Das charakteristische Polynom besitzt ins-
gesamt S reelle, positive Wurzeln bzw. Eigenwerte w?, o = 1,2,...,S. Dal} die-
se Eigenwerte reell und positiv sind, folgt daraus, dafl anderenfalls die Losungen
T, = aze' ! fiir t — oo entweder divergieren oder verschwinden wiirden, was der
Energieerhaltung unseres Problems bzw. der angenommenen Stabilitdt widerspre-
chen wiirde. Zu jedem Eigenwert w? gehort ein Eigenvektor mit den Komponenten
as,. s = 1,2,...,5. Diese Eigenvektoren sind nur bis auf einen Faktor bestimmt,
der von ¢ abhédngen kann. Die allgemeine Losung lautet demnach

Ty = as,e“" (14.94)

Mit jeder Frequenz w, ist auch —w, erlaubt. Wenn die zugehorigen Eigenvektoren
as, fiir tw, gleich gewahlt werden, ist die Losung z, in (14.94) reell, was aus
physikalischen Griinden zu fordern ist. Statt die expliziten Losung zu bestimmen,
konnen wir zundchst auch nur den Ansatz
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Ty = Zaw Uy (14.95)

mit den aus (14.92) zu berechnenden Eigenvektoren a,, machen. Einsetzen in
(14.91) fiihrt auf

S

g

ZMSS’ Qg o ii(,+ZVSS« Qg o UU> = 0, (1496)

S S

was sich unter Verwendung von (14.92) auf

Z (Z My a5’,a> (ﬁa + W?f Ua) =0 (14.97)

zuriickfithren 148t. Da die ay , nur bis auf einen o-abhéingigen Faktor bestimmt
sind, folgt sogar

ity + w2 u, =0, c=1,2,...,8. (14.98)

Dieses sind S unabhéingige harmonische Oszillatoren, die sogenannten FEigenmoden
des Molekiils, die von einer Lagrange—Funktion L bzw. einer Hamilton—Funktion H

L= > (2 +wlul) (14.99)

DO | —

Z(ui—wiui), H =

DO | —

mit p, = dL/Ju, = 1, erzeugt werden. Deren Quantisierung von H fiihrt in iiblicher
Weise auf die 1-Teilchen-Energien

1
€(K1,....ks) =Y huw, (/ﬁg+§>, ke =0,1,2,.... (14.100)

Da die 1-Teilchen—Energien additiv in den Eigenmoden o = 1,2, ..., S sind, wird die
gesamte 1-Teilchen—Zustandssumme ein Produkt von einzelnen Zustandssummen
jeweils fiir die Eigenfrequenzen w,, wie wir sie bereits bei den Schwingungsbeitrigen
der zweiatomigen Molekiile berechnet hatten:

efﬂhwg/2

Zg = Z exp [—B ;hwa <KZU + %)] = ];[ m (14101)

K1y0KS
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Entsprechend werden alle thermodynamischen Funktionen wie freie Energie, Entro-
pie, innere Energie und Warmekapazitat Summen der Beitrage der einzelnen Eigen-
moden, fiir die Warmekapazitét

_ (hwe/T)*
Co=N Z4 sinh® hw,/(2T)

(o

(14.102)

Die Schwingungstemperaturen 7, = hw, konnen fiir die einzelnen Schwingungs-
moden o recht unterschiedliche Werte haben. Wenn zwei der Grofle nach aufein-
anderfolgende Frequenzen w, hinreichend weit getrennt sind, erwarten wir, dafl die
Wirmekapazitiat zwischen den entsprechenden Schwingungstemperaturen etwa kon-
stant ist.
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Kapitel 15

Magnetismus und
Wechselwirkungen

Im vorhergehenden Kapitel haben wir gezeigt, dafl sich die Thermodynamik idealer
Systeme im Gleichgewicht exakt aus der statistischen Formulierung herleiten 1483t.
Leider ist das aber im allgemeinen auch nur fiir ideale Systeme moglich. Zu den idea-
len Systemen ist auch ein System nicht wechselwirkender magnetischer Momente in
einem dufleren Feld zu rechnen, dessen phianomenologische Theorie wir im Abschnitt
9.1 entwickelt und als ein einfaches Modell fiir Paramagnetismus erkannt hatten. Wir
beginnen dieses Kapitel mit der statistischen Theorie dieses Systems und schlieflen
daran in Analogie zum Kapitel 9 eine statistische Theorie wechselwirkender magne-
tischer Momente, d.h. eines Ferromagneten an. Wir werden sehen, daf} statistische
Theorien wechselwirkender Freiheitsgrade im allgemeinen nur in gewissen Néherun-
gen durchfiihrbar sind. Dieselbe Erfahrung werden wir im weiteren Verlauf dieses
Kapitels mit der statistischen Theorie wechselwirkender Teilchen, d.h. mit der eines
realen Gases machen.

15.1 Unabhingige magnetische Momente

Im Abschnitt 9.1 haben wir die Thermodynamik von Paramagneten, d.h. eines Sy-
stems nicht wechselwirkender magnetischer Momente sehr ausfiihrlich entwickelt.
Wir kénnen uns deshalb hier darauf beschrinken, die dort dargestellte Thermody-
namik an die statistische Formulierung anzuschlieflen. Das soll durch Verwendung
eines kanonischen Ensembles geschehen. Da die magnetischen Momente vorausset-
zungsgemaf nicht wechselwirken sollen, konnen wir die kanonische Zustandssumme
Z mit demselben Argument wie im vorhergehenden Kapitel durch die I-Momenten—
Zustandssumme z darstellen: Z = 2. Von dem Faktor 1/N!, der im vorhergehenden

331
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Kapitel die Ununterscheidbarkeit der Teilchen beriicksichtigte, konnen wir hier abse-
hen, denn entweder denken wir uns die Momente als ortsfest, so daf} sie anhand ihrer
Orte unterschieden werden konnen und kein Gibbssches Paradoxon auftreten kann,
oder die Momente werden von den Teilchen eines Gases getragen, dessen Teilchenbe-
wegung in einer translatorischen Zustandssumme unter Einschlufl des Faktors 1/N'!
darzustellen ist. Im letzteren Fall sind die Zustandssummen fiir die Freiheitsgrade
der Translation und der Magnetisierung &hnlich wie im vorhergehenden Kapitel zu
multiplizieren. Zu den im folgenden zu berechnenden extensiven thermodynamischen
Funktionen des magnetischen Verhaltens treten dann diejenigen der Translation ad-
ditiv hinzu.

15.1.1 Allgemeine Formulierung

Unser Ausgangspunkt ist die bereits im Abschnitt 9.1 verwendete Tatsache, dafl
ein magnetisches Moment m in einem &dufleren Feld B die Energie £ = —m B,
besitzt. Magnetische Momente elektrisch geladener Teilchen sind geméaf

m=yg L (15.1)

mit dem Drehimpuls L des Teilchens verkniipft, worin e die Ladung des Teilchens ist,
mg seine Masse und ¢ sein sogenannter g—Faktor. Wir werden hier im wesentlichen
magnetische Momente von Elektronen im Auge haben, so dafl my die Masse des
Elektrons ist und e die Elementarladung. Aus (15.1) folgt, dal mit dem Drehimpuls
L auch das magnetische Moment m ein quantentheoretischer Operator ist. Folglich
ist Hy = —m B als 1-Teilchen-Hamilton—Operator zu interpretieren und die 1-
Teilchen—Zustandssumme aus

z=Sp(e ™) =Splexp(3mB,)].  B=1/T (15.2)

zu berechnen. Wir stellen die Spur Sp als Summe der Eigenwerte des Operators
exp(—0 Hy) dar. Die Eigenwerte von H; = —m By finden wir, indem wir aus der
Quantentheorie des Drehimpulses die Aussage verwenden, daf} eine beliebige Kom-
ponente L des Drehimpulses L, die wir in der Richtung des dufleren Feldes B,
wéhlen, Figenwerte L = Ay mit p = —I,—l 4+ 1,...,1 — 1,1 besitzt. Hier ist [ die
Drehimpulsquantenzahl, die die Quantisierung von L* = [ (I + 1) angibt. Fiir den
Spin des Elektrons ist { = 1/2 und g =~ 2, fiir die Bahn des Elektrons in einem Atom
[=0,1,2,... und g = 1. Somit lauten die Eigenwerte von H;

eth
2mg

€1 = € [, € =g , p=-=l—l+1,...,01—1,1, (15.3)
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und die 1-Teilchen—Zustandssumme berechnet sich zu

+I

2 = ) exp(Beop)

p=—l1

21
= exp(—Bel) D, (eﬂfo)
v=0
(eﬁfo)QH—l 1
= exp(—fel) a1
sinh (B ey (I +1/2))

T sinh(Be/2) (15.4)

15.1.2 Anwendungen

Fiir kleine Werte von [ ist es einfacher, nicht die formale Summation zu benutzen,
sondern die Zustandssumme auszuschreiben. Fiir Elektronenspins mit [ = 1/2
und g = 2 wird

e eh
= hl =
m 9 2 mo 2 mo ’
h B
€ = ¢ cr _ 2m By,
2 i
B
2 = e P02 1 oB0/2 = 9 cosh 0 = 2 cosh n, (15.5)
worin wir die bereits im Kapitel 9 eingefiithrte Variable n := m By/T verwendet

haben. Fiir Elektronenbahnen in einem Atom mit / =1 und g = 1 wird

h
m = g Sy — ,
2m0 2mg
h B
€ — ge OZmBUa
2mg

mBg

z = e Pop14e° =142 cosh =1+ 2 cosh. (15.6)

Wir wollen schliefflich noch den klassischen Grenzfall durch 7 — 0 ermitteln.
Damit dabei der Drehimpuls-Betrag L = hl in By—Richtung und somit auch das
klassische magnetische Moment (mit g = 1)
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e

(15.7)

m =
2mg

endlich bleiben, muf} gleichzeitig | — oo streben, so dafl Al = L =konstant. Das
bedeutet, dafl sich der Drehimpuls im Grenzfall relativ zum Feld By kontinuierlich
einstellen kann, wie es der klassischen Vorstellung entspricht. Wir schreiben

ehBO €BO L mBg
= = — = 15.8
O Ome  2me 11 (15-8)

und fiihren die Zustandssumme durch Ubergang auf die im Grenzfall kontinuierliche
Variable ¢ = 1/l als Integral aus:

+1

z = Z exp <ﬁmBg%>

p=-—l1

+1 2 sinh (m By/T) 2 sinhp
d By¢) = = :

(15.9)

In allen Fillen gewinnen wir die 1-Momenten—Zustandssumme z(n) als Funktion
der Variablen n = m By /T. Die daraus gebildete freie Energie —N 7' In z(n) ist als
F(T, By) zu interpretieren, fiir die gemifl Kapitel 9 die Fundamentalrelation

dF = —SdT -V M dB, (15.10)

gilt. Im Abschnitt 9.1 haben wir auch gezeigt, dafl sich die Magnetisierung M un-
abhédngiger Momente als Funktion von n darstellen 148t,

M==""A(n). (15.11)

F(T.n) = E(T)—- NT®(n), (15.12)

o) = /dm (m)  baw.  A(yp) = (15.13)
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®(n) ist also so zu bestimmen, daff ®(0) = 0. Wir vergleichen mit unseren obigen
statistischen Ergebnissen und finden fiir Elektronenspins

F = —NT In(2 coshp),
() = —NT In2,
®(n) = Incoshmn,
A(n) = tanhn, (15.14)

fiir Elektronenbahnen mit [ = 1

F = —NTIn(1+2 coshp),
Fy(T) = —NT In3,
1+ coshn
®(n) = lnfa
2 sinhn
A = — 15.15
() 1+ 2 coshn’ ( )

und im klassischen Grenzfall

_ 2 sinh
F o= —NT 22T
) n
Fy(T) = —NT In2,
inh
d(y) = T,
n
1
A(n) = cothn— —. (15.16)
n

Damit haben wir die statistischen Grundlagen der phinomenologischen Thermody-
namik von Paramagneten im Abschnitt 9.1 nachgeliefert.

15.2 Das Ising—Modell

15.2.1 Formulierung und die Molekularfeld—N&dherung

Im Abschnitt 9.2 hatten wir uns bereits ein anschauliches Bild von einem Ferro-
magneten gemacht: die einzelnen magnetischen Momente sollten sich nicht mehr
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wie in einem paramagnetischen System unabhéngig voneinander in ihrer Richtung
einstellen konnen, sondern gegenseitig aufeinander in der Weise einwirken, daf} eine
Tendenz zu einer Parallelstellung der Momente entsteht. Das einfachste Modell, das
diese Vorstellung auf einer mikroskopischen Ebene beschreibt, ist das Ising—Modell,
dargestellt durch seinen Hamilton-Operator

H= _Z‘]lﬂ Si Sj —mBO ZSZ (1517)
1,J i

Jedem der N magnetischen Momente des Systems, abgezdhlt durch den Index
t = 1,2,..., N, wird eine Variable s; zugeordnet, die die Werte s; = +1 anneh-
men kann und die die Einstellung des Moments Nr. i in (s; = +1) oder gegen
(s; = —1) die Richtung eines dufleren Feldes mit der Flufidichte By angibt. Diese
Beschreibung ist also einem System elektronischer Spins angepaft, deren jeder zwei
Einstellmoglichkeiten besitzt und das magnetische Moment m = eh/(2my) tréigt.
Der zweite Term in (15.17) ist die vom Paramagneten her bekannte Energie des
Systems der Momente in einem dufleren Feld mit der Flufidichte By.

Der erste Term in (15.17) soll nun die Wechselwirkung zwischen den Momenten be-
schreiben. J;; ist eine Energie, das sogenannte Austauschintegral. Wenn J;; > 0 fiir
alle Paare (i, j), dann wird eine Parallelstellung s; = s; bzw. s; s; = +1 energetisch
"begiinstigt”, indem dieser Zustand energetisch tiefer liegt als derjenige mit s; # s;
bzw. s; s; = —1 und somit thermisch leichter anregbar ist. Die mikroskopische Theo-
rie des Austauschintegrals ist Gegenstand der Quantentheorie. Sie hingt von dem
jeweiligen Material ab, denn das Austauschintegral kann iiber indirekte Kopplungen
zwischen den Atomen zustandekommen, in denen ein elektronischer Spin lokalisiert
ist. Ein allgemeines Ergebnis dieser Theorie ist, dafl die Austauschintegrale .J;; nur
fiir solche Paare (i,j) von Momenten von Null verschieden sind, die nicht zu weit
voneinander entfernt sind, z.B. fiir ndchste Nachbarn oder iibernichste Nachbarn.
Auflerdem ist natiirlich J;; = Jj;, weil Wechselwirkungen zwischen denselben Frei-
heitsgraden wie immer in der Physik symmetrisch sind. Hinzu kommt die Bedingung
Ji;; = 0: ein Moment soll in diesem Modell nicht mit sich selbst wechselwirken kénnen.

Die Theorie des Austauschintegrals kann unter bestimmten materialabhdngigen Be-
dingungen auch J;; < 0 liefern. In diesem Fall werden entgegengesetzte Momente
energetisch begiinstigt. Man spricht dann von Antiferromagnetismus. Es kénnen im
selben System auch Austauschintegrale mit verschiedenen Vorzeichen vorkommen,
z.B. Ji; < 0 fiir ndchste Nachbarn und J;; > 0 fiir ibernéchste Nachbarn. Wir wollen
uns im folgenden aber auf den Fall J;; > 0, also Ferromagnetismus, beschrianken.

Das durch den Hamilton-Operator H in (15.17) begriindete statistische Problem

7 =8p (e?1) (15.18)
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ist nur in zwei Situationen exakt losbar, ndmlich zum einen in einer Anordnung
der Momente in einem eindimensionalen Gitter, vgl. den folgenden Abschnitt, und
zum anderen in einer Anordnung in einem zweidimensionalen Gitter ohne dufleres
Feld, also mit By = 0'. Wir werden deshalb hier die einfachste Niherung vorstellen,
die man iiberhaupt in Systemen mit wechselwirkenden Freiheitsgraden verwendet
und die wir bereits in den Kapiteln 8 und 9 qualitativ beschrieben haben, ndmlich
die Molekularfeld-Ndéherung (englisch: mean—field-approximation). Eine systemati-
sche Formulierung dieser Nédherung gewinnt man, indem man das Produkt s; s; im
Hamilton-Operator H in (15.17) in die Form

§; 85 = 581' (58]' + <81> Sj + <Sj> S; — <Sz> <8j> (1519)

bringt, worin ds; := s;—(s;) und (. . .) die thermodynamischen Erwartungswerte sind,
die wir noch zu berechnen haben. Die Molekularfeld-Ndherung besteht nun darin,
den Produktterm 2. Ordnung in den Fluktuationen, also ds;ds; in (15.19) zu ver-
nachlissigen. Einsetzen dieser Ndherung ergibt dann aus (15.17) den Molekularfeld—
Hamilton—Operator

H = _ZJU (<Sz> 8]'—|— <Sj> 81') —mBg ZSZ'—FE(), (1520)

Z’]
Ey, = _ZJU (53) (55).
Z7.]

Der Term FEjy wird im allgemeinen temperatur— und feldabhéngig sein; wir konnen
ihn also nicht durch Wahl des Energienullpunkts eliminieren. Allerdings spielt Fy
fiir die jetzt herzuleitenden magnetischen Eigenschaften keine Rolle und wird darum
fortgelassen. Wegen J;; = J;; konnen wir die beiden Summanden in der (4, j)-Summe
durch Vertauschung der Indizes ¢, 7 mit dem Feld-Term zusammenfassen:

H=— Z (2 Z Jij (s;) + mBO) Si. (15.21)

In einem rdumlich homogenen System wird der Erwartungswert (s;) fiir alle Mo-
mente derselbe sein, also (s;) = (s), so daf§

H=-> (2J(s)+mBy) si, J:=>" Ty (15.22)

i J

L. Onsager, 1944
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Ebenfalls aus Griinden der rdumlichen Homogenitét hangt auch die j—Summe iiber
die J;; nicht mehr vom Index ¢ ab. J hat die Bedeutung der Summe aller Wech-
selwirkungsenergien, unter denen ein beliebig herausgegriffenes Moment in seiner
Umgebung steht.

15.2.2 Thermodynamik in der Molekularfeld—N&dherung

Der Molekularfeld-Hamilton-Operator H in (15.22) hat formal dieselbe Struktur
wie der Hamilton—-Operator des paramagnetischen Systems unabhéngiger Momente
im vorhergehenden Abschnitt. Wir konnen seine statistische Auswertung wie dort
vornehmen. Weil H in (15.22) eine Summe iiber 1-Momenten—Terme ist, stellt sich
die gesamte Zustandssumme Z als Produkt iiber 1-Momenten—Zustandssummen 2z
dar, die wir elementar berechnen konnen:

zZ = Sp(e) =
z = Sp{exp[f (2 <>+mBo) s}
= exp[f (2] (s) +mBo)] +exp [ (2] (s) + m By)]
= 2cosh|[f (2J(s) + m By)]. (15.23)

Analog konnen wir auch den Mittelwert (s) bestimmen:

() = 2Sp{s exp[f (27 (s) +mBy) s])

_ % {exp B (2.7 (s) +m Bo)| — exp [—B (27 (s) + m By)]}
= tanh [ (2J (s) + m By)]. (15.24)

Diese Gleichung ist eine implizite Relation zur Berechnung von (s); sie schliefit die
Theorie in der Gestalt einer Selbstkonsistenzbedingung ab. Der in der Molekularfeld—
Néherung ad hoc eingefiihrte Mittelwert (s) mufl mit seiner korrekten Definition im
Einklang stehen. Wir formen diese Selbstkonsistenzbedingung so um, dafl wir in ihr
eine Beziehung aus der phdnomenologischen Theorie des Abschnitts 9.2 wiederer-
kennen. Dazu fiihren wir den Mittelwert der Magnetisierung,

7 {s), (15.25)
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in (15.24) ein und finden

Nm . (m(By+ A M)
M = A 15.2
P (Bt At (15.26)
A(n) = tanhwn, (15.27)
vV 2J
A = — . 15.28
N jom? ( )

Damit haben wir aufgrund unserer statistischen Theorie der Molekularfeld-Né&he-
rung jenen Stand erreicht, auf dem wir unsere phanomenologische Theorie des Fer-
romagnetismus, ndmlich die Weifische Theorie im Abschnitt 9.2 durch physikalisch
anschauliche Argumente aufgebaut hatten. Die Beziehung (15.28) gibt uns einen
expliziten Ausdruck fiir die im Abschnitt 9.2 anschaulich begriindete Austauschkon-
stante A, insbesondere A ~ J: die Austauschkonstante ist proportional zur Wechsel-
wirkungsenergie zwischen den Momenten.

15.3 Das 1-dimensionale Ising—Modell

Wie bereits erwiahnt, lassen sich das Ising-Modell oder auch andere Modelle fiir
Wechselwirkungen zwischen Freiheitsgraden in thermodynamischen Systemen im
allgemeinen nicht exakt 16sen, d.h., die Zustandssumme 1483t sich nicht exakt auswer-
ten. Aus diesem Grund haben wir im vorhergehenden Abschnitt die Molekularfeld—
Theorie des Ising—Modells als Ndherung vorgestellt. Exakte Losungen gibt es jedoch
fiir das Ising-Modell in einer Dimension (d = 1), also fiir die Ising-Kette, und in
zwei Dimension (d = 2) fiir verschwindendes Feld B, = 0. Die letztere Losung fiir
d = 2 ist sehr aufwendig und wiirde den Rahmen dieses Textes sprengen. Wir werden
in diesem Abschnitt aber die Losung fiir d = 1 angeben und dabei zugleich Grenzen
der Ndherung der Molekularfeld—Theorie kennenlernen.

Wir wollen voraussetzen, dafl in der zu betrachtenden Ising-Kette nur Wechsel-

wirkungen J;; zwischen unmittelbar benachbarten Spins s; und s; bestehen. Dann
lautet der Hamilton-Operator

H=-] Zsi siv1 — m By Zsi. (15.29)

Die Spins s; und sy an den Enden einer Kette mit N Spins haben nur einseitige
Wechselwirkungen nach innen. Um diese " Endeffekte” (bei d = 2 "Randeffekte”, bei
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d = 3 "Oberflicheneffekte”) zu vermeiden, vereinbaren wir zyklische Randbedingun-
gen: s;+y = s;: die Spins formen eine in sich geschlossene Kette ohne Enden, und
jeder Spin erfahrt dieselbe Wechselwirkung. Die Wahl der Randbedingungen, also
ob offen oder zyklisch, kann im thermodynamischen Limes N — oo keinen Einflufl
auf die Ergebnisse haben. Damit konnen wir (15.29) prézisieren zu

N N
H=-J ZSZ' Si+1 — mBg ZSZ'. (1530)
i=1 i=1

Zu berechnen ist nun die Zustandssumme

N N
Z = Sp (e_ﬂH):Z...Zexp (a Zsisiﬂ—i—n Zsz> (15.31)
SN i=1 i=1

51

mit a ;= 3J = J/T, n:= mBy = mBy/T. Jede der s,—Summen lauft iiber die
Werte s; = 1.

15.3.1 Die Transfermatrix

Zur weiteren Losung des Problems bedienen wir uns der sogenannten Transferma-
triz. Wie man sehr leicht erkennt, 148t sich die Zustandssumme umschreiben in

4 = Z...ZT(Sl,SQ)T(S%Sg)...T(Sstl),
S1 SN
b
T(SZ', 8i+1) = exp la Si Sit1 + 5 (Sz' + Si+1)] . (1532)
Die T'(s;, $;+1) kann man als Matrix-Elemente (s;|T|s;;1) der Transfermatrix

a+b —a
T = ( ee_a eea_,, ) (15.33)

auffassen, wenn man fiir die |s;) und (s;| die Spinoren
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s =+1: |+1>:<1>, (+1] = (1,0),
! (15.34)

si=—1: |+1>:<(1)>, (—1] = (0,1).

setzt. T(s;, Si11) = (84|T|si41) 148t sich durch Ausfithrung der Matrizenmultiplika-
tionen unmittelbar bestidtigen. Damit erhalten wir fiir die Zustandssumme weiter

Z=3 ... % (s1|T|s2) (2|Ts3) ... (sn|T]s1) = Sp (T) . (15.35)

worin wir die Vollstédndigkeit der Spinor-Zusténde

Sltsi= (1)

benutzt haben. Es ist nun

7 =8p (TV) =t +1}, (15.36)

wenn t; und ¢; die beiden Eigenwerte der Matrix 7' sind. Diese berechnen wir aus

det (T —t1) = ot et _ g

= > —2te” coshn+ 2 sinh (2a) =0

e?tn — ¢ e @

mit den Losungen

t10 =e" coshn+ \/e2“ cosh?n — 2 sinh? (2a). (15.37)

Fiir den thermodynamischen Limes wird

t N
Z =tV 4ty =tV [1+<—2> ]Wt{v, (15.38)

3]

worin t; > to, d.h., t; ist die Losung (15.37) mit dem positiven Vorzeichen.
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15.3.2 Magnetisierung

Aus dem obigen Ergebnis gewinnen wir fiir die freie Energie F(T', By) den Ausdruck

~ 1 N
F = 3 InZ = ~5 In <e” coshn + \/e2“ cosh?n — 2 sinh? (2 a)), (15.39)

und daraus weiter fiir die Magnetisierung M nach einigen elementaren Umformungen

1 OF 1 F on Bm OF
V 0B, V on 0B, Vo ( )
N inh
_ am Soan 7 (15.41)
4 \/cosh2n—1+e’4J/T

vgl. auch Abschnitt 15.1. Die Magnetisierung M ist also eine fiir alle Temperaturen
T stetige Funktion des Feldes By, d.h., es findet kein Phaseniibergang statt. Die
1-dimensionale Ising-Kette ist fiir alle Temperaturen ein Paramagnet. Die Abbil-
dung 15.1 zeigt fiir Paramagneten typische Verldufe der skalierten Magnetisierung
M V/(N m) als Funktion des skalierten Feldes m By/J mit 7 = T'/J als Kurvenpa-
rameter. Fiir By — +oo tritt Sittigung M — £ N m/V ein.

Dieses Ergebnis steht im Widerspruch zu dem der Molekularfeld-N&herung im vor-
hergehenden Abschnitt, die unabhéngig von der Dimensionszahl d einen Phaseniiber-
gang vorhersagte, d.h., fiir d = 1 trifft die Molekurfeld—Theorie nicht zu. Indem die
Molekularfeld—Theorie den Einflufl der benachbarten Spins durch ein mittleres Feld
annéhert, hat sie die Tendenz, diesen Einflufy zu {iberschiatzen. Aus physikalisch ein-
leuchtenden Griinden ist eine solche Nidherung nur dann gerechtfertigt, wenn es zu
jedem Spin hinreichend viele Nachbarspins gibt. Diese Bedingung ist fiir nur zwei
Nachbarspins bei d = 1 offensichtlich nicht erfiillt. Die exakte Losung fiir d = 2 (mit
4 Nachbarspins) sagt dagegen einen Phaseniibergang voraus, allerdings mit erhebli-
chen quantitativen Abweichungen von den Ergebnissen der Molekularfeld—Theorie.
Je hoher die Dimensionszahl d ist, desto grofier ist die Anzahl von Nachbarspins und
deshalb um so hoher auch die Erwartung, dafy die Molekularfeld-Theorie brauchba-
re Ergebnisse liefert. Bei der Dimensionszahl d = 4 wird die Molekularfeld-Theorie
tatsédchlich fiir viele Modelle exakt. Umgekehrt 148t sich sehr allgemein zeigen, dafl
fiir d = 1 kein Phaseniibergang auftritt.
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Magnetisierung

Feld m By/J

Abbildung 15.1: Skalierte Magnetisierung M V/(N m) im 1-dimensionalen Ising-
Modell als Funktion des skalierten Feldes m By/J fir 7 =T/J = 0,8, 1,0, 1,5.

15.4 Van der Waals—Modell: Molekularfeld—
Theorie

Molekularfeld-Ndherungen von Systemen mit wechselwirkenden Freiheitsgraden
stellen die Auswirkung der Wechselwirkungen auf einen einzelnen Freiheitsgrad
durch ein mittleres Feld dar, das von den anderen Freiheitsgraden erzeugt wird.
Im vorhergehenden Abschnitt wurde die Auswirkung der Wechselwirkungen zwi-
schen magnetischen Momenten auf ein einzelnes Moment durch ein effektives Feld
dargestellt, das proportional zur Magnetisierung des Systems ist. Auf diese Weise
ergab sich die phanomenologische Weifische Theorie des Ferromagnetismus. Wie wir
bereits im Kapitel 8 angemerkt hatten, beruht auch das van der Waals—Modell fiir
reale Gase auf einer Molekularfeld-Nédherung, und zwar fiir die Wechselwirkungen
zwischen den Molekiilen des Gases. Diese Wechselwirkungen haben einen abstoflen-
den und einen anziehenden Teil, wie wir ebenfalls schon im Kapitel 8 ausgefiihrt
hatten. Der abstofiende Teil bewirkt, dafl zwei Molekiile einander nicht durchdrin-
gen konnen, der anziehende Teil kommt zwischen neutralen Molekiilen, die kein
festes Dipolmoment tragen, dadurch zustande, daf§ Quantenfluktuationen zu transi-
enten Dipolmomenten fiihren, die sich gegenseitig anziehen. In der Quantentheorie
wird storungstheoretisch gezeigt, dafl der anziehende Teil, die sogenannte van der



344 15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGEN

Waals-Wechselwirkung, einem Abstandsgesetz ~ 1/r folgt. Beide Teile, abstofien-
der und anziehender zusammen, werden oft durch das Lennard—Jones—Modell fiir
das Wechselwirkungspotential W (r) zwischen je zwei Molekiilen beschrieben:

W(r) = W, [(%)12 - (%ﬂ . (15.42)

Hier wird also der abstoflende Teil der Wechselwirkung durch ein Potential ~ 1/7!2
modelliert. Der Parameter r* beschreibt die Reichweite der Wechselwirkung, der
Parameter W, ihre Stérke. Die Abbildung 15.2 zeigt den Verlauf des Lennard—Jones—
Potentials. An der Stelle r = r* wird W(r) = 0. Fiir r < r* steigt das Potential
sehr stark an. Dieser Teil des Potentials beschreibt die Undurchdringlichkeit von
Molekiilen, die einen endlichen Radius 7y besitzen. Als minimalen Abstand zwischen
zwei Molekiilen erwarten wir deshalb den Wert 2 ry. Wir setzen also r* ~ 2ry und
haben diesen Wert in die Abbildung 15.2 eingetragen.

Potential W (r)

27"0

N

0 Abstand r

Abbildung 15.2: Verlauf des Lennard—Jones—Potentials.

Oft macht man die Annahme, dafl die gesamte potentielle Energie des Systems
aufgrund der Wechselwirkungen zwischen den Teilchen die Summe iiber alle Paar-
wechselwirkungen W (|r; — 7;|) ist. Dann lautet die Hamilton—Funktion
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2
p; 1
H = ¢ _ — ). 15.4
S gm g S Wi (15.43)

Der Faktor 1/2 vor der potentiellen Energie beriicksichtigt, da§ in der (i, 7)-Summe
alle Paare (7,j) zweimal gezihlt werden. Aus dieser Hamilton-Funktion resultiert
das statistische Problem, die Zustandssumme

1
Z:W/d3p1.../d3pN/d37’1.../d37’N

wp(ﬂZf%—%ZW%m—mO (15.44)

zu berechnen. Dafl wir hier die klassische Version der statistischen Theorie verwen-
den, hat seinen Grund darin, daf§ die physikalischen Phdnomene, die durch Wech-
selwirkungen zwischen Molekiilen verursacht werden wie z.B. die Kondensation ei-
nes Gases zu einer Fliissigkeit, sich in einem Temperaturbereich abspielen, in dem
Quanteneffekte noch keine Rolle spielen. Wir weisen aber darauf hin, dafl die An-
nahme, die Wechselwirkungen zwischen den Molekiilen durch paarweise Potentiale
W(|r; — r;|) beschreiben zu konnen, zwar fiir eine Vielzahl von physikalischen Sy-
stemen sinnvoll, aber keineswegs zwingend ist. Wir kommen darauf im folgenden
Abschnitt zurtick.

Die Berechnung der Zustandssumme Z in (15.44) ist fiir kein physikalisch sinn-
volles Modell mit abstoflender und anziehender Wechselwirkung exakt losbar. Es
gibt Naherungsrechnungen, z.B. Entwicklungen nach der Dichte, von denen wir eine
Version im folgenden Abschnitt kennenlernen werden. Hier wollen wir das Problem
durch eine Molekularfeld-Naherung angehen, d.h., wir wollen die Wechselwirkungen
zwischen den Molekiilen durch eine Potentialfunktion ®(7) beschreiben, unter deren
Einfluf} sich jedes der Molekiile einzeln bewegt. Mit diesem Ansatz reduzieren wir
das N-Teilchen-Problem wieder auf ein effektives 1-Teilchen-Problem

— _ 1 3 3 P’
Z—m, z—ﬁ/dp/drexp<—ﬁ%—ﬁ<b(r) . (15.45)
Die p—Integration ergibt dasselbe Ergebnis wie im Fall des idealen Gases, so daf}

z:ggemeW2/frwppﬂ¢w». (15.46)
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Das Molekularfeld—Potential ®(r) soll zunéchst die gegenseitige Durchdringung der
Molekiile ausschliefen, d.h., es soll ®(r) — 400 gehen, wenn die Abstandsvariable
r = |r| den doppelten Radius des Molekiils unterschreitet. Dadurch reduziert sich
fiir jedes Teilchen das Volumen V auf V — Vj, worin Vj; = N b und b das Eigen-
volumen eines Molekiils ist. Die Anziehung zwischen den Molekiilen soll durch ein
rdumlich konstantes, negatives Potential proportional zur Dichte N/V der Molekiile
beschrieben werden, insgesamt also

%) rely<V,

o(r) = { —aN/V sonst, (15.47)

worin a eine positive Konstante ist. Damit wird

_ 1 2 (ﬂ)
2= 27mT)"" (V — Nb) exp TV )

Daraus folgt fiir die freie Energie (unter Verwendung der Stirling—Formel fiir In/N!)

SN
F = —Tan:—Tlnm:
(V-Nb 2amT)*e aN?
= —NTI — 15.48
! h N v (15.48)
und daraus weiter fiir den Druck
OF NT N2 T a
__Y9r —a— = - — 15.49
P="v = v-nNy V2T o= o (15.49)
bzw.
<p + %) (w—b =T, ©v=V/N, (15.50)
v
also das van der Waals-Modell. Fiir die innere Energie berechnen wir
0 0 3 N?
U=—-——InZ=—-N_—lhz==-NT—-a— 15.51
a8 a8 " ° T2 “v (15.51)

mit einer konstanten Warmekapazitét

ou 3
Cy = (0_T> L2 N. (15.52)
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15.5 Die Virialentwicklung

Bereits im Abschnitt 7.1 haben wir die Erwartung formuliert, dafl sich der Druck
als Funktion von Temperatur 7' und Dichte ¢ = N/V, p = p(T, ¢), in eine Potenz-
reihe nach der Dichte entwickeln lassen sollte. Diese Entwicklung, die sogenannte
Virialentwicklung, hatten wir dort in der Form

p=cT (14 Ba(T)c+ Bs(T)* + ... (15.53)

geschrieben. In diesem Abschnitt wollen wir die Virialentwicklung mit der mikrosko-
pischen Theorie thermodynamischer Systeme verkniipfen und insbesondere die Viri-
alkoeffizienten B,(T) durch mikrodynamische Parameter eines Systems ausdriicken.
Dabei muf} sich natiirlich auch herausstellen, wie die B,(T) von der Temperatur
abhingen.

Unser Ausgangspunkt ist die klassische groflkanonische Zustandssumme

0 1
Z: e—'me /d?Ne_ﬁHN(qm)u (1554)
0 :

N=

die wir im Abschnitt 12.1.3 formuliert hatten. Es ist § = 1/T, v = —u/T und
d? x das Phasenraumelement des N-Teilchen-Phasenraums, Hy(q, p) die Hamilton—
Funktion des N-Teilchen—Systems. In idealen Systemen, in denen keine Wechsel-
wirkungen zwischen den Teilchen beriicksichtigt werden, gilt das ideale Gasgesetz
p = NT/V = ¢T. Die Virialentwicklung mit nicht—verschwindenden Virialkoeffi-
zienten driickt also gerade solche thermodynamischen Eigenschaften aus, die mit
Abweichungen vom idealen Verhalten, d.h., mit Wechselwirkungen zwischen den
Teilchen zusammenhéngen. Wir werden deshalb in Hy(q, p) solche Wechselwirkun-
gen einschlieflen. Insbesondere werden wir die Frage stellen, ob wir aus der Virialent-
wicklung eine Begriindung fiir das van der Waals-Modell gewinnen koénnen, dessen
Molekularfeld-Theorie wir im vorhergehenden Abschnitt formuliert hatten.

15.5.1 Die Entwicklung

Fiir die niedrigsten Fille N = 1,2, 3 lauten die Hy(q, p)
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o = 2
2m
2 2
H = PPy,
2m  2m
pi | p3 | P
Hy = 242 4 25 4 Wigs. (15.55)

2m  2m  2m

Wis stellt die Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen 1 und 2 dar. Wir werden an-
nehmen, dafi diese durch eine Potentialfunktion Wiy, = W (rs) ausgedriickt werden
kann, die nur vom Abstand ri; = |r; — 7| der beiden Teilchen abhéngt. Entspre-
chend ist Wis3 die Wechselwirkung zwischen drei Teilchen 1,2 und 3. Sie wird eine
Funktion der paarweisen Abstinde ris, ro3, r3; sein, aber nicht notwendig gleich der
Summe Wiy + Wi3 + Wsy; allerdings wird diese Summe Teil von Wis3 sein.

Die Impuls-Integrationen lassen sich in der Zustandssumme Z in (15.54) offensicht-
lich immer ausfithren. Unter Verwendung von

2 2 3/2
foren(22) b form(42) - (52

sowie der Abkiirzung

3/2 3/2
1 (27m - (27mT) /T
C = ﬁ ( ﬁ > e T = Te“ (1556)
konnen wir die Zustandssumme schreiben als
_ C2 3 3 —BWio
Z—1+<V + 5 d?“l d?“ge +
3

+ % /d3’l“1 /d3T2 /d3T3 e_ﬂVV123 + ... (1557)
Da die Wechselwirkungspotentiale Wiy, Wios, ... nur von den Relativkoordinaten

der beteiligten Teilchen abhédngen sollen, 148t sich immer eine der rdumlichen Inte-
grationen, z.B. iiber die Lage des Teilchens 1, mit dem Ergebnis V' ausfiihren. Wir
schreiben
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2y
Z=1+¢V + <2| /d3r2e_ﬂW12+

3
+ <3—|V /d3r2 /d3r3 e AWis o (15.58)

Zur weiteren thermodynamischen Auswertung unserer Entwicklung bendtigen wir
das Potential ¥ = —pV = —T In Z des groflkanonischen Ensembles, also den Loga-
rithmus von Z. Wir wollen deshalb die Entwicklung von Z nach { umformen in eine
Entwicklung von In Z nach (, allgemein

In <1+Z%c”> - Z%c”. (15.59)

Das Problem besteht nun darin, die Koeffizienten b, aus den uns bekannten Ko-
effizienten a, zu berechnen. Diese in der Statistischen Physik hiufig vorkommen-
de Problematik nennt man eine Kumulanten—Entwicklung. Die a, sind aus (15.58)
abzulesen. Im Anhang 15.5.3 zeigen wir, daf}

bl = a3 = V, (1560)
by = ar—al=V /d%e—ﬂww S VERRE vi /d% (e77™= —1). (15.61)
b3 = a3—3a1a2+2af

=V /dS’I“Q /dS,rSe*ﬂWlm _3v2 /dS’I“Q /dSTSefﬂW123+2v3

=V /d% /d3r3 (e*ﬂ Wizs o 0Wiz _ o= Wos _ o= FWar 1 2) . (15.62)

Diese Ausdriicke haben eine anschauliche physikalische Bedeutung. So verschwindet
das im Koeffizienten by enthaltene Integral immer dann, wenn Wis = 0, d.h., wenn
die beiden Teilchen 1 und 2 so weit voneinander entfernt sind, dafl sie nicht mehr
miteinander wechselwirken. Ebenso verschwindet das im Koeffizienten b; enthaltene
Integral, wenn auch nur eines der drei Teilchen 1,2 und 3, z.B. das Teilchen 3, von
den beiden anderen weit entfernt ist. Dann namlich wird Wis3 — Wiy, Wi — 0
und Ws3; — 0, so dafl der Integrand verschwindet. Allgemein kann man zeigen, dafl
die Kumulanten b, ein Maf fiir die Korrelationen zwischen den beteiligten Teilchen
sind, in unserem Fall ein Maf} dafiir, daf} simtliche beteiligten v Teilchen einander so
nahe sind, daf} sie zu v—t, d.h., als v—Teilchen—Cluster miteinander wechselwirken.

Wir haben nunmehr also eine (~Entwicklung des Potentials
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b b = by,
xIJ:—Tan:—TV[c+2—2'c2+3—?;<3+...]:—Tvz—'g” (15.63)
! ! = V!
und wegen ¥ = —p V' damit auch des Drucks

b b — by
p:T[C+2—2!C2+3—?;C3+...]:TZECV- (15.64)

v=1

Schliefflich kénnen wir auch die Teilchenzahl durch eine (—Entwicklung darstellen.
Es ist

N 2V o ou
- on Op o¢’
9 _ ¢
— »ol/T R N
(=zel" > o T
Daraus folgt mit (15.63)
N=V c+bc2+b—3<3+ :vfj by ¢” (15.65)
2 2! .« e — (U_ 1)! . .

(15.64) und (15.65) sind parametrische Darstellungen der Form p = p(T,V, () und
N = N(T,V,(). Dahinter stehen die fiir das grofilkanonische Ensemble typischen
Darstellungen p = p(T,V, ) und N = N(T,V, ), weil { geméf (15.56) wiederum
eine Funktion von 7" und g ist. Um die Virialentwicklung nach ¢ auszuwerten, muf ¢
durch Umkehrung von N = N (T, V, u) als Funktion von T, V, N ausgedriickt und in
p = p(T,V, ) eingesetzt werden, um daraus die Zustandsgleichung p = p(T, V, N) zu
gewinnen. Ganz analog 1df3t sich auch die freie Energie aus F' = ¥ + N p berechnen.

Wir kénnen die Entwicklung (15.65) auch als eine Entwicklung der Dichte ¢ = N/V
nach ( lesen. Nur in niedrigster Ndherung ist ¢ = (. Das bedeutet, dafl die (-
Entwicklung noch keine Entwicklung nach der Dichte c ist, wie wir es eigentlich
beabsichtigt hatten. Erst durch die oben geschilderte Elimination von ¢ wird die (-
Entwicklung zu einer c-Entwicklung, wie wir im folgenden Unterabschnitt erkennen
werden.
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15.5.2 Auswertung der Virialentwicklung und das van der
Waals—Modell

In niedrigster Naherung in ¢, d.h., in 1. Ordnung in ¢ lesen wir aus (15.64) und
(15.65) ab, daf

p=T¢(, N =V, (15.66)

woraus durch Elimination von ¢ die Zustandsgleichung pV = N T des idealen Gases
folgt. Wir erkennen erwartungsgeméfl, daf} in sie noch keine Einfliisse der Wechsel-
wirkung zwischen den Teilchen eingehen.

In der néchst hdheren Ordnung, also unter Einschlufi von Termen ~ ¢? erhalten wir
aus (15.64) und (15.65)

p b_22 _ N 2
Pocilen o=Nocine (15.67)

Da in niedrigster Ndherung ¢ = N/V = ¢, setzen wir ( = ¢ + A und beschrénken

uns auf Ordnungen A ~ (? bzw. A ~ 2. Einsetzen in ¢ = ... in (15.67) ergibt
A= —by¢* = —by® + ... und weiter durch Einsetzen in p = ... in (15.67)
2
% = C—b202+§2 (C—bQCQ) +
b
= Cc— 52 4. ,
by

Wir vergleichen mit (15.53) und sehen, daff wir den Virialkoeffizienten Bs(7T') gefun-
den haben, ndmlich

by 1
ByT) = -2 =& /d3r (1-e 70, (15.69)

vgl. (15.61). Hier haben wir Wis = W (r) geschrieben; W (r) ist das Wechselwir-
kungspotential zwischen zwei Teilchen im Abstand r. Die Integration erfolgt iiber
die Abstandsvariable und kann unter Verwendung von Kugelkoordinaten in der Form
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By(T) = 4 /oodrr2 (1-e?"0),  g=1T (15.70)
0

geschrieben werden.

Wir wollen das Integral in (15.70) ndherungsweise auswerten und greifen dazu auf
die Modellierung des Wechselwirkungspotentials W (r) durch das Lennard—Jones—
Potential in der Abbildung 15.2 zuriick. Wir teilen das r—Integral in die beiden
Bereiche 0 < r < 27 und r > 27 auf. Im Bereich 0 < r < 27y wird W (r) sehr gro8.
Wir nehmen an, da§ dort W (r) = W(r)/T > 1, so dall wir exp (=W (r)) =~ 0
setzen konnen. Umgekehrt nehmen wir fiir den Bereich r > 27y an, dal S W (r) =
W(r)/T < 1, so dafi wir dort

w
1—e W x pW(r) = (r)
T
setzen konnen. Insgesamt erhalten wir damit
27rg oo a

By(T) =~ 271'/ drot+2np [ drt W) =b-2. (157

0 27ro

167rd o0
b = ;”“0’ a=-2T7 drr> W (r) > 0. (15.72)

27ro

Es ist a > 0, weil W(r) < 0in r > 2r,. Wir setzen diese Ndherung in den Ausdruck
(15.68) fiir den Druck ein und erhalten

p = cT(lJng(T)c+...):E [1+<b—3>

T bT «a
= ;—FF—E—F... (1573)

mit v = V/N = Volumen pro Teilchen. Wir vergleichen mit dem van der Waals—
Modell. Wenn wir dieses nach b/v ~ ¢ entwickeln, erhalten wir

A a T 1 a
b= v2 v 1—blv 2
T T
= -2 (15.74)

v V2 V2
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Die Virialentwicklung stimmt mit dem van der Waals-Modell bis zur Ordnung
~ 1/v* bazw. ~ ¢?* iiberein. Es ist natiirlich nicht moglich, den Term T/(v — b)
im van der Waals—Modell durch eine Virialentwicklung nach der Dichte ¢ bzw. nach
1/v herzuleiten. Wir kénnen aber die Parameter a und b im van der Waals—Modell
jetzt mit mikrodynamischen Eigenschaften des Systems verbinden: a ist ganz offen-
sichtlich ein Ma$ fiir den anziehenden Teil des Wechselwirkungspotentials im Bereich
r > 271y, und b ist ein Ausschliefungsvolumen der Gréfle einer Kugel mit dem dop-
pelten Teilchenradius. Damit haben wir den Anschluf an unsere Uberlegungen im
Rahmen der phdnomenologischen Theorie im Kapitel 8 erreicht.

15.5.3 Anhang: Kumulanten—Entwicklung fiir die niedrig-
sten Terme

Die Koeffizienten b, in (15.59) sind allgemein zu berechnen aus

b = |aemra@)]
(=0
a(¢) = fﬁ%c,
a, = [a<'/>(g)]<:0 . (15.75)

(a™)(¢) bezeichnet die v-te Ableitung nach ¢.) Es ist a(0) = 0. Wir berechnen

9 L d(©
sen+aQ) = ;T
~ b = a, (15.76)
P ey - QO d©Q Y
pez M H+al0)) = 10 <1+mo>’
. (15.77)
P aen = A0 d(Qd () @(¢) "
oes MO = TG 3U+MOP+2<1+MO>’
— b3 = a3—3a1a2+2ai’. (1578)

Indem wir nun aus (15.58)
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a; = ‘/,
ay = /dSTQ eiﬂww,

as — /d3r2 /d3r3 e A Wes

einsetzen, finden wir

by
by

V.
V [ e mvi=y @y (e < 1)

174 /d37“2 /d3r3e—ﬂW123 —3V2 /d37“2 /d37“3€_ﬁW123 +2V3

% /d3r2 /d3r3 (e’ﬂ Wi o Wiz _ o= Wos _ o=FWar 1 2) .(15.79)



Kapitel 16

Quantenstatistik: Fermionen und
Bosonen

16.1 Besetzungszahlen

16.1.1 Die kanonische Zustandssumme

Die quantenstatistische Version der kanonischen Zustandssumme unabhéngiger, d.h.
nicht wechselwirkender Teilchen hatten wir im Abschnitt 14.1 zunéchst ohne Beriick-
sichtigung der Ununterscheidbarkeit der Teilchen als

Z =Sp (e’ﬂH) = Ze’ﬂE(s) =2V, z= Ze’ﬂf(”) (16.1)

formuliert. Die Quantenzahlen v bezeichnen 1-Teilchen-Eigenzustinde zur Energie
mit dem Energie-Eigenwert €(v), und die Quantenzahlen s die entsprechenden N—

Teilchen—Eigenzustinde s 2 (v, ..., vy) mit dem Energie-Eigenwert
N
E(s) = e(v). (16.2)
i=1

Die Ununterscheidbarkeit der Teilchen hatten wir durch die Hinzufiigung eines
Faktors 1/N! zu Z beriicksichtigt. Dieser Faktor reduziert alle Kombinationen
(v1,...,vy), die durch Permutationen der Teilchen auseinander hervorgehen, auf

355
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einen einzigen Zustand. Damit erhielten die thermodynamischen Potentiale die kor-
rekte Skalierung in Bezug auf die extensiven Variablen U, V, N, ... und das Gibbssche
Paradoxon wurde vermieden.

Eine alternative Darstellung der Zustandssumme Z bedient sich der Besetzungszah-
len n,, die angeben, wie viele Teilchen in einem N-Teilchenzustand s = (v4,...,vy)
sich jeweils im 1-Teilchenzustand v befinden. Die N — —Teilchen—Energie und die
gesamte Teilchenzahl N lassen sich mit den Besetzungszahlen als

E(s) => ny,e(v), N=>n, (16.3)

schreiben und somit die kanonische Zustandssumme Z auch als

Z = Zsjexp (—5 ;n,,e(l/)) (16.4)

Es stellt sich die Frage, ob sich auch der N—Teilchenzustand s durch die Beset-
zungszahlen charakterisieren 148t, also s = {n,}, ausfithrlich s 2 (ny,ns,...). Das
ist natiirlich moglich, jedoch mufi man nun die Vielfachheit eines Besetzungszahl-
zustands {n,} beachten. Wenn die einzelnen Teilchen unabhéngig voneinander die
1-Teilchenzustinde v besetzen koénnen, erhélt ein durch die {n,} charakterisierter
N-Teilchenzustand die Vielfachheit

N!
I1, n,!

(16.5)

namlich die Anzahl von Permutationen der Teilchen dividiert durch die Anzahlen
der Permutationen von Teilchen in gleichen Zusténden, also die Anzahl von Per-
mutationen, bei denen Teilchen die Zustédnde wechseln. Die Beriicksichtigung der
Ununterscheidbarkeit der Teilchen durch den Faktor 1/N! fithrt dann zur " Vielfach-
heit”

G({n}) = ﬁ (16.6)

und zur Zustandssumme

> )any! exp (—B Znue(u)), (16.7

{nV}v(N v



16. QUANTENSTATISTIK: FERMIONEN UND BOSONEN 357

worin (N) im Summationsindex die Nebenbedingung

> n,=N (16.8)

14

bedeutet. Diese Uberlegungen und vor allem eine ” Vielfachheit” G({n,}) < 1 eines
Besetzungszahlzustands {n,} weisen darauf hin, dafi unsere bisherige Beriicksichti-
gung der Ununterscheidbarkeit quantenstatistisch noch nicht befriedigend sein kann.
Dennoch fiihrt die Verwendung von Besetzungszahlen n, auch im Rahmen der bis-
herigen Theorie zu sinnvollen Ergebnissen. So z.B. kénnen wir die Mittelwerte (n,)
von Besetzungszahlen wie folgt berechnen:

1

(n,)y = —= Z exp <—ﬁ Zn,,w(u’))
Z gy oot v
L oz 10lnZz

B Z Oe(v) - B Oe(v) (16.9)

0/0e(v) bedeutet die formale Ableitung nach der 1-Teilchen-Energie e(v). Setzen
wir nun Z = 2z oder Z = 2" /N! mit z aus (16.1) in (16.9) ein, so erhalten wir

N 0 / N
_ N 1 e\ = N pew)
(nw) B Oe(v) " <;e ) z ¢ '
<ny> e Bel)
N T T, epe) (16.10)

die sogenannte Boltzmann—Verteilung.

16.1.2 Die groflkanonische Zustandssumme

Auch die grofkanonische Zustandssumme Z, 148t sich unter Verwendung der Be-
setzungszahlen formulieren. Ausgehend von der Formulierung von Z, im Abschnitt
12.1 erhalten wir mit denselben Schreibweisen und Definitionen wie oben
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Z, = e N Zy
N=0
(N)

Sy

%0
= jz: efy]V
N=0
1

— NZZOeWN ZN) T exp <—ﬂ ;ny e(u)),

{ny}(

worin der Index N in Ey(s) daran erinnern soll, daf} es sich um eine N-Teilchen—
Energie handelt. In der letzten Zeile konnen wir die beiden Summen iiber N und
tiber die {n,} mit der Nebenbedingung (16.8) offenbar zu einer Summe iiber alle
Besetzungszahlkombinationen {n,} ohne Nebenbedingung zusammenfassen:

Z, = {Z} Hylnyl exp (—ﬁ > nye(v) — vy Zn,,) (16.11)

Hieraus lesen wir in Analogie zu (16.9) ab, daf

1 9z, 10z,
() = BZ, 0e(v) B Oe(v)’ (16.12)

Setzen wir nun fiir die groBkanonische Zustandssumme Z, nicht wechselwirkender
Teilchen den im Abschnitt 14.4 hergeleiteten Ausdruck

Zg = exp (e‘" z) = exp (Z e? (“_6("))> (16.13)

(mit y = =@ ) in (16.12) ein, so erhalten wir

1 0 /
_ 1 Blue)) — B (u-elw) 16.14
) = =5 5e) 2° ’ e

Diese Aussage iiber die (n,) heiit auch Mazwell-Boltzmann-Verteilung. Sie ist nun
in der Tat dquivalent zur Boltzmann—Verteilung (16.10), denn im groffkanonischen
Ensemble berechnet sich der Mittelwert (V) der Teilchenzahl aus dem Potential
U = —N In Z, wie folgt:
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O dlnZ 9
R g 17—
op op o

(N) = of (n—e(v)) _ Z ef (=e))

eingesetzt in (16.14)

<ny> - e—ﬂG(V)
(N) — X,efe) (16.15)

16.2 Ununterscheidbarkeit in der Quantentheorie

16.2.1 Die Symmetrie der Wellenfunktion

Die Ununterscheidbarkeit gleicher Teilchen, z.B. von Elektronen, Photonen, Pro-
tonen, He-Atomen, formulieren wir unter Verwendung des Vertauschungsoperators
P;;, der in einer Wellenfunktion den vollstdndigen Satz der Koordinaten oder Quan-
tenzahlen von zwei Teilchen an den Positionen ¢ und j austauscht:

PyU(v, .. Dy by ) = vy, D), (16.16)

j, ..
Die Forderung, dafy Teilchen gleicher Art ununterscheidbar seien, fithrt nun zu der
Konsequenz, dafl die physikalische Situation, die von der Wellenfunktion F;; ¥ be-
schrieben wird, dieselbe ist wie diejenige, die von der urspriinglichen Wellenfunktion
U beschrieben wird. Das bedeutet, daff die Betragsquadrate von P;; ¥ und ¥ iiber-
einstimmen miissen, bzw. daf}

Py U =e' XU, x = reell. (16.17)

Andererseits fiihrt die zweimalige Anwendung von P;; wieder auf die Ausgangssi-
tuation zuriick: P ¥ = W, so daff e'x = £1:

Wellenfunktionen von Systemen ununterscheidbarer Teilchen sind gegen Teilchen-
vertauschung entweder symmetrisch oder antisymmetrisch. Dieser Symmetriecha-
rakter kann sich wihrend der weiteren zeitlichen Entwicklung des Systems auch
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nicht dndern. Um das einzusehen, verwenden wir eine weitere Konsequenz aus der
Ununterscheidbarkeit, namlich dafl die Hamilton-Operatoren von Systemen unun-
terscheidbarer Teilchen mit P;; kommutieren:

Wire das nicht der Fall, dann hitte der Hamilton—Operator mit vertauschten Posi-
tionen von Teilchen eine andere Wirkung auf eine Wellenfunktion als vor der Ver-
tauschung, im offensichtlichen Widerspruch zur Annahme der Ununterscheidbarkeit.
Die zeitliche Entwicklung des Zustands eines Systems schreiben wir durch eine for-
male Integration der Schrodinger—Gleichung als

Hi
W(t) = exp (-i 7) W(0). (16.20)
Zusammen mit (16.19) folgt daraus
Hi Hi
P, W(t) = Py exp (-z 7) ¥(0) = exp (-z 7) P, 0(0), (16.21)

d.h., der Symmetriecharakter P;; ¥ = ¥ bleibt fiir alle Zeiten erhalten.

Teilchen mit symmetrischen Wellenfunktionen heiflen Bosonen, solche mit antisym-
metrischen Wellenfunktionen Fermionen. In der relativistischen Quantentheorie wird
gezeigt, dafl Bosonen ganzzahlige Spins besitzen, S = 0,h,2h, ..., Fermionen da-
gegen halbzahlige Spins /2,31h/2,.... Die wichtigsten Beispiele fiir die Thermo-
dynamik sind bei den Bosonen die Photonen, Phononen und He-Atome, bei den
Fermionen die Elektronen, Protonen und Neutronen.

Eine sehr direkte Konsequenz der Ununterscheidbarkeit bei Fermionen ist das Pauli—
Prinzip. Nehmen wir an, in einer Wellenfunktion (..., v;,...,v;,...) sei v; = v; fiir
i # j. Einerseits wechselt U bei Anwendung des Vertauschungsoperators P;; wegen
der Antisymmetrie sein Vorzeichen, andererseits jedoch #ndert sich dabei wegen
v; = v; gar nichts, so dafl

also V(.o vy Vy..) = 0. (16.22)

Wenn wir die v; als Quantenzahlen zur Charakterisierung eines 1-Teilchen—Zustands
interpretieren und beachten, daf§ |¥(vy,vs,...)|*> die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir
das Auftreten der Quantenzahlen vy, vy, ... ist, dann besagt (16.22), daf} ein 1-
Teilchen—Zustand v; bei Fermionen hochstens von einem Teilchen besetzt sein kann.
Das ist die iibliche Ausdrucksweise des Pauli-Prinzips.
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16.2.2 Die 2. Quantisierung

Eine besonders kompakte Formulierung erfahrt die Ununterscheidbarkeit von Teil-
chen mit ihren quantentheoretischen Konsequenzen durch die 2. Quantisierung. Die-
se verwendet die sogenannten Erzeugungs— und Vernichtungs—Operatoren a) bzw.
a, fiir ein Teilchen mit der Quantenzahl v, z.B. Impuls und Spin eines Teilchens. In
der Quantentheorie wird gezeigt, daf} sich der Hamilton-Operator H eines Systems
unabhéngiger, d.h. nicht wechselwirkender, ununterscheidbarer Teilchen mit den a
und a, schreiben 143t als

H=> ev)a} a,, (16.23)
worin die a und a, fiir Bosonen die Kommutator—Regeln
la,,a,] =0, [aﬂaf] =0, [a,,,aj,] = O, (16.24)
und fiir Fermionen die Anti-Kommutator—Regeln
[ay, ay], =0, [aj, a,Jj,L =0, [a,,, a,Jj,L = 0y (16.25)

erfiillen und €(v) die 1-Teilchen—Energie zur Quantenzahl v ist. Ausfiihrlich geschrie-
ben lauten die Anti-Kommutatoren

[auaau’]+:auav’+au’ayzoa [a 7a’]+:a

so daf} die Vertauschung von je zwei Vernichtungs— oder Erzeugungsoperatoren zu
einem Vorzeichenwechsel fiihrt.

Mit den Erzeugungsoperatoren a bildet man nun die sogenannten Besetzungszahl-
Zustinde |ny,na, . ..). Fiir beide Félle, Bosonen und Fermionen, lauten diese

na.na. ) =TT ()72 (a)™ J0). (16.26)

Die n, sind - zunéchst, s.u. - beliebige, nicht—negative ganze Zahlen, die sogenannten
Besetzungszahlen. |nq, na, .. .) in (16.26) ist ein Zustand, in dem jeweils n, Teilchen
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den 1-Teilchen—Zustand mit der 1-Teilchen—Quantenzahl v besetzen. Dieser Zu-
stand wird aus dem Vakuum-—Zustand |0) gebildet, in dem kein Teilchen vorhanden
ist. Der Faktor (n,!) "/ sorgt fiir die Normierung, d.h.

<Tl1, No, ... \nl, Na, .. > =1.

Die obigen Aussagen weist man nach, indem man die Wirkung von a, bzw. a auf
einen Besetzungszahl-Zustand aus (16.26) durch eine einfache Umformung berech-
net, die in der Quantentheorie gezeigt wird. Fiir Bosonen erhélt man

ayny, ... ny, o) = nylng,ooon, — 1,000,
aflny,...,ny,...) = Vn,+1|ng,....n, +1,...), (16.27)

und aus beiden zusammen folgt

af ay|ny, ..o ny, ) =n,ng, .y, ). (16.28)

al a, heiit deshalb Besetzungszahl-Operator. Nun ist klar, dal Besetzungszahl-
Zustinde Eigenzustinde zum Hamilton-Operator H unabhéngiger Teilchen in
(16.23) sind:

Hing...ong,...) = > ew)alayln,....ny,...) = Elng, ... .n,, ...,

E = énu €(v). (16.29)
Die gesamte Teilchenzahl N wird offensichtlich durch den Operator
N=> ala, (16.30)
dargestellt.

Bei den Fermionen miissen wir zunédchst beachten, dafi infolge der Anti-
Kommutator-Regeln (16.25) fiir v = v/ folgt, daf
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also a;}f af = 0, desgleichen a, a,=0. Dieser Schluf} 148t sich offensichtlich verallge-
meinern zu

(ay)nu — 07 (aj)m =0 fiir n, > 1. (16.31)

Dieses ist nochmals das Pauli-Prinzip, ausgedriickt durch Erzeugungs— und Ver-
nichtungsoperatoren: in einem 1-Teilchen-Zustand lassen sich niemals mehr als ein
Fermion erzeugen, also auch nicht vernichten. Das vereinfacht die Darstellung der
Besetzungszahl-Zusténde in (16.26) zu

ni,no, .. =] (aj)ny |0), n,=0 oder 1. (16.32)

Da die Vertauschung von zwei Erzeugungs—Operatoren a) zu einem Vorzeichenwech-
sel fiihrt, ist das Vorzeichen des Zustands |nq, na, ...) jetzt von der Reihenfolge der
Teilchen-Erzeugungen abhingig. Die Wirkung des Besetzungszahl-Operators a;} a,
auf einen Besetzungszahl-Zustand |nq, na, . ..), der jetzt nur noch die Zahlen 0 oder
1 enthélt, bleibt aber formal dieselbe wie im Fall der Bosonen in (16.28), ebenso
bleiben die Beziehungen (16.29) fiir den Hamilton—Operator H und (16.30) fiir den
Teilchenzahl-Operator N giiltig.

Wir erkennen, dafi die 2. Quantisierung tatsdchlich eine sehr kompakte Schreib-
weise der Ununterscheidbarkeit liefert, weil Symmetrie oder Antisymmetrie und
damit auch das Pauli-Prinzip, allein schon durch die Kommutator— bzw. Anti-
Kommutator-Regeln garantiert werden und man nur diese bei allen Umformungen
korrekt anwenden mufl. Insbesondere entféllt die Notwendigkeit, Teilchen oder Po-
sitionen ihrer Argumente in Wellenfunktionen wie in (16.16) abzuzéihlen oder zu
markieren.

16.3 Bose—Einstein— und Fermi—Dirac—Statistik

Die Uberlegungen im vorhergehenden Abschnitt haben gezeigt, daff sich eine korrek-
te statistische Theorie ununterscheidbarer Teilchen auf die Besetzungszahl-Zustande
stiitzen mufl: ein quantentheoretisch unterscheidbarer Mikrozustand, in der Sprache
der Statistik ein Fall, ist definiert durch einen Besetzungszahl-Zustand |ny, no, .. .).
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Nur verschiedene Besetzungszahlen stellen auch verschiedene Mikrozustinde bzw.
statistisch verschiedene Fille dar. Auf der Basis dieser Zdhlung von Zustédnden wol-
len wir nun die Zustandssummen fiir unabhéngige Teilchen, Bosonen und Fermionen,
berechnen. Die gesamte Energie des Systems lautet

E(s) =) nye(v), (16.33)

vgl. (16.3). Um bei den Summationen iiber die Besetzungszahlen n, nicht die Ne-
benbedingung konstanter Teilchenzahl,

> n, =N, (16.34)

v

beachten zu miissen, wiahlen wir die grolkanonische Zustandssumme

Zy = Sp (e’ﬂH’VN)

= > > ...exp [—;ny (Be) +7)

= > > Jlexp[-n (Be(v) +)]
=TI X [exp (=Be(v) =)™ (16.35)

Bei der Ausfithrung der n,—Summe ist nun zwischen Bosonen und Fermionen zu
unterscheiden. Fiir Bosonen sind alle Besetzungszahlen n, = 0,1, 2, ... zugelassen,
so daf}

Z, = IS lexp(—Be) — )™

= [T —exp(=Be() =]
= T —exp(=B(e(w) — )] (16.36)

v

Die n,~Summe konvergiert nur dann, wenn
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exp (—fe(w) —7) <1 baw.  e(v) > —% =L (16.37)

Wir berechnen die mittlere Besetzungszahl (n,) in analoger Weise wie im Abschnitt
16.1 und unter Verwendung des Ergebnisses fiir Z, aus (16.36):

(n,) = ZSp ny,e

exp (3 (e(v

(16.38)

~
|
=
~
~
|
—_

Die Zustandssumme Z, in (16.36) charakterisiert die sogenannte Bose-FEinstein—
Statistik, und (n,) in (16.38) heifit auch Bose—Einstein—Verteilungsfunktion.

Fiir Fermionen sind in der n,~Summe in (16.35) nur die Werte n,, = 0 und n, =1

zugelassen, so dafl

= [T > lexp(=Be(v) =™

= JI[t+exp(=Bev) —7)]
= T +exp (=B (e(v) = w)]. (16.39)

v

Die zu (16.38) analoge Berechnung der mittleren Besetzungszahl (n,) fiihrt nun auf

1
)= e B ) — ) + T (16.40
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Die Zustandssumme Z, in (16.39) charakterisiert die sogenannte Fermi-Dirac—
Statistik, und (n,) in (16.40) heiit auch Fermi-Dirac—Verteilungsfunktion.

Die Verteilungsfunktionen der Bose-Einstein— und Fermi-Dirac-Statistik und sogar
noch die der Maxwell-Boltzmann—Statistik in (16.14) lassen sich formal zusammen-
fassen zu

+1 Bose—Einstein

(n,) = : n= 0 Maxwell-Boltzmann (16.41)
exp (B (e(v) —p)) —n —1 Fermi-Dirac

Die Abbildung 16.1 zeigt die drei Verteilungen im Vergleich als Funktionen von
x = (e — p). Fiir € > p ndhern sich die drei Verteilungsfunktionen exponentiell
aneinander an.

2
Verteilung
Maxwell-Boltzmann Bose—Einstein
1
Fermi—Dirac
0

z=f(e—p)

Abbildung 16.1: Vergleich der Bose-Einstein—,Fermi-Dirac und Maxwell-
Boltzmann—Verteilungen als Funktion von z = (¢ — p).

Das zur groflkanonischen Zustandssumme Z, gehérende Potential ¥ = —T' InZ, =
—1InZ, /3 148t sich ebenfalls fiir alle drei Statistiken zusammenfassen zu
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+1 Bose-Einstein
> In[l —nexp(=f (e(v) — p))] n= 0 Maxwell-Boltzmann
b = ~1 Fermi-Dirac

1
U=—

(16.42)

Fiir die Bose-Einstein— und Fermi-Dirac—Verteilungen 1483t sich dieses Ergebnis di-
rekt aus denen fiir Z, in (16.36) und (16.39) ablesen. Fiir den Fall der Maxwell-
Boltzmann—Statistik ist (16.42) im Sinne eines Grenziibergangs n — 0 gemeint. Mit
einer linearen Entwicklung des Logarithmus In (1 + &) = £+. .. erhalten wir ndmlich

1

n—0: v —
g

> exp (= (e(v) — p))

in Ubereinstimmung mit ¥ = —7T In Z, = In Z,/3, wenn wir Z, aus (16.13) einset-
zen.

16.4 Freie Bosonen und Fermionen

Die im vorhergehenden Abschnitt hergeleiteten Ausdriicke fiir das Potential ¥ und
weitere thermodynamische Funktionen lassen sich fiir freie Teilchen in besonders
einfacher Weise formulieren. Systeme freier Teilchen stellen zugleich den h&iufigsten
Anwendungsfall fiir die Bose-Einstein— bzw. Fermi-Dirac—Statistik dar. Die Ener-
gie freier Teilchen besteht ausschliefflich aus kinetischer Energie, d.h., freie Teilchen
wechselwirken nicht untereinander, sind also unabhéngig, und stehen auch nicht
unter der Einwirkung duflerer Potentiale. Wir wollen auch annehmen, dafl die Teil-
chen keine inneren Freiheitsgrade besitzen oder diese zumindest nicht angeregt sind.
Die Spinfreiheitsgrade der Teilchen werden in der folgenden Formulierung allerdings
exakt berticksichtigt.

Die 1-Teilchen—Zustinde v von freien Teilchen kénnen wir durch ebene Wellen

Yu(r) ~ exp <%pr> = af[l exp (%paxa) (16.43)

beschreiben, also v = p, zu denen allerdings noch der Spinzustand hinzukommt. Da
die kinetische Energie aber nicht vom Spin abhéngt, also spin—entartet ist, brauchen
wir im folgenden nur auf die korrekte Zahlung der Spin—Zustiande zu achten. Auch die
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Normierung der 1-Teilchen—Wellenfunktion wird im folgenden keine Rolle spielen.
Wie im Abschnitt 14.2 denken wir uns die Teilchen in einem wiirfelférmigen Volumen
V = L3, worin L die Kantenlinge des Wiirfels ist. Im Unterschied zu Abschnitt 14.2
werden wir hier zyklische Randbedingungen verwenden:

€xp <%pa(xa + L)) = €exp <%paxa>a a=1,2,3,

27 h
pa = %mm me =0,+1,42,....  (16.44)

Beziiglich der Abzdhlung der Zusténde sind die zyklischen Randbedingungen mit den
im Abschnitt 14.2 verwendeten Randbedingungen, dafy die Wellenfunktion am Rand
des Volumens V verschwinden sollte, Aquivalent. Sie besitzen aber den physikalischen
Vorteil, daf ihre zugehorigen Wellenfunktionen (16.43) sich im thermodynamischen
Limes V' — oo zu Eigenfunktionen des Impulses p eines Teilchens werden. Aus
(16.44) ist abzulesen, dafl zu jedem Zustand, d.h., zu dem Tripel (my, my, m3) ein
Impulsraum—Volumen

27 h)>  h?
A3p = ( = — 16.4

gehort. Im thermodynamischen Limes V' — oo geht A3p — 0. Das bedeutet, daf3
die 1-Teilchen—Summen iiber die 1-Teilchen—-Quantenzahlen v, die hier zunéchst als
p—Summen zu schreiben sind, zu Integralen iiber den Impuls p werden:

1 Vv
Z...%Z...%A—B‘p/d3p...:§/d3p.... (16.46)
p

o~

Die 1-Teilchen-Energie €(v) ist bei freien Teilchen die kinetische Energie: ¢(v)
p?/(2m). Wenn die zu beschreibenden Teilchen einen Spin 7S besitzen, sind die
durch den Impuls p charakterisierten 1-Teilchen—Zusténde jeweils noch (2.5 + 1)-
fach entartet. Somit konnen wir das grofikanonische Potential ¥ aus (16.42) um-
schreiben in

U = % /d3p In ll — 10 exp (—2—5)], (16.47)

worin
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o =elr (16.48)

die sogenannte Fugazitit ist. Da der Integrand in (16.47) nur von p? bzw. von p = |p|
abhéngt, kénnen wir im p—Integral

/d3p...=4ﬂ'/ dpp? ...
0

substituieren und erhalten

AT (2S+ 1)V oo 5 B p?
U= e /Udpp ln[l—naexp(—Qm . (16.49)

Mit einer partiellen Integration formen wir um:

p—31n 1—no ex —5—132 N
3 " b 2m 0

=0

3 2

e pd Bp
— — — In|1— —— 1.
/o dp 3 dp n[ naexp( 2m>]

2

/Oodpp2 In ll — N0 exp (_B_ZD)]
0 2m

Die Ableitung d/dp ergibt

Ay = nelBe/m) exp (=5p/(2m)
dp- 1—no exp(=fp?/(2m))
n(Bp/m)

exp (B (p?/(2m) — p)) —n’

worin wir die Definition (16.48) fiir die Fugazitéit o verwendet haben. Einsetzen in
(16.49) ergibt schliefilich

_g4n(25+1)v/ood ) p*/(2m)

3 W o B em) )=y (1650

U =

In vollig analoger Weise kénnen wir auch die innere Energie U als mittlere Energie
des Systems bestimmen:
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) )
D Dy s gy

4T (2S+1)V o
0 exp

p*/(2m)
(B (P*/(2m) —p) —n

(16.51)

Wir vergleichen (16.50) und (16.51). Da ¥ = —p V| folgt fiir alle drei Statistiken die
Beziehung

pV =3U. (16.52)

Wir erinnern daran, dafl wir in diesem Abschnitt nur Teilchen ohne innere Frei-
heitsgrade betrachtet haben. Auch die Beziehung (16.52) ist damit auf diesen
Fall beschrankt. Fiir das klassische ideale Gas ohne innere Freiheitsgrade war
U = (3/2) NT. Einsetzen in (16.52) liefert uns die Zustandsgleichung idealer Gase.



Kapitel 17

Anwendungen der
Quantenstatistik

17.1 Die Bose—Einstein—Kondensation

Wie wir im Abschnitt 16.2 ausgefiihrt haben, kann in einem Bosonen—System ein 1—-
Teilchen—Zustand von beliebig vielen Teilchen besetzt werden. Wir erwarten deshalb,
dafl mit abnehmender Temperatur der energetisch tiefste Zustand immer stérker
besetzt wird und dafl im Grenzfall T — 0 sich schliefflich sogar sdmtliche Teilchen
in diesem Zustand befinden. Wir werden in diesem Abschnitt erkennen, dafy dieser
Vorgang mit 7" — 0 nicht "glatt”, sondern dhnlich einem Phaseniibergang in einem
gewissen Sinn unstetig verlduft. Man spricht deshalb auch von der Bose-FEinstein—
Kondensation.

Die betrachteten Bosonen seien freie Teilchen im Sinne des vorhergehenden Ab-
schnitts. Fiir sie lautet die Bose—Einstein—Verteilungsfunktion aus dem Abschnitt
16.3 ausgedriickt durch die Teilchen—Impulse p

(np) = B exp (g—i) — 1] B (17.1)

mit der Fugazitit o = e’#. Damit iiberhaupt die groBkanonische bosonische Zu-
standssumme existiert, mufite das chemische Potential p kleiner sein als die tief-
ste 1-Teilchen—Energie, vgl. Abschnitt 16.3. Fiir freie Teilchen hat die tiefste 1-
Teilchen-Energie €(p) = p?/(2m) bei p = 0 den Wert ¢(0) = 0, so daB u negativ
sein muf}: p < 0. Daraus folgt fiir die Fugazitat, dal 0 < o < 1.

371
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Die mittlere Teilchenzahl (N) des Systems lautet

) =) =% Lo (52) < (17.2)

Vor der p—Summe kann noch ein Faktor 2 S+1 fiir die Spin-Entartung der Teilchen
auftreten. Wir beriicksichtigen diesen Entartungsfaktor nicht, d.h., wir setzen S = 0.
Falls S > 0, kénnen wir das immer durch eine andere Zihlung der Teilchenzahl
beriicksichtigen.

Da uns die Fluktuationen der Teilchenzahl nicht interessieren werden, schreiben
wir im folgenden N statt (V). Die p—Summe erstreckt sich iiber die diskreten Im-
pulswerte wie im Abschnitt 16.4 eingefiihrt. Thre Ersetzung durch ein p-Integral
im thermodynamischen Limes V' — 0 nach dem Muster des vorhergehenden Ab-
schnitts setzt voraus, dafi der Summand (n,) eine hinreichend ”glatte” Funktion
von p ist. Wie wir soeben iiberlegt haben, ist das jedoch fiir den energetisch tiefsten
1-Teilchen—Zustand bei p = 0 nicht notwendig der Fall, weil dieser fiir hinreichend
tiefe Temperaturen von einer sehr groffen Zahl von Teilchen und im Grenzfall 7" — 0
sogar von samtlichen Teilchen besetzt sein kann. Aus diesem Grund ziehen wir den
Summanden fiir p = 0,

(no) = E - 1}_1 = , (17.3)

aus der p—Summe in (17.2) heraus und ersetzen die verbleibende p—Summe mit
p # 0 durch ein p-Integral:

N = (no)+ > (np)

p#0

_ +423V /Ooodpp2 E exp (ﬂp2/(2m))—1}1. (17.4)

1—0

Dafl wir das verbleibende p—Integral dennoch bei p = 0 beginnen lassen, obwohl der
Summand p = 0 aus der Summe herausgezogen wurde, fithrt zu keinem Fehler, weil
der Integrand fiir ¢ < 1 bei p = 0 verschwindet.

In (17.3) steht nun eine definitionsgeméf intensive Dichte (ng) = o/(1 — o) neben
extensiven Variablen N und V. Das kann nur dann konsequent sein, wenn (ng) selbst
extensiv wird, d.h., wenn die Besetzung des energetisch tiefsten Zustands p = 0
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makroskopisch wird. Aus (17.3) entnehmen wir, daf (ng) fiir 0 — 1 divergiert und
deshalb von makroskopischer Groflenordnung werden kann. Da auflerdem 0 < 0 < 1
gilt, ist dieser Grenziibergang als ¢ — 1 — 0 zu lesen. Wir werden zu untersuchen
haben, ob ¢ — 1 — 0 bei hinreichend tiefen Temperaturen eintritt. Zunéchst formen
wir das Integral in (17.3) mit der Substitution

B’ m
. dp="4
Yy om’ pap ﬁ Yy
um in
o 2V oy y'/?
N = ——/ dy—J 17.5
1—0+ﬁ/\3j9 o Yot —1 (175)
worin
h
Ag=h b (17.6)

21Tm - V2rmmT

die de Broglie—Wellenlinge der Teilchen ist, die wir ja bereits aus dem Abschnitt
14.2 kennen.

Eine vollig analoge Umformung fiihrt uns vom grolkanonischen thermodynamischen
Potential

m

U = % zpjln [I—Uexp (—g—pzﬂ (17.7)

vgl. Abschnitt 16.3, auf

00 2
W:%IH(1—0)+423V/0 dpp® In [1—0exp<—§—i>]. (17.8)

Die weitere Umformung dieses Ausdrucks folgt jener, die wir mit einer partiellen In-
tegration im Abschnitt 16.4 durchgefithrt haben. Das Ergebnis lautet mit derselben
Substitution wie oben
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1 247V oo p2/(2m)
O A e e

1 4 Voo Y2

_ Bln(l_a)_ﬁ@/o dy ——— (17.9)

Die beiden in (17.5) und (17.9) auftretenden Integrale formen wir durch eine Reihen—
Entwicklung nach ¢ im Integranden wie folgt um:

o] o o0 1
/Udyiy = /0 dyoy®e™

o-ley —1 1—0ce¥

00 00
= / dyoy“e™ Zake_ky
0 k=0

_ io.k /ood a , —ky
= yy €
k=1 0

o]

ok /00
= > — dnn®e™
ot Jy
= 7(a+1)gat1(o), (17.10)
worin
00 O_k
galo) =3 — (17.11)
=l

und ? (@) die Gamma-Funktion ist. Die hier verwendete Reihen-Entwicklung kon-
vergiert, weil 0 < ¢ < 1 und y > 0, so dafl o exp(—y) < 1. Zur Auswertung
von (17.5) und (17.9) bendtigen wir die folgenden speziellen Werte der Gamma-—
Funktion:

W-a 1 Q-RBF QRO

und erhalten durch Einsetzen unter Verwendung von ¥ = —pV, g = 1/T und
v=V/N
N 1 1 o 1
VT 2TV I=o g el (1712)
B
pv 1 v
— = —— In(1-0)+ — g52(0). (17.13)
T N xg 2
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17.1.1 Kondensat

Zuniéchst diskutieren wir die Relation (17.12), aus der im thermodynamischen Limes
N — 00 bzw. V' — oo zu einem gegebenen und endlichen Wert der Dichte N/V und
der de Broglie-Wellenlénge Ag, d.h., geméf (17.6) der Temperatur 7', der Wert der
Fugazitdt o bestimmt werden soll. Die in (17.11) definierte Funktion gs/»(o) besitat
bei 0 = 0 den Wert g3/2(0) = 0 und bei o = 1 den Wert

S| 3
g32(1) =) = :<<—> =2,612....
= k3/2 2

15

0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 17.1: Verlauf von gs/»(0).

¢(...) ist die Riemannsche Zeta—Funktion. Der Verlauf von gs»(0) im Intervall 0 <
o < 1ist in der Abbildung 17.1 gezeigt.

Zur Auswertung von (17.12) miissen wir zwei Fille unterscheiden, die wir mit (N)

und (K) bezeichnen und die als Abkiirzungen fiir "Normalzustand” und ”"Konden-
sat” stehen, s.u.

(N) Normalzustand
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Wenn 0 < ¢ < 1, also noch nicht ¢ — 1 — 0, dann wird mit der Definition
(17.3) fiir (ng)

<n0> . o V—
N N1 o) —30, (17.14)

d.h., im thermodynamischen Limes verschwindet der Bruchteil der Teilchen
im Grundzustand. Dieses Ergebnis rechtfertigt die Bezeichnung ”"Normalzu-
stand”.

(17.12) reduziert sich auf

N
)‘3B7 = gs/2(0). (17.15)

Wie aus der Abbildung 17.1 ersichtlich ist, besitzt diese Gleichung immer dann
eine Losung in 0 < 0 < 1, wenn

N < gall) = C(3/2)

Kondensat

Wenn

N
P} v > g3/2(1) = ((3/2),

besitzt (17.15) offensichtlich keine Lésung mehr, jedoch besitzt (17.12) dann
noch eine Lésung, wenn bei V' — oo der Ausdruck V (1 — o) endlich bleibt,
d.h., wenn

V — o0 021—0(%). (17.16)

Jetzt gewinnen wir aus (17.12) nach Multiplikation mit v

(ng) o v

~ — 1 — = gapa(1).
N T N(-o) g %o/

(17.17)

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist im Bereich (K) immer endlich und
positiv: ein endlicher Bruchteil der Teilchen befindet sich im Grundzustand.
Dieses Ergebnis rechtfertigt die Bezeichnung "Kondensat”.
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Die Grenze zwischen N und K, Ay N/V = g32(1) = ((3/2), teilt die v — T—
Ebene in zwei Bereiche. Unter Verwendung der Definition (17.6) fiir die de Broglie—
Wellenlénge lautet die Grenzlinie in den Variablen v und 7T

h3
T%? = : 17.18
S G e ) )
Fiir vorgegebenes v = V/N definiert sie eine kritische Temperatur
h2
T. = (17.19)

C2mm (C(3/2) v)*

unterhalb derer ein Kondensat auftritt, fiir vorgegebene Temperatur 1" definiert sie
einen kritischen Wert des Volumens pro Teilchen

h3
T B3/2) @amT) (17.20)

unterhalb dessen ein Kondensat auftritt. Wenn wir diese Definitionen fiir 7. und v,
in den Ausdruck (17.17) fiir den Bruchteil (ng)/N der Teilchen im Grundzustand
einsetzen, erhalten wir das folgende kritische Verhalten:

T 3/2
% = 1- <?> v = const,

= 1-— T = const. (17.21)

Ve

Die Abbildung 17.2 zeigt den Verlauf von (ng)/N als Funktion der Temperatur. Wir
vergleichen diese Ergebnisse mit den Uberlegungen zu den kontinuierlichen Pha-
seniibergiingen in den Kapiteln 8 und 9 und erkennen, dafi wir (ng)/N als Ord-
nungsparameter der Bose-Einstein—-Kondensation interpretieren miissen. Allerdings
hatte das kritische Verhalten des Ordnungsparameters in den Kapiteln 8 und 9 die
Form

2~ (1 - i)ﬂ (17.22)
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0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

T/T.

Abbildung 17.2: Ordnungsparameter (ng)/N als Funktion der Temperatur

mit 4 = 1/2 fiir die Molekularfeld-Theorien. Hier springt die Ableitung des Ord-
nungsparameters x nach der Temperatur vom Wert —oo bei T' = T, — 0 auf den
Wert 0 bei T' = T, + 0. In der Bose-Einstein-Kondensation verhéilt sich die Ab-
leitung von (ng)/N nach der Temperatur ebenfalls unstetig. Sie springt jedoch von
einem endlichen Wert —(3/2) T, bei T, — 0 auf den Wert 0 bei T, +0. Wenn wir das
Verhalten des Ordnungsparameters (ng)/N der Bose-Einstein—Kondensation in die
Form (17.22) bringen wollen, miissen wir nach (T'—T,)/T. entwickeln. In niedrigster
nicht-trivialer Ordnung erhalten wir

T, T,
-1 <1+3T_Tc+ )
N 2 T.
3 T
= Z(1-=
s (7)o

also den kritischen Exponenten 3 = 1.
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17.1.2 Zustandsgleichung

Die Zustandsgleichung, d.h., die Relation zwischen p,v = V/N und T, ist aus der
Kombination der beiden Gleichungen (17.12) und (17.13) zu bestimmen, indem die
Fugazitit o aus ihnen eliminiert wird. Zunéchst diskutieren wir das Verhalten des
Ausdrucks —In (1 — 0)/N in (17.13):

(N)

Normalzustand
Im Normalzustand hatte die Gleichung (17.15) immer eine Losung o im Inter-
vall 0 < o < 1, so daf}

1 %

— In(1-0) Z=%0. (17.23)
N

Einsetzen in (17.13) mit Ap aus (17.6) liefert

2mm\3/?
p= <7> T/ gs 2 (0). (17.24)
o ist zu gegebenen Werten von 7" und v = V/N aus (17.15) zu bestimmen.

Kondensat
Im Kondensat verhélt sich 0 =1—-0(1/V) bzw. 0 = 1—-0(1/N), vgl. (17.16),
so daf3

1 1 1\ IO(N) yon
Einsetzen in (17.13) liefert jetzt
D= <7> T2 gs 0(1). (17.26)

Im Fall des Kondensats héngt p also nicht mehr von v = V/N ab: (dp/0v)r =
0, die Kompressibilitét ist co—grof.

Die Abbildung 17.3 zeigt drei aus (17.24) und (17.26) berechnete Isothermen in der
p — v—Ebene zusammen mit der Grenzkurve, die dort die Bereiche N und K trennt.
Letztere erhalten wir, indem wir 7" aus (17.18) eliminieren und in (17.26) einsetzen:

5/3 _ h? 9s/2(1)
2mm [93/2(1)]5/3
_,—/

=0,2707...

pv (17.27)



380 17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK

Druck p

Grenzkurve

Volumen v = V/N

Abbildung 17.3: Isotherme eines Systems von Bosonen mit Kondensation unterhalb
der Grenzkurve (gestrichelt).

17.1.3 Wairmekapazitét

Wie wir im Abschnitt 16.4 gezeigt haben, gilt fiir simtliche Statistiken freier Teilchen
pV = (2/3) U, so dafl wir die innere Energie eines Bosonen—Systems aus (17.24) und
(17.26) entnehmen konnen:

9 3/2
U= gpvz SN < ”m> ek { g3/2(0) (N) (17.28)

AuBer im Term 7°/? tritt im Normalzustand (N) auch in gs/s(c) eine T-Abhingig-
keit auf, weil o aus der T—abhéngigen Beziehung (17.15) zu bestimmen ist, deren
ausfiihrliche Version

2Tm

n2 O\ o1
( ) T3/2U = gg/Q(O') (1729)

lautet. Wir fithren deshalb die Rechnung im Fall (N) durch, weil sich der Fall (K)
direkt daraus ablesen 148t. Aus (17.28) folgt im Fall (N)
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or 4 h2

271 m\>/? , do
N( h2 ) v T gl (o) (8_T> (17.30)

1 9 3/2
CV=<6U> = 2N (FE) 01 g00)
V.N

+

DO W

Hier bezeichnet g5 (o) die Ableitung nach o. Aufierdem differenzieren wir (17.29)
bei v =konstant nach 7"

3 h? 3/2 1 ) do
2 (27rm> T5/2 :93/2(0) (8—T> : (17.31)

Fiir die Ableitungen g, (o) erhalten wir aus der Definition (17.11) von g, (o)

d = O.k o0 O.k—l
!/
Gol0) = =D o= a7 =
do = k = ket
1 & oF 1
— ; Z ka—l — ;gaf]_(O'). (1732)

Aus (17.30) und (17.31) eliminieren wir (9o /9T), und erhalten unter Benutzung
der Umformung (17.32) fiir den Normalzustand (N)

15 /2mm\>/? 9 gs/2(0)
N: Cy=N —< ) T3/ L , 17.33
™ ' [4 h? ! 912(0) 4 g1/2(0) ( )
wiahrend fiir das Kondensat (K) der zweite Term in [...] nicht auftritt:
15 /27m\%/?
Ky  Cy=N- ( = ) 0 T2 g5 o(1). (17.34)

Im Bereich des Kondensats (K) verhilt sich die Wirmekapazitit wie Cy ~ T%/2. Fiir
hinreichend hohe Temperaturen erwarten wir, dafy die Warmekapazitat dort in den
klassischen Wert 3 N/2 fiir ein einatomiges Gas iibergeht. Um diese Erwartung zu
tiberpriifen, entnehmen wir zunéchst aus (17.29), dafi die Grenziiberginge T'— oo
und ¢ — 0 einander entsprechen. Aus der Definition (17.11) fiir g,(o) entnehmen
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wir, daf} fiir ¢ — 0 unabhéngig von « g, (o) — o gilt. Wenn wir nun (17.29) in den
Ausdruck (17.33) fiir Cy im Fall (N) einsetzen, erhalten wir

Oy =N [9 gs2(0) 9 93/2(0)] (17.35)

4 g3pp(0) 4 gi2(0)

und daraus fiir o — 0

15 9

=N|——-—-|==N 17.

Cv [ 4 4} 2 (17.36)

wie erwartet. Die Abbildung 17.4 zeigt den gesamten Verlauf der Warmekapazitét.
Bei der kritischen Temperatur T' = T, zeigt sie qualitativ ein fiir Phaseniibergéinge 2.
Ordnung typisches Verhalten, das sich hier als Unstetigkeit von (9Cy/9T), &uflert.

2 T T T
Cy/N

15

T/T,

Abbildung 17.4: Warmekapazitiat Cy /N als Funktion der Temperatur.

17.2 Thermodynamik des Photonen—Gases

17.2.1 Schwingungsmoden im elektromagnetischen Feld

Photonen sind quantisierte Schwingungsmoden in elektrodynamischen Feldern. Wir
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betrachten hier ausschliefllich freie Photonen, d.h., es sollen keine geladene Teil-
chen wie z.B. Elektronen vorhanden sein, mit denen die Photonen wechselwirken
konnten. Klassisch wird diese Situation durch die Maxwellschen Gleichungen ohne
Ladungs— und Stromdichten beschrieben. Diese wiederum lassen sich, wie in der
Elektrodynamik gezeigt wird, auf die homogenen Wellengleichungen

1 2 2
0 A 0

Ou(r,t) =0, D:A_gﬁj =

(17.37)

zuriickfithren, worin u(r,t) irgendeine Komponente des elektrischen Feldes E oder
der magnetischen Flufidichte B als Funktion von Ort und Zeit darstellt und ¢ die
Lichtgeschwindigkeit ist. Wir suchen Losungen der Wellengleichung (17.37) in ei-
nem wiirfelférmigen Volumen V = L? mit der Kantenlinge L und verwenden als
Losungsansatz

u(r,t) = ug(t) exp (i kr), (17.38)

was, eingesetzt in die Wellengleichung (17.37), auf die klassische Bewegungsgleichung
eines harmonischen Oszillators

2
%u(t) +w?(k)u(t) =0 (17.39)
mit der Frequenz w(k) = ¢ |k|? = ¢ k? fiihrt. Die Werte, die die Wellenzahlvektoren
k annehmen konnen, hingen von den Randbedingungen ab, deren Erfiillung wir von
u(r,t) im Volumen V fordern. Wir schlieBen uns den Uberlegungen des Abschnitts
16.4 an und wéhlen zyklische Randbedingungen. Dann konnen wir aus dem Abschnitt
16.4 iibernehmen, dafl die Komponenten k, von k fiir o = 1,2, 3 als

o = —ma,  me=0,%1,42, ... (17.40)

zu wéhlen sind. Im Abschnitt 16.4 hatten wir die Impuls—Schreibweise p = hk
verwendet; auch im Fall des elektromagnetischen Feldes gibt diese Relation den
Zusammenhang zwischen Impuls p des Photons und Wellenzahl k der klassischen
Welle. Die allgemeine Losung der Wellengleichung (17.37) ist die Uberlagerung von
Losungen mit dem Ansatz (17.38):

u(r,t) = ;uk(t) exp [i kr] = guk exp (i (kr —w(k)t)), (17.41)
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worin wir im zweiten Schritt die Losungen der gew6hnlichen Differential-Gleichung
(17.39) fiir ug(t) eingesetzt haben. Die Form (17.41) besagt, daff wir das freie elektro-
magnetische Feld als eine Uberlagerung von harmonischen Oszillatoren interpretie-
ren konnen. Wenn wir nun zu einer quantentheoretischen Beschreibung iibergehen,
haben wir den einzelnen Oszillatoren die Energie

B(k) = hk) (m + %) =012, (17.42)

zuzuordnen. Wir interpretieren diese Zuordnung in der Weise, dafl eine Anzahl ny
von Photonen jeweils mit der Energie (k) = hw(k) den Zustand mit der Wellenzahl
k besetzen, die geméafl p = h k zugleich den Impuls des Photons bestimmt, wie wir
das oben bereits erwartet hatten. Damit lautet die Energie eines Photons auch

e(k) =hw(k)=chk=cp. (17.43)

Wenn wir diese Beziehung mit der allgemeinen relativistischen Beziehung

e=/m2ct+ ¢ p? (17.44)

zwischen Energie ¢ und Impuls p eines Teilchens vergleichen, kommen wir zu dem
Schluf}, dafl Photonen masselose Teilchen sind, préziser ausgedriickt, dafl ihre Ruh-
masse m verschwindet: m = 0. Man nennt die Photonen deshalb auch ultrarelati-
vistisch, wihrend sich der nicht-relativistische Grenzfall ¢ = mc* + p?>/(2m) aus
(17.44) durch Entwicklung nach p/(m c) ergibt. Da weiterhin jeder Zustand k bzw.
p = h k durch eine beliebig grofie Anzahl n; von Photonen besetzbar ist, schlieffen
wir weiter, dafl Photonen Bosonen sind.

Die Charakterisierung eines Photons durch seinen Impuls p = Ak ist noch nicht
vollsténdig. Die klassisch beschriebene elektromagnetische Welle besitzt aufler ihrer
Wellenzahl k noch eine Polarisation, die wir uns als zirkulare Polarisation ausge-
driickt denken und die zwei mogliche Einstellungen annehmen kann, ndmlich links
oder rechts beziiglich der Ausbreitungsrichtung k. Auf das Photon als Teilchen tiber-
tragen driicken wir zirkulare Polarisation als Drall oder Helizitdt des Photons aus.
Im Sinne der Quantentheorie ist die Helizitdat als Spin des Photons zu deuten. Der
Spin des Photons hétte dann zwei Einstellmoglichkeiten relativ zur Ausbreitungs-
richtung p = h k, und dieser Befund wiirde nun fiir einen Spin //2 sprechen, also
fiir ein Fermion und somit zu einem Widerspruch zu unserem obigen Schlufl, dafl
Photonen Bosonen seien. Dieser Widerspruch wird durch die Quantenfeldtheorie eli-
miniert: Teilchen mit verschwindender Ruhmasse besitzen nur Spineinstellungen in
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oder gegen die Ausbreitungsrichtung. Es bleibt also dabei, daff Photonen Bosonen
sind. Thnen ist ein Spin & im Sinne der Helizitdt zuzuordnen. Von den drei méglichen
Einstellrichtungen eines Spins A fillt eine aus, weil Photonen keine Ruhmasse be-
sitzen. Die beiden verbleibenden Spineinstellungen werden durch eine Quantenzahl
s = £1 beschrieben, die der Wellenzahl k bzw. dem Impuls p hinzuzufiigen ist. Die
Energie hw(k) ist allerdings unabhéngig von s, d.h., spin—entartet.

Wenn wir jetzt noch in (17.42) auf die Deutung von ny als Besetzungszahl des Zu-
stands k bzw. k, s zuriickkommen und die Besetzungszahl in der zweiten Quantisie-
rung durch Erzeugungs— und Vernichtungsoperatoren fiir Photonen darstellen, vgl.
Abschnitt 16.2, dann kommen wir fiir das gesamte Feld, d.h. fiir alle Wellenzahlen
k von (17.42) zum Hamilton—Operator

H=> hw(k) <a;s Qg5 + %) : (17.45)

k,s

Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erfiillen die Kommutator—
Beziehungen

+ —
[akz,sa a’k’,s’] - 6k,k’ 65,3’7

[ak757 ak:’,s'] = 07 [az,s az’,s’] =0. (1746)

Problematisch in (17.45) ist die Ruhenergie
1
HO = — Zhw(k),
2 k,s

weil sie wegen der unbegrenzt moglichen Anzahl von k—~Werten geméf (17.40) diver-
giert. Korrekterweise mufl man so vorgehen, die k-Summation zunéchst kiinstlich
durch eine sogenannte cut-off-Wellenzahl zu begrenzen, dann von allen Energie—
Ausdriicken die dadurch endlich gewordene Ruhenergie zu subtrahieren und schlief3-
lich die cut—off-Wellenzahl gegen oo gehen zu lassen. Eine Feldtheorie, in der dieses
Programm durchfiihrbar ist, nennt man renormierbar. Die Quantentheorie des elek-
tromagnetischen Feldes, die sogenannte Quantenelektrodynamik, erweist sich nun
tatsdchlich als renormierbar. Wir werden deshalb in den folgenden thermodynami-
schen Ausdriicken die Ruhenergie fortlassen.
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17.2.2 Thermodynamik der Photonen

Wir beginnen mit der Berechnung der mittleren Besetzungszahl fiir den Zustand
k., s, die gemafl Abschnitt 16.3 fiir Photonen gegeben ist durch

. - 1
k) = (s ) = o G ek — ) — 1

(17.47)

Wir kommen nun zu einer weiteren Besonderheit des Photonen—Gases. Wegen der
verschwindenden Ruhmasse findet bei der Erzeugung und Vernichtung von Photo-
nen kein Umsatz an Ruhenergie statt. Photonen kénnen bei beliebigen Temperatu-
ren ohne jede energetische Schwelle thermisch erzeugt und vernichtet werden. Die
mittlere Teilchenzahl N der Photonen stellt sich als Funktion der Temperatur selbst
ein und kann nicht durch Randbedingungen unabhéngig kontrolliert werden, z.B.
durch entsprechend impermeable Winde wie bei Teilchen mit endlicher Ruhmasse.
Die in einem System von Photonen vorhandenen Winde emittieren und absorbieren
stdndig Photonen. Das bedeutet, dafi der Term p dN in den Fundamental-Relationen
fiir die innere Energie U, die freie Energie F' oder die freie Enthalpie G nicht auf-
tritt, obwohl dN # 0. Daraus folgt offensichtlich, dafl das chemische Potential von
Photonen verschwindet: ¢ = 0. Zum gleichen Schluff kommt man, wenn man die
Teilchenzahl N aufgrund der obigen Uberlegungen als innere Variable z betrachtet,
beziiglich derer z.B. bei gegebenen Werten von 7" und V' das zugehdorige Potential,
die freie Energie F', minimal sein muf}, also

oF

Somit lautet die mittlere Besetzungszahl aus (17.47)

1

o) = (ag  aps) = . 17.49
<nk7 > <a’k,s ag, > exp (,Bth) -1 ( )
Daraus berechnen wir die innere Energie als
hck
‘ (17.50)

UZ%eXp(ﬁhck)—l'

Nach dem Muster im Abschnitt 16.4 formen wir die k—Summe in ein Integral
um. Aus (17.40) entnehmen wir, dal das k-Raum—Volumen pro Zustand A*k =
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(2m/L)® = 87%/V betrigt. Unter Beriicksichtigung des Spin-Entartungsfaktors 2
erhalten wir also aus (17.50)

2V hek
U = —/d3k
8 m3 exp (Bhck) —1

B th/oo k?
w2 exp (Bhck)—1
3

'V /oodw w

w23 o exp (fhw) —1

— V/oodwu(w,T), (17.51)
0

worin u(w, T'), die spektrale Energiedichte (Energie pro Frequenz w und pro Volumen
V'), durch

h w3

w23 exp (fhw) — 1

w(w,T) = (17.52)

definiert ist. Die spektrale Energiedichte des thermischen elektromagnetischen Feldes
hat eine wichtige Rolle bei der Entdeckung des Wirkungsquantum durch Max Planck
(1900) gespielt. (17.52) wird darum auch Plancksches Strahlungsgesetz genannt. Die
Abbildung 17.5 zeigt den Verlauf von u(w,T') fiir drei verschiedene Temperaturen.

Die gesamte Energie berechnen wir aus (17.51) durch Substitution von { = S hw:

\%4 00 63 7.‘.2 T4
v 7r203h354/0 et —1 V15 (hc)? (17.53)
— 4/15

Diese Beziehung wird auch Stefan-Boltzmann—Gesetz genannt. Aus U ~ T* folgt,
dafl die Wéarmekapazitit des thermischen elektromagnetischen Feldes sich propor-
tional zu T° verhilt.

Um auch die Zustandsgleichung des thermischen elektromagnetischen Feldes zu be-
stimmen, berechnen wir auch das thermodynamische Potential ¥, das fiir Bosonen
allgemein im Abschnitt 16.3 definiert worden war. Die folgende Umrechnung benutzt
eine partielle Integration analog der im Abschnitt 16.4:
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Abbildung 17.5: Spektrale Energiedichte des thermischen elektromagnetischen Fel-
des bei drei verschiedenen Temperaturen (zunehmend in Pfeilrichtung)

Vo= 5 Y[l —exp(<phck)
k,s
_ ﬂaﬁt/ dk k* In[1 — exp (—=Bhck)]
R
Vo[ -
_ EZ?B[M In[1 - exp (- Bhwﬂo -
=0
1 VR oo w?
_§W/o dwexp(ﬁhw)—l
_ —%M (17.54)

vgl. (17.51). Da ¥ = —pV, ergibt sich fiir das ultrarelativistische Photonengas

1
pV=gU (17.55)
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anstelle von pV = 2U/3 fiir nicht-relativistische Teilchen mit einer kinetischen
Energie ¢ = p?/(2m) im Abschnitt 16.4. Insbesondere folgt aus (17.54) fiir den
Strahlungsdruck des Photonengases

(17.56)

vgl. (17.53).

17.3 Debyesche Theorie der Phononen

17.3.1 Schwingungsmoden des Schalls

In kontinuierlichen materiellen Systemen treten Schallschwingungen auf, die weitge-
hend dhnliche Eigenschaften besitzen wie die Schwingungen des elektromagnetischen
Feldes. Auch die Schallschwingungen werden durch eine Wellengleichung vom glei-
chen Typ (17.37) wie die elektromagnetischen Schwingungen beschrieben:

2
(A - 0_12 %) w(r,t) = 0. (17.57)

Die Funktion u(r, t) beschreibt bei Schallschwingungen entweder Auslenkungen von
materiellen Bereichen aus ihren Ruhelagen oder auch Auslenkungen des Drucks aus
seinem Gleichgewichtswert. Es gibt jedoch einige Unterschiede zwischen den Schall-
schwingungen und den elektromagnetischen Schwingungen, die wir beachten miissen,
bevor wir die Theorie des vorhergehenden Abschnitts auf die Schallschwingungen
iibertragen konnen.

1. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ der Schallwellen ist die Schallgeschwindig-
keit, die an die Stelle der Lichtgeschwindigkeit bei elektromagnetischen Wellen
tritt. Die Schallgeschwindigkeit hat in verschiedenen Materialien sehr unter-
schiedliche Werte.

2. Schallwellen kénnen im Gegensatz zu den elektromagnetischen Schwingungen
nicht beliebig grofie Werte der Wellenzahl k£ = |k| bzw. beliebige kleine Wel-
lenldngen A = 2 7/k haben. Eine Wellenlénge, die kleiner als der Abstand von
zwei Atomen oder Molekiilen im Material ist, wéire physikalisch irreal, weil
Auslenkungen aus Ruhelagen materiell definiert sein miissen und zwischen
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den Atomen oder Molekiilen keine Beschreibung eines materiellen Zustands
mehr moglich ist. Die "kornige” Struktur von Materialien fiihrt also zu ei-
ner endlichen Anzahl von moglichen unabhéangigen Schallschwingungen. Diese
Zahl 148t sich durch die Auszdhlung von Freiheitsgraden bestimmen: wenn
jedes der N Atome oder Molekiile des Materials 3 unabhéingige Bewegungs-
richtungen besitzt, dann kann es offenbar auch nicht mehr als 3 N unabhéngige
Schallschwingungen geben.

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir gezeigt, dafl aus einer Wellengleichung
vom Typ (17.37) bzw. (17.57) eine Dispersionsrelation, d.h. eine Beziehung
zwischen Frequenz und Wellenzahlvektor vom Typ w = ¢ |k| folgt. Fiir Wel-
lenlingen A der Groéflenordnung des Abstands a zwischen den Atomen oder
den Molekiilen des Materials, A ~ a bzw. fiir ka ~ 2 ist nun die Kontinu-
umsbeschreibung durch eine Wellengleichung (17.57) nicht mehr korrekt. Hier
mufl man die Schwingungen der Atome bzw. Molekiile durch detaillierte Be-
wegungsgleichungen beschreiben, die zu anderen Dispersionsrelationen fiihren,
z.B. in einer linearen Kette zu

kal

w=uw(k) = uwp sin—2 :

In jedem Fall ist fiir lange Wellen bzw. fiir kleine |k| die Funktion w(k) linear,
w(k) =~ c|k|, weil in diesem Grenzfall die Kontinuumsbeschreibung durch die
Wellengleichung (17.57) zutrifft. Wir werden bei den Berechnungen der ther-
modynamischen Eigenschaften der Schallschwingungen in diesem Abschnitt
allerdings bei der Kontinuumsbeschreibung mit der Dispersion w(k) = c|k|
bleiben.

Auch bei den Schallschwingungen gibt es Polarisationen. Die Auslenkun-
gen aus den Ruhelagen konnen in die drei Raumrichtungen erfolgen. In fe-
sten Korpern gibt es fiir alle Auslenkungen auch riicktreibende Krifte, also
tatséchlich drei Schwingungsrichtungen pro Atom. Darauf beruhte ja auch die
Abzéhlung der Freiheitsgrade unter Punkt 2. Im Bild einer Schallwelle, die
durch Wellenzahl k und Frequenz w(k) beschrieben wird, gibt es entsprechend
drei Polarisationen, ndmlich eine longitudinale in k—Richtung und zwei trans-
versale senkrecht zur k-Richtung. Wir sehen hier von der Moglichkeit ab,
daf} die Schallgeschwindigkeiten fiir die longitudinalen und transversalen Po-
larisationen verschieden sein kénnen. Wir werden also fiir Schallwellen einen
Entartungsfaktor 3 anstelle eines Faktors 2 fiir elektromagnetische Wellen zu
beriicksichtigen haben.

Eine besondere Situation besteht bei Schallwellen in Fliissigkeiten und Ga-
sen. Hier gibt es keine Scherkrifte, also keine Riickstellkrifte fiir transversale
Polarisationen. Es treten als Wellen nur longitudinale Polarisationen auf.
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5. Schallschwingungen mit einer Dispersion w(k) ~ c|k| fir k& — 0 heiflen
wegen ihrer Beziehung zur Wellengleichung (17.57) akustisch. In kristallinen
Festkorpern, deren Einheitszelle aus mehreren Atomen besteht, konnen auch
solche Schwingungen auftreten, bei denen die Atome der Einheitszelle fiir klei-
ne Wellenzahlvektoren k gegeneinander schwingen. Solche Schwingungen hei-
Ben polar oder auch optisch. Sie haben eine héhere Frequenz als die akusti-
schen Schwingungen, und insbesondere ist fiir sie w(0) > 0. Wir werden im
folgenden ausschlieflich akustische Schwingungen mit einer linearen Dispersi-
on w(k) = ¢ |k| betrachten.

Wie wir soeben begriindet haben, gibt es wegen der begrenzten Anzahl 3 N von
Schallwellen in einem festen Korper eine minimale Wellenldnge bzw. eine maximale
Wellenzahl, die wir mit kp abkiirzen. Wir berechnen sie aus der Bedingung

S O(kp —k) = 3N. (17.58)

k,s

©(¢) ist die Heavysidesche Thetafunktion mit ©(§) = 1 fiir £ > 0 und O(&) = 0
fiir £ < 0. Wie iiblich formen wir die linke Seite von (17.58) in ein Integral um und
erhalten

3V ko Vv
kZ:G)(kD —k) =<5 /0 Ak ATk = 5 I, (17.59)
woraus zusammen mit (17.58)
N 1/3 N 1/3
kp = (67r2 V) : wp:=ckp=c <6 2 V) (17.60)

folgt. kp und wp heiflen nach dem Urheber der folgenden Theorie Debeysche Wel-
lenldnge bzw. Debye—Frequensz.

Wie das Feld der elektromagnetischen Schwingungen 148t sich auch das Schallfeld
quantisieren. Die entsprechenden Uberlegungen dazu folgen jenen fiir die Photonen
im vorhergehenden Abschnitt. Die quantisierten Schallwellen, die von Operatoren
ay , und ay, erzeugt bzw. vernichtet werden, nennt man in Analogie Phononen. Es
sind wie die Photonen Bosonen, weil jeder Wellenzahlvektor k bzw. jeder Impuls p =
h k mit einer beliebig hohen Besetzung auftreten kann. Anders als bei den Photonen
treten bei Phononen zumindest in festen Kérpern auch sémtliche drei Polarisationen
auf. Aus dem gleichen Grund wie bei den Photonen hat auch das chemische Potential
der Phononen den Wert y = 0, weil die mittlere Zahl der Phononen (ay , ax,) sich
mit der Temperatur einstellt und keine unabhéngige thermodynamische Variable ist.
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17.3.2 Thermodynamik der Phononen

Die innere Energie der Phononen lautet fiir die Dispersion w(k) = ¢ |k|

hw(k)
U = O(kp — k
kZ;, (ko )exp(ﬁhw(kz))—l
3V ko hek
= — dk k?
272 Jo exp (Bhck)—1
3V WD hw
= —— dw w® . 17.61
27r203/0 v exp (fhw) —1 ( )

Geméf (17.58) ersetzen wir V' durch N und kp,

3V._9N 9N

2~ 13 T T 3
27 k3 Wy

und substituieren £ = 8 hw als Integrationsvariable:

9N Bhw 3 C)
:73/ 7 gg :3NTD<—>, (17.62)
B* (hwp)” Jo ef — 1 T
worin
3 [* IS
D(x) := — d 17.
(@)= | 4 (17.63)
und © = hwp die sogenannte Debye-Temperatur ist, die auf der Kelvin-Skala

durch ® = hwp/kp 7zu definieren wire, kg =Boltzmann-Konstante. Fiir 7' < ©
bzw. £ = ©/T — oo wird

3 [ £ 3 7t
D(z) =% 2 / d 2T 17.64
(z) x3 Jo gef -1 2315 ( )

vgl. auch (17.53). Fiir T > O bzw.  — 0 wird
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— €+0(¢).
D(z) = 1+0(2). (17.65)

Einsetzen von (17.64) und (17.65) in (17.62) ergibt fiir die innere Energie U und die
Wairmekapazitiat das Verhalten

37t A Th
v o 1 5 Ng~T T<® (17.66)
SNT ~T T> 0,
o 12700\ (TV oo
O:(a—T> N =N (g) ~T° T<© (17.67)
VN 3 N = const T > 0.

Fiir tiefe Temperaturen 7" < © sind nur niedrige Frequenzen und damit auch nur
kleine Wellenzahlvektoren bzw. lange Wellen angeregt, so dafl sich die Abschnei-
dung bei kp nicht auswirkt. Aus diesem Grund verhalten sich die Phononen dann
qualitativ d&hnlich wie Photonen, namlich U ~ T* und C ~ T®. Fiir hohe Tempera-
turen T' > © wirkt sich die Abschneidung bei kp sehr deutlich aus. Das Ergebnis
U = 3NT, die sogenannte Dulong—Petitsche Regel, stimmt dort mit dem klassi-
schen Ergebnis aus dem Gleichverteilungssatz iiberein, vgl. Abschnitt 13.3: in einem
System von f = 3 N harmonischen Oszillatoren tragen kinetische und potentielle
Energie jedes Oszillators je die mittlere Energie 7//2 bei. Die Debye—Temperatur ©
grenzt den Bereich, in dem die klassische Theorie gilt, nach unten ab; in T < ©
muf} quantenstatistisch korrekt gerechnet werden. Das zeigt sich auch in der Dar-
stellung der Warmekapazitit als Funktion der Temperatur in der Abbildung 17.6:
in 7" < © weicht C merklich vom Dulong-Petitschen Wert C' = 3 N ab. Die Debye-
Temperatur © = hwp ~ c ist proportional zur Schallgeschwindigkeit ¢ und damit
eine fiir das jeweilige Material typische Temperatur.

Das klassische thermische Verhalten von Phononen, also die Dulong—Petitsche Regel,
steht im Widerspruch zum 3. Hauptsatz der Thermodynamik, nach dem C — 0 fiir
T — 0 zu fordern ist. Erst die quantenstatistisch korrekte Theorie erfiillt den 3.
Hauptsatz.

17.4 Das entartete Fermi—Gas

Die Quantenstatistik von Fermionen—Systemen wird entscheidend durch das Pauli—-
Prinzip geprégt, vgl. Abschnitt 16.2: ein 1-Teilchen—Zustand kann hochstens von
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0 1 1 1
0 0.5 1 15 2
T/T,

Abbildung 17.6: Warmekapazitdt C'/N in der Debyeschen Theorie der Phononen als
Funktion der Temperatur.

einem Fermion besetzt werden. Eine dquivalente Formulierung besagt, dafy zwei Fer-
mionen niemals in allen ihren Quantenzahlen tibereinstimmen koénnen. Aufgrund
des Pauli-Prinzips erwarten wir, dafl die Fermionen bei 7" — 0 die energetisch tief-
sten Zustinde bis zu einer maximalen Energie e auffiillen werden. Diese maximal
besetzte Energie er heifit Fermi-Energie. Fiir freie Teilchen, deren Zustdnde durch
eine Wellenzahl k bzw. den Impuls p = i k charakterisiert werden und deren Ener-
gie € = p?/(2m) bzw. € = h®k?/(2m) lautet, bildet sich im Impulsraum durch
die Auffiilllung der energetisch tiefsten Zustdnde eine Kugel, die sogenannte Fermi—
Kugel, mit einem Radius pr = h kp, der mit der Fermi-Energie durch ez = p%/(2m)
verkniipft ist. pr bzw. kr heiflen Fermi—Impuls bzw. Fermi-Wellenzahl. Fiir Fermio-
nen mit einem Spin 7/2, z.B. Elektronen, kann jeder durch einen Impuls p charakte-
risierte 1-Teilchen—Zustand mit zwei Teilchen mit entgegengesetzten Spins besetzt
werden. Hier tritt also ein Spin-Entartungsfaktor 25 4+ 1 = 2 auf.

Fiir endliche Temperaturen 7' erwarten wir, dafl die Fermi-Kugel an ihrer Oberfliche
"aufweicht”, d.h., daf§ Teilchen dort die energetisch tiefst moglichen 1-Teilchen—
Zustande durch thermische Anregungen verlassen. Folglich wird auch die innere
Energie U des Systems mit 7' ansteigen. Wir erwarten, dafl dieser Anstieg stérker
als ~ T ist, damit der 3. Hauptsatz erfiillt wird.

Wir wollen diese qualitativen Schliisse aus dem Pauli—Prinzip in einer quantensta-
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tistisch korrekten Theorie bestdtigen. Wir beginnen mit der Formulierung der Be-
stimmungsgleichungen fiir die Teilchenzahl N und die innere Energie U des Systems
im groflkanonischen Ensemble. Wir kénnen dabei direkt auf die Formulierungen und
Umformungen aus den Abschnitten 16.3 und 16.4 zuriickgreifen:

D WY P G B

S R e
U = T T T

_ M(QiSH)V/UOOd QGXp(ﬁ(pf;(/Q(iS’)_u))H. (17.69)

Wir merken hier bereits an, da} die Fermi-Verteilungsfunktion fiir 7" — 0 bzw.
f — oo gegen die ©-Funktion strebt:

1 B—00
I CE ES R

Dieses Verhalten wird zu der oben erwarteten Auffiillung zu einer Fermi-Kugel bei
T — 0 fiihren. Offensichtlich erhélt das chemische Potential p bei T — 0 die Be-
deutung der Fermi-Energie €.

17.4.1 Rechnungen: Elimination von u

Unser Ziel ist es, aus den Integralen in (17.68) und (17.69) das chemische Potential
p zu eliminieren und eine Darstellung U = U(T, N, V') zu gewinnen. Dazu substitu-
leren wir

2
f:ﬁ<2])—m—ll>a p=+/2mT (& +a), a:=03pu=nu/T.

a = p/T ist der Logarithmus der Fugazitit o = exp (u/T), vgl. Abschnitt 16.4. Mit
dieser Substitution (und h = 27 h) erhalten wir
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25+ 1)V (2m\%/> Y2
(25 +1)V /2m\?? (£+a)3/2
vo= B2 ( . ) T5/2 /_ dg S (17.71)

In beiden Ausdriicken tritt ein Integral

I(a) = /_ OO de (i ;ﬁia (17.72)

auf, das wir wie folgt durch eine partielle Integration umformen:

mo = ot [ (Ger o)

1 J(E+a)™™ 1 ap1 d 1
oa+1 [ et +1 ] a4+l d§(£+ %) dé e +1

. 1 ) a+1 eg

T oa+tl df(gﬂl) (ef +1)°

o e a+1 e£ —a

_ a+1/ood§(§+a) Tﬂ)ﬁo(e ). (17.73)

Im letzten Schritt haben wir davon Gebrauch gemacht, dafl der Integrand fiir
¢ — —oo bis auf Potenzen wie exp (—|¢|) abféllt und folglich die Erweiterung der
Integration von —a < £ < oo auf —oo < £ < +0o einen Fehler der Gréflenordnung
exp (—a) ausmacht. Unsere weitere Rechnung wird bei Vernachlissigung dieses Feh-
lers auf @ > 1 bzw. auf g > T beschriankt sein, was fiir tiefe Temperaturen zu
er > T wird. Dieses Kriterium bedeutet anschaulich, daf§ die Fermi-Kugel nur we-
nig "aufgeweicht” ist, und wird Kriterium fiir Entartung genannt. Im Sinne dieses
Kriteriums setzen wir unsere Rechnung fort, indem wir den Term (£ + a)®*! im
Integranden in (17.73) nach 1/a entwickeln:

(£+a)* " =at (1 + g) T att i (O‘ M 1) <§> (17.74)

a

Diese Entwicklung eingesetzt in den Ausdruck (17.73) fiir I, (a) fiihrt zu
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Ta(a) = - i : 3 (O‘ + 1) ot /_j d & (6’752 +0(e).  (17)

v ef + 1)

Die Funktion

£ 1
(e€ +1)> 4 cosh®(£/2)

im Integranden in (17.75) ist gerade gegen & — —¢&, so daf in der v-Entwicklung
samtliche ungeraden Terme herausfallen. Wir werten die Terme v = 0 und v = 2
aus:

e ™y L™y 17.76
/_oo §e£+1 _/ dfef+1 L€+1_ o (17.76)
a-+1 1
= 2: = = 1
v ( 5 > 2(a+ )«
/+ood§§2i_2/+oodgfzi__2 /+ood§§2i 1 .
—o0 2 1)° 0 dé e +1
— 9 / = 17.77
[ef—i-l] §e5+1 ( )
%,_/
=0 _71'2/12

In der Umformung fiir » = 2 haben wir nochmals eine partielle Integration durch-
gefithrt. Die Reihenentwicklung (17.75) fiir I,(a) lautet also mit ihren beiden ersten
nichtverschwindenden Termen

1 2
lol) = ——a™ + % aa® 0 (a?). (17.78)

Die Fehlerordnung O(exp (—a)) aus (17.75) schreiben wir nicht mehr mit, weil diese
bei a = p/T > 1 kleiner ist als die Ordnung der Potenz O (a®?). Wir setzen
dieses Ergebnis fiir I,(a) zundchst in den Ausdruck (17.70) fiir N ein und finden
mit a = p/T
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2S+1)V /2m
N = ( > /[1/2(a)

4 72

_ 25’+ V 2m 3/2 2<H>3/2 71-_2 <ﬁ>1/2 <H>5/2
T e <h2> ™13\r) *ulz) TO\\r

2(25+1)V 3/ 7 (T T\*
= - 1+— | — Ol|— 17.79
3 An? ( h2 ) T\ " I (17.79)
Fiir T = 0 wird wie oben begriindet 1(0) = e, und aus (17.79) folgt
228+ 1)V 2m\*? 35
N = — 17.
3 4n’ <h2> . (17.80)

also der Zusammenhang zwischen der Teilchenzahl N und der Fermi—Energie ef.
Die Umkehrung nach eg ergibt

[ 672 NP
— . 17.81
T om l2s+1v] (17.81)
woraus wir auch unmittelbar die Fermi—Wellenzahl
672 N|Y°
kp=|— — 17.82
d lz S+1 V] (17.82)
bzw. den Fermi-Impuls pr = h kr ablesen konnen.
Die Elimination von N aus (17.79) und (17.80) fiihrt auf
2 2 4
2 e |1 (D) Lo (X 17.83
A= e (1) vol (5 (17.83)

Daraus bestimmen wir das chemische Potential y durch eine nochmalige Reihenent-
wicklung nach (7'/p)? nach dem Schema:
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Angewendet auf (17.83) erhalten wir

= ot (o ()]
“opB G l0)
o 1_1_; <§>2+O<<£> ﬂ (17.84)

Im letzten Schritt haben wir in den Termen ~ T2 und ~ T* das chemische Potential
p durch ep ersetzt, indem wir (17.84) iteriert haben. Dadurch entsteht ein Fehler,
der wiederum héchstens von der Ordnung (T'/ep)? ist.

In einem zweiten Schritt formen wir nun véllig analog den Ausdruck (17.71) fiir die
innere Energie U um, indem wir auch dort aus der Darstellung U = U(T,V, 1) das
chemische Potential p durch €z eliminieren. Zunéchst erhalten wir mit denselben
Umformungen wie oben

v = S (Gr) TR
e OO (O]
- S () [ (1) o (3))
— %(2544;3)1/ <2h72”>3/2 L2 [1#%2 <£>2+0 <<§>4>] (17.85)

_ o [1 _ 52_75 (%)2 L0 ((g)ﬂ | (17.86)
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Wenn wir diese Umrechnung in (17.85) einsetzen, miissen wir dort zwei Entwicklun-
gen nach (T/er)? multiplizieren,

5 () oG] 1% (o (6) -
- () o ((2))

und erhalten

228+ 1)V 2m\¥? 5 572 /T \? T\*

Schliefilich setzen wir unter Benutzung von (17.80)

2S+1)V <2m>3/2 s;2 3

9
5 4n B2 =g Ner

und erhalten als Endergebnis fir U = U(T,V, N)

+0 ((%)4” | (17.88)

Wir erinnern daran, dafi die Abhéngigkeit von der Dichte N/V in er steckt, vgl.
(17.81).

2

3 5n2 /T
—ZNep [1+25 (=
V=5 EF[ MY <eF>

17.4.2 Diskussion der Ergebnisse

Es gibt eine quasi-klassische Uberlegung, die zum gleichen Ergebnis fithrt. Die Ver-
teilungsfunktion fiir freie Fermionen,

<n(6)> = ) f:ﬁ (E_M)a €= ") (1789)
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nimmt der Gréflenordnung nach in einem Intervall —1 < ¢ < 41 Werte an, die zwi-
schen 0 und 1 liegen. Die darunter liegenden Zusténde sind nahezu voll besetzt und
somit durch das Pauli-Prinzip blockiert, die dariiber liegenden Zustdnde unbesetzt.
Diesem Intervall entspricht auf der Energieskala der Bereich —T < ¢ —ep < T,
den man auch Aufweichungsbereich oder Anrequngsbereich des Fermionensystems
nennt. Dabei haben wir p & e fiir nicht zu hohe Temperaturen gesetzt. Aus dieser
Uberlegung schlieBen wir, da nur ein Bruchteil 27/ep aller N Teilchen Beitriige
zur inneren Energie U liefern kann. Wir geben nun jedem dieser Teilchen nach dem
klassischen Gleichverteilungssatz, vgl. Abschnitt 13.3, fiir freie Teilchen die mittlere
thermische Energie 3 T/2 und erhalten damit aufler einer Grundzustandsenergie Uy

2T 3T T?
U=Up+N=—"-=Up+3N —. (17.90)

€r €r

Wir vergleichen mit dem exakten Ergebnis aus (17.89),

2T2
U=U+ = —,
4 €

und stellen fest, daf§ die quasi—klassische Approximation (17.90) einen Faktor 3 an-
stelle des exakten Ergebnisses 7%/4 = 2,467 liefert. Auch die Grofenordnung der
Grundzustandsenergie 14t sich bestimmen: da die Fermi-Energie er der einzige
Energieparameter des Systems ist und die Grundzustandsenergie U, auflerdem ex-
tensiv sein muf}, kann sie nur die Form Uy ~ N €r besitzen.

Die Zustandsgleichung des entarteten Fermionen—Gases ermitteln wir aus der allge-
meinen Beziehung pV = 2U/3, die wir im Abschnitt 16.4 fiir freie Teilchen gezeigt
hatten. Aus ihr folgt

ver [+ 5 () o ()
5] () [0 ) o ()] ore

unter Verwendung des Ausdrucks (17.81) fiir ep. Wir vergleichen mit dem Druck
eines idealen Gases pg = N T/V: dieses hétte bei der Temperatur 7' = e denselben
Druck wie ein Fermionen—Gas bei 7' = 0. Die Fermi-Energie ex von Elektronen in
Metallen hat typischerweise einen Wert der Gréflenordnung er ~ 1eV. Dem ent-
spricht auf der Kelvin-Skala eine Temperatur 7" = 1eV /kp ~ 10* Kelvin.
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Der Druck eines Fermionen—Gases beruht auf dem Pauli-Prinzip, das die Besetzung
desselben Zustands mit mehr als einem Teilchen verbietet, also auch das Vorhan-
densein von zwei Teilchen am selben Ort. Dadurch kommt es zu einer effektiven
Abstoflung der Teilchen im Raum. Diese ist, wie (17.91) zeigt, umgekehrt proportio-
nal zur Masse m der Teilchen: je leichter die Teilchen eines Fermionen—Gases sind,
desto grofler ist ihr Druck. Den grofiten Druck wiirden also Neutrinos erzeugen,
allerdings ist deren Wechselwirkung mit anderer Materie infolge ihrer elektrischen
Neutralitdt unter thermischen Bedingungen sehr gering. Den néchst hoheren Druck
besitzt ein Elektronengas, gegeniiber dem ein Gas aus Protonen oder aus Neutronen
einen um & 1/2000 geringeren Druck besitzt. Das spielt eine sehr grofie Rolle in der
Stern-entwicklung. Sterne mit hinreichend grofler Masse entwickeln unter der Wir-
kung ihrer Gravitation in ihrem Inneren so hohe Drucke, dafy dort ein Plasma aus
Elektronen und ionisierten Kernen bzw. Protonen entsteht. Der Gegendruck gegen
die Gravitation wird dann iiberwiegend von den Teilchen mit der kleinsten Mas-
se, also von den Elektronen geliefert. Bei weiter zunehmendem Gravitationsdruck
kann nun das System ausweichen, indem es im umgekehrten -Zerfall aus je einem
Elektron und einem Proton ein Neutron erzeugt und dabei seinen Gegendruck auf
1/2000 erniedrigt. Es entsteht ein Neutronenstern.

Die Sprechweise vom "entarteten” Fermi-Gas bedeutet, dafl sich der iiberwiegende
Teil der Teilchen in einer thermisch nur wenig aufgeweichten Fermi—Kugel befindet,
was durch die Voraussetzung T' < er garantiert ist. Wenn wir in diese Ungleichung
den Ausdruck (17.81) (mit S = 1/2) fiir ¢r einsetzen, konnen wir diese mit einer
elementaren Rechnung umformen zu

1/ 31/3 71.1/6 h
= < T)\B, AB: W (1792)

Da v = V/N das mittlere Volumen pro Teilchen ist, hat ¢ die Bedeutung des mitt-
leren Abstands zwischen den Teilchen. A\p ist wiederum die de Broglie-Wellenléange,
die wir ja schon aus dem Abschnitt 14.2 kennen. Wir erinnern daran, daf§ die de
Broglie-Wellenldnge Ap die quantentheoretische Unschérfe eines Teilchens mit einer
thermischen Energie ~ T ist. Eine alternative Ausdrucksweise geht von der Vor-
stellung aus, dafl jedes klassische Teilchen im quantentheoretischen Bild durch ein
Wellenpaket zu beschreiben ist. Die de Broglie-Wellenldnge A ist dann die Ausdeh-
nung eines Wellenpakets fiir ein thermisch angeregtes Teilchen. Das Fermi-Gas ist
nun entartet, wenn die Teilchen einander ndher sind als ihre Ausdehnung als Wellen-
pakete mit einer thermischen Energie ~ T. (3'/% 7'/6/2 ~ 0, 87). Zugleich beschreibt
¢ < Ap den Bereich, in dem der Fermionen—Charakter der Teilchen—Statistik aus-
schlaggebend ist. Umgekehrt kénnen wir die klassische Statistik anwenden, wenn die
quantentheoretische Ausdehnung der Teilchen klein im Vergleich zu ihrem mittleren
Abstand ist, wenn also £ > A\g bzw. T > €F.
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Eine vollig analoge Situation hatten wir bereits bei der Bose-Einstein—Kondensation
angetroffen. Diese tritt auf, wenn das mittlere Volumen pro Teilchen v = V/N kleiner
als ein kritischer Wert v, ist, der durch (17.20) gegeben war. v < v, bzw. v < v,
148t sich unter Verwendung von v, aus (17.20) umformen zu

(=" < (17.93)

1
REPIE

([¢(3/2)] V/* = 0,73).
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Kapitel 18

Die kinetische Theorie

Bereits mehrfach haben wir irreversible Prozesse thermodynamischer Systeme be-
schrieben und diskutiert, z.B. im Kapitel 2 den Ubergang von einem partiellen
Gleichgewicht in ein vollstdndiges Gleichgewicht. Im Kapitel 3 haben wir irreversible
Prozesse phinomenologisch durch die Formulierung verallgemeinerter thermodyna-
mischer Kréfte und Fliisse beschrieben. Diese Beschreibung schlofi auch stationére
irreversible Situationen ein, die z.B. durch konstant gehaltene thermodynamische
Krifte entstehen kénnen. Wir haben dort auch den physikalisch plausiblen phéno-
menologischen Ansatz gemacht, daf} die irreversiblen Fliisse lineare Funktionen der
thermodynamischen Kréfte sind:

Jy =Ly X,

(Hier und im folgenden soll wieder die Summationskonvention vereinbart sein: iiber
doppelt auftretende Indizes in einem Produktausdruck soll summiert werden.) Im
Abschnitt 13.7 schliefilich konnten wir unter Verwendung statistisch—physikalischer
Aussagen iiber das Gleichgewicht zeigen, dafl die sogenannten phianomenologischen
Koeffizienten L,, symmetrisch sind: L,, = L,,.

In diesem Kapitel wollen wir nun eine zwar sehr einfache, aber doch systematische
statistische Theorie irreversibler Prozesse entwickeln, die sich als ein mikroskopischer
Unterbau der phédnomenologischen Theorie des Kapitels 3 erweisen wird. Diese so-
genannte kinetische Theorie steht also zur phdnomenologischen irreversiblen Ther-
modynamik in derselben Relation wie die bisher entwickelte statistische Theorie des
Gleichgewichts zur phanomenologischen Theorie des Gleichgewichts.

405
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18.1 Die Verteilungsfunktion

Das wichtigste Werkzeug der kinetischen Theorie ist die Verteilungsfunktion
f(r,p,t), genauer die 1-Teilchen—Verteilungsfunktion. Sie ist dadurch definiert, daf
f(r,p,t)d*r d®p die Anzahl von Teilchen sein soll, die sich zur Zeit ¢ im Volumen-
element d3r am Ort r aufhalten und Impulse im Element d®r beim Impulsvektor p
besitzen. Aus dieser Definition folgt die Normierung

/d3r /d3pf('r,p,t) = N, (18.1)

worin N die Gesamtzahl der Teilchen ist. Die Verwendung einer Funktion, in der
gleichzeitig der Impuls p und der Ort 7 eines Teilchens auftreten, weist bereits darauf
hin, daf} die kinetische Theorie notwendigerweise eine klassische Theorie ist. Sie ist
damit beschrinkt auf jenen Bereich von Temperaturen und Dichten der Teilchen, in
dem Quanteneffekte keine wesentliche Rolle spielen. Wir kommen auf diesen Punkt
unten auch nochmals zuriick.

Wenn wir es mit einem rdumlich homogenen System zu tun haben, in dem sich die
Teilchen mit derselben Wahrscheinlichkeit an allen Orten r aufhalten, dann hingt
f(r,p,t) nicht von r ab, also f(r,p,t) =: f(p,t), und die Volumenintegration in
(18.1) ergibt das Gesamtvolumen V', so daf

N

/d3pf(p,t) =

Es ist offensichtlich, dafi die 1-Teilchen—Verteilungsfunktion f(r,p,t) mit der En-
sembledichte bzw. Phasenraumdichte p(q,p,t) des Gesamtsystems aus dem Ka-
pitel 11 zusammenhéngen mufl. Letztere war dadurch definiert, dal p(q,p,t) d?
die Wahrscheinlichkeit ist, die Koordinaten ¢ = (gi.¢2,...,qs) und die Impulse
p = (p1,p2,...,ps) des Gesamtsystems zur Zeit ¢ im Phasenraumelement d? =
dqdp = [1; dg; dp; zu finden!. Fiir ein N-Teilchensystem ist die Zahl der Freiheits-
grade f = 3 N. Nach den Uberlegungen zu den marginalen Dichten im Abschnitt
13.1 ist also

f(’l"l,pl,t) =N /dSTQ /d3p2.../d3TN /dSpr(rl,...rN,pl,...pN,t). (183)

'In diesem Kapitel wird die Phasenraumeinheit h pro Freiheitsgrad keine Rolle spielen, so daf3
wir sie fortlassen kénnen
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Da die Ensembledichte p(q, p, t) definitionsgemaf auf den Wert 1 normiert war, sorgt
der Faktor N in (18.3) gerade fiir die Normierung von f(r,p,t) gemafl (18.1).

Im Abschnitt 13.2 haben wir bereits einige marginale Wahrscheinlichkeitsdichten
nach dem Muster von (18.3) fiir das thermodynamische Gleichgewicht gebildet. Von
daher ist uns die 1-Teilchen—Verteilungsfunktion fy(p) fiir die Impulse im Gleichge-
wicht bekannt, die Maxwell-Boltzmann—Verteilung. In der Normierung dieses Ab-
schnitts lautet sie

folp) =c 2nmT)™>? exp (-25T>. (18.4)

Wenn die Teilchen unabhéngig sind, d.h., nicht miteinander wechselwirken, jedoch
jedes von ihnen unter der Einwirkung eines dufleren Potentials ®(r) steht, dann
konnen wir (18.4) nach den Uberlegungen im Kapitel 13 zur 1-Teilchen—Vertei-
lungsfunktion im Gleichgewicht

anp)~@®<—2Z}m—¢¥ﬁ> (18.5)

erweitern. Allerdings wird uns im weiteren Verlauf dieses Kapitels gerade der Fall
von wechselwirkenden Teilchen in besonderer Weise interessieren.

Aus fo(p) in (18.4) kénnen wir bereits eine sehr einfache Folgerung gewinnen. Wir
wollen den Druck berechnen, den die Teilchen auf eine Wand ausiiben. Wir betrach-
ten ein Fliachenstiick /' der Wand mit der Normalenrichtung e,. Dieses Flachenstiick
F wird innerhalb des Zeitintervalls dt von allen Teilchen mit der Geschwindigkeit
v, = p,/m > 0 erreicht, die sich in einer Schicht der Dicke v, dt vor F' befinden, also
von fo(p) F (p./m) dt d®p Teilchen mit einem Impuls p. Jedes dieser Teilchen soll
beim Aufprall auf die Wand elastisch reflektiert werden. Es tibertrigt dabei einen
Impuls 2 p, auf die Wand. Den gesamten Impulsiibertrag auf die Flache F' innerhalb
von dt erhalten wir durch Integration iiber alle Impulse p, also

P20 m

dP,/dt ist die auf F' ausgeiibte Kraft und p = dP,/(F dt) der Druck auf die Wand:

2
p=-—/ d*pp? fo(p)
m Jp.>0
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2c —3/2 3 9 p°
ZCQrmT / d -
— (2mmT) LR el

= L(27rmT)_3/2/d3pp2 exp | — P
3m 2mT )’

worin wir ausgenutzt haben, dafl der Integrand gerade in p, ist und daff das In-
tegral mit p? aus Symmetriegriinden gerade 1/3 des entsprechenden Integrals mit
p? = p? statt p? ist. Wir berechnen das verbleibende Integral durch Einfiihrung von
Polarkoordinaten, also d®p = 4 7 p* dp, und durch Substitution von & = p/v/2mT:

4 = 2
p = SWC(27rmT)_3/2/O dpp4exp<— b )

m 2mT
- S /oodgg4e—f2 — T (18.6)
- 3yT o - '

Das ¢—Integral haben wir durch partielle Integration elementar ausgewertet:

Caeghee _ LT d e 3% 0 e
L [Pgeee VT
— ..._4/0 dgemt' = 2T, (18.7)

Wir erhalten p = ¢T = N T/V, also die Zustandsgleichung des idealen Gases. Das
ist nicht verwunderlich, denn unsere obige Uberlegung setzte voraus, daf sich die
Teilchen unabhingig voneinander und unbeeinflufit von dufleren Kréifte auf die Wand
hinbewegen und dort reflektiert werden.

Die Verwendung einer Verteilungsfunktion f(r, p,t), in der der Ort r und der Impuls
p eines Teilchens als gleichzeitig scharf definierbare Variablen auftreten, weist die
kinetische Theorie als eine klassische Theorie aus. Sie unterliegt damit den uns
bekannten Beschrankungen fiir die Anwendung der klassischen Statistik, wie wir sie
soeben am Ende des vorhergehenden Kapitels 17 formuliert hatten: die Ausdehnung
des Wellenpakets eines Teilchens mit einer thermischen Energie ~ T', also die de
Broglie- Wellenlinge Az, muf klein sein im Vergleich zum mittleren Abstand ¢ = v'/3
der Teilchen:

A= =y <K>1/3 (18.8)
B_\/QﬂmT B N ' '
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18.2 Bewegungsgleichungen

Ziel dieses Abschnitts soll es sein, eine dynamische Gleichung fiir die 1-Teilchen—Ver-
teilungsfunktion f(r,p,t) herzuleiten, aus der diese sich moglicherweise berechnen
148t. Da die 1-Teilchen—Verteilungsfunktion gemaf (18.3) durch Integration aus der
Ensembledichte p entsteht und wir fiir die letztere eine Bewegungsgleichung aus
dem Kapitel 11 kennen, ndmlich den Liouvilleschen Satz, erscheint die genannte
Zielsetzung als ein prinzipiell 16sbares Problem. Wir schreiben den Liouvilleschen
Satz aus dem Kapitel 11,

% (00 0 OH 3 0H _
o Py =5+ 5,3 " apag (18.9)

in der Form

dp N (0p OH 0p OH
or; Op; Op,; Or;

5 T2

i=1

= 0. (18.10)

Hier bedeutet 9/0r; den Gradienten nach 7;, entsprechend 9/0p;. Die Hamilton—
Funktion H soll die Teilchen des Systems unter der Einwirkung einer dufleren Kraft
mit einem Potential ®(r) sowie der gegenseitigen Wechselwirkung zwischen je zwei
Teilchen im Abstand r mit einem Potential W (r) beschreiben:

N2 N 1 N
H=3 = +3 ®(r) + 5 > W(r —r). (18.11)
=1 2m =1 2 i#j
Hieraus folgen

OH p, OH N
apz m7 01“2- ng J

F,=— 0 O (r;) F -——iW(\r —rj|) (18.12)

[ arz 1) ] T arZ 7 7l)- .

Offensichtlich gilt F;; = —Fj;, also Newtons 3. Prinzip actio=reactio. Wir setzen
in (18.10) ein und bilden die 1-Teilchen—Verteilungsfunktion durch Integration iiber
r9, Dy, ..., Tn, Py und Multiplikation mit N, vgl. (18.3). Zur Abkiirzung der Inte-
gration iiber die 1-Teilchen—Phasenrdume verwenden wir die Schreibweise
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Damit erhalten wir

0 0 0
af(”’lappt) + N/d% /d'VN ( 8r1+F'8—pi>p

v N /cm2 /dw ZFW 5 =" (18.13)
iZj

Nun ist fiir ¢ = 1

8

denn unter Verwendung des Gauflschen Integralsatzes, vgl. Abschnitt 11.2, wird z.B.

0
/d%&—p:/d?'pz&/ dAsp = 0.
ma’l"g m Joo

Hier ist d A5 das Flidchenelement der im co—fernen liegenden Einhiillenden des Raum-
es ry, auf der die Ensembledichte p verschwindet. Den Wechselwirkungsterm in
(18.13) symmetrisieren wir unter Verwendung von F;; = —F';; wie folgt:

=0, (18.14)

N [d.. /vaZFUa /d72 /deFU<@ ap>

17&9 apz ap]
(18.15)

Aus demselben Grund wie soeben treten wiederum nur Beitrédge fiir ¢ = 1 oder j = 1
auf, nicht jedoch fiir i = 5 = 1:

N/d% /dVNZFzga /d% /d%v (

Sry-3ra) ot

j#1 i#1
(18.16)



18. DIE KINETISCHE THEORIE 411

Die Summen iiber 7 # 1 und ¢ # 1 ergeben aus Symmetriegriinden jeweils N — 1
identische Ergebnisse, z.B. fiir i = j = 2:

N
0
/72 /7N; J@pip
N (N -1 0
:%/dﬁg/d’)/N(Flg—Fgl)a—ppl

dp

—N(N-1) /d%.../dw Fiog (18.17)
1

worin wir im letzten Schritt die Symmetrisierung wieder riickgéingig gemacht haben.
Einsetzen von (18.14) und (18.17) in (18.13) fiihrt auf

9 p, 0 )
. an Y  p 7 —
(875 + o g T 8p1> f(r1,p1,t)
dp
— _N(N-1) /d%.../dwnza—pl. (18.18)

Es liegt nun nahe, analog zu (18.3) eine 2-Teilchen—Verteilungsfunktion durch

f(rlapl;TQap27t) :N(N_]‘) /df)/:’)"-/deNp(rlv'"avapla--.va’t)'
(18.19)

zu definieren. Der Faktor N in der Definition (18.3) z&hlte die Mdglichkeiten, ein
Paar r, p aus N Paaren auszuwéhlen. Der Faktor N (N —1) zahlt die Moglichkeiten,
nach N Moglichkeiten der Auswahl eines Paares r, p ein weiteres auszuwéhlen. Mit
dieser Definition 148t sich die Bewegungsgleichung (18.18) in der Form

o p 0 0
.9 g 2 =
(075 o o T 0p1> f(ri,p1.t)
—/d37’2 /d3p2 Flgif(’l“l P1;T2. D t) (1820)
apl s 1 s H29

schreiben. Die 1-Teilchen—Verteilungsfunktion koppelt an die 2-Teilchen—Vertei-
lungsfunktion. Das war zu erwarten, weil durch die Wechselwirkungen zwischen den
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Teilchen, hier ausgedriickt durch die Wechselwirkungskraft F'i5 zwischen zwei Teil-
chen, immer ein zweites Teilchen den Bewegungsablauf eines Teilchens beeinflufit.
Das urspriingliche Ziel, die 1-Teilchen—Verteilungsfunktion aus der Bewegungsglei-
chung zu berechnen, ist also nicht erreichbar. Wenn wir nun konsequent fortfahren
und nach dem obigen Muster die Bewegungsgleichung fiir die 2-Teilchen—Vertei-
lungsfunktion formulieren, wird diese an eine 3-Teilchen—Verteilungsfunktion kop-
peln usw. Wir erhalten also eine Hierarchie? von Bewegungsgleichungen, die erst
mit der héchsten, ndmlich der N—Teilchen—Verteilungsfunktion bzw. dquivalent mit
der vollen Ensembledichte p endet.

Aus der Hierarchie der Bewegungsgleichungen lassen sich nur durch Naherungen
Schliisse iiber die Verteilungsfunktionen gewinnen, z.B. dadurch, dafl auf einer be-
stimmten Stufe der Hierarchie Vernachldssigungen oder Entkopplungen gemacht
werden. Die einfachste Entkopplung konnte man bereits in der Bewegungsgleichung
(18.20) fiir die 1-Teilchen—Verteilungsfunktion versuchen. Da die Verteilungsfunkti-
onen proportional den entsprechenden marginalen Wahrscheinlichkeitsdichten sind,
wiirde eine Ndherung

f(rlapl; r2ap27t) ~ f(rlvplat) f(r27p2at) (1821)

bedeuten, dafl zwei Teilchen als statistisch unabhédngig angenommen wiirden, vgl.
Abschnitt 13.13. Damit wiirde der 2-Teilchen—Term auf der rechten Seite die Form

0
— [ &y [ @pFro o fryprirapot) &
/ ) D2 I 12 8p1 (7'1 D1;T2, D> )

~ —(F1w)(r1,1) f(r1,p1.1)

0
op;
annehmen, worin

(Fiw)(r1,t) = /d37“2 /d3p2 F1i5 f(r2. Py, t)

die mittlere Wechselwirkungskraft auf das Teilchen 1 ist. Diese konnten wir mit der
Kraft F; auf der linken Seite von (18.20) zusammenfassen. Diese Ndherung ist offen-
sichtlich vom Typ der Molekularfeld-N&herung. Sie wére fiir die Zielsetzung dieses

’Die sogenannte BBGKY-Hierarchie benannt nach Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood und
Yvon

3Damit die Ndherung (18.21) konsistent ist mit den Beziehungen (18.3) und (18.19), miifite auf
der rechten Seite ein Faktor (N — 1)/N auftreten, der jedoch im thermodynamischen Limes den
Wert 1 annimmt.
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Abschnitts zu grob und wiirde uns nicht zu den erwiinschten Ergebnissen fiihren,
wie wir im folgenden erkennen werden. Man kann nun tatséichlich eine geeignetere
Néherung durch eine Entkopplung auf einer héheren Stufe der Hierarchie gewinnen,
doch wiirde dieser Weg den Rahmen dieses Textes sprengen. Statt dessen werden wir
im folgenden physikalisch plausible Naherungen suchen, die uns zu den erwiinschten
Aussagen fiithren werden.

18.3 Die Relaxationszeitniherung, Stofizeit und
freie Weglinge

Wir interpretieren die physikalische Bedeutung des 2-Teilchen-Terms auf der rech-
ten Seite der Bewegungsgleichung (18.20) durch die mikrodynamische Vorstellung
von Stoffen zwischen jeweils zwei Teilchen und bringen das durch die Schreibweise

(2 P9 g i) f(rypyt) = <7af(rl’pl’t)> : (18.22)

D ot St
der sogenannten Boltzmann—Gleichung, zum Ausdruck. Zunéchst einmal ist dadurch
lediglich eine formale Umschreibung des 2-Teilchen—Terms auf der rechten Seite der
Bewegungsgleichung (18.20) erfolgt. Auf der Vorstellung von Stéflen zwischen den
Teilchen aufbauend wollen wir nun Néherungen fiir (0f/0t)s; entwickeln. Diese Vor-
stellung soll die Voraussetzung einschlieflen, dal das betrachtete thermodynamische
System hinreichend verdiinnt ist, so daf} sich die Teilchen zeitlich {iberwiegend wie
unabhéngige, also nicht—wechselwirkende Teilchen bewegen und durch 2-Teilchen—
Stofle nur von Zeit zu Zeit in neue Bahnen geraten. Wir fiihren den Begriff der
Stofszeit T ein. Dieses soll die mittlere Zeit zwischen zwei Stoflen eines Teilchens
sein. Unsere grundlegende Annahme ist, dafl die Stofizeit grofi gegeniiber der Dauer
eines Stofles ist. Die Dauer eines Stofles ist diejenige mittlere Zeit, wéhrend derer
sich zwei Teilchen so weit annéhern, daf} ihre gegenseitige Wechselwirkung W (r) den
Bewegungsablauf wesentlich beeinflufit.

Mit der Voraussetzung hinreichend verdiinnter Systeme wird eine zweite Annahme
gerechtfertigt, die wir bisher ohne Diskussion gemacht haben: geméfi der Hamilton—
Funktion in (18.11) sollte die Wechselwirkung zwischen den Teilchen als Summe iiber
Wechselwirkungen von je zwei Teilchen darstellbar sein. Bei hheren Dichten konnen
auch Wechselwirkungen zwischen drei und mehr Teilchen vom Typ Wias, Wiasy, . ..
auftreten, vgl. Abschnitt 15.5. Aber selbst dann, wenn nur Wechselwirkungen Wi,
zwischen je zwei Teilchen auftreten, kommt es zu Korrelationen zwischen drei und
mehr Teilchen, die in der Hierarchie der Bewegungsgleichungen durch 3-Teilchen—
Verteilungsfunktionen usw. dargestellt werden. Auch solche Korrelationen zwischen
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mehr als zwei Teilchen sollen in den folgenden Uberlegungen unberiicksichtigt blei-
ben.

StoBe zwischen Teilchen spielen die entscheidende Rolle bei der Einstellung eines
thermodynamischen Gleichgewichts, und zwar sogar in idealen Systemen, in denen
die Teilchen als unabhéngig, also als wechselwirkungsfrei angenommen werden. Die
rigorose Konsequenz dieser Annahme wiirde in hinreichend grofien Systemen, also
im thermodynamischen Limes bedeuten, dafl die Teilchen sich fiir beliebig lange
Zeiten ungestort auf ihren urspriinglichen Bahnen bewegten. Eine bestimmte An-
fangspriparation des Systems konnte niemals in ein thermodynamisches Gleichge-
wicht gelangen, in dem die Geschwindigkeiten der Teilchen der Maxwell-Boltzmann—
Verteilung geniigten. Die Einstellung einer solchen Verteilung verlangt offensichtlich,
daf} die Teilchen untereinander Impuls und Energie austauschen. Das ist jedoch nur
bei Anwesenheit von Wechselwirkungen zwischen ihnen méglich. Natiirlich tragen
auch Winde, die nicht ideal reflektieren, zur Einstellung des thermodynamischen
Gleichgewichts bei, doch ist deren Einflufl im thermodynamischen Limes beliebig
klein.

In idealen Systemen ist die Annahme hinreichend, dafl das thermodynamische
Gleichgewicht lediglich existiert, wihrend wir fiir die Zielsetzung dieses Kapitels
auch den Einflufl der Wechselwirkung auf die Dynamik der Teilchen bené6tigen. In-
dem wir nun an der Vorstellung der Rolle der Stéfie, beschrieben durch (9f/0t)s;
auf der rechten Seite der Boltzmann-Gleichung (18.22), bei der Einstellung des
thermodynamischen Gleichgewichts festhalten, formulieren wir die folgende Relaza-
tionszeitnéiherung fiir (Of /0t) s

, (18.23)

Of(ri.p,t)\  _ f(ripit) = fo(ri,py)
ot StN T

worin 7 die sogenannte Relarationszeit und fo(ry, p;) die entsprechende 1-Teilchen—
Verteilungsfunktion des Systems im thermodynamischen Gleichgewicht ist. Die Be-
wegungsgleichung (18.20) lautet damit

o p 0 0 flri,py.t) — folry, py)
87 R t) = — . 18.24
(at + e + 161)1) f(r1,py, 1) - (18.24)

Die physikalische Bedeutung der Relaxationszeitndherung erkennen wir, wenn wir
diese Gleichung fiir verschwindende &uflere Kraft F'; = 0 l6sen. Da fiir f = f; die
rechte Seite, also auch die linke Seite verschwindet, setzen wir g := f — fo und
erhalten
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0 p 0 9(r1. Py, t)
SR o N SR AR LY < 1L2N 18.2

Wie sich leicht bestitigen la83t, lautet die allgemeine Losung dieser Gleichung

Dy —t/T
1, ,tzh(r——t, )e ,
g(ri,py, 1) LT Dy

worin h(ry,p,) eine beliebige Funktion von r; und p, ist, die wir auch durch die
Anfangsverteilung g(71, p;,0) zur Zeit ¢ = 0 ausdriicken konnen:

g(ri.pyt) =g (n - %tapl, 0) e '/, (18.26)

Die Relaxationszeitndherung beschreibt also, dafi sich eine beliebige Anfangsver-
teilung zeitlich exponentiell in die Gleichgewichtsverteilung f = fy bzw. ¢ = 0
entwickelt, wenn keine dufleren Kréfte auftreten. Die Zeitskala 7, auf der diese Re-
laxation erfolgt, identifizieren wir nun der Groéflenordnung nach mit der oben ein-
gefithrten Stofizeit, weil ja in unserer physikalischen Anschauung die Haufigkeit der
Stofle die Geschwindigkeit der Anndherung an das thermodynamische Gleichgewicht
bestimmt.

Wir merken auflerdem an, dafl die Relaxationszeit im allgemeinen vom Impuls p,
in (0f(ry,p,,t)/0t)s; abhingen wird, bei Voraussetzung isotroper Verhiltnisse im
System jedoch nur von p; = |p,|, also 7 = 7(py). Natiirlich wiirde 7 auch vom Ort
r; abhingen, wenn das System rdumlich inhomogen ist.

Ein weiterer charakteristischer mikroskopischer Parameter in der Vorstellung der
Stofle zwischen Teilchen ist die mittlere freie Weglinge €. Sie ist definiert durch
¢ =vT, worin U die mittlere Geschwindigkeit der Teilchen ist. Die freie Wegléinge ¢
ist also die Strecke, die ein Teilchen im Mittel zwischen zwei Stoflen zuriicklegt. Fiir
die mittlere Geschwindigkeit wird oft die hdufigste Geschwindigkeit gesetzt. Diese
berechnen wir aus der Maxwell-Boltzmann—Verteilung fiir v = |v|:

2
o)~ exo (<517

Der Faktor 2 folgt aus d*v = 47 v?dv beim Ubergang zu Kugelkoordinaten. Die
obige Funktion fy(v) besitzt ein Maximum bei 7 = /2T /m, so da8
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(=== (18.27)

Ebensogut hétten wir 7 aber auch aus der mittleren Energie (E) = 37T /2 bestimmen
kénnen,

v = = =

@ 2m (E) 3T

9

und héitten einen quantitativ etwas anderen Zusammenhang zwischen ¢ und 7 er-
halten. Das weist darauf hin, dafl wir die Parameter 7 und ¢ tatsichlich nur im Sinn
von Groflenordnungen interpretieren diirfen.

18.4 Transporttheorie

Die sehr grobe Relaxationszeitndherung (18.24) der Boltzmann—Gleichung fiihrt be-
reits zu einer sehr einfachen Version einer Transporttheorie. Es sei x(r,p,t) eine
physikalische Eigenschaft pro Teilchen, die durch die thermische Teilchenbewegung
im Nichtgleichgewicht transportiert wird. Dann ist offenbar

Jy(r.t) = /d3p%x(r,p,t) f(r.p,t) (18.28)

die mittlere Flufidichte, also die in J—-Richtung pro Fldche und pro Zeit transportier-
te Menge von x am Ort r zur Zeit t. Zum Verstédndnis von (18.28) sei auf die vollig
analoge Konstruktion zur Herleitung des Druckes im Abschnitt 18.1 verwiesen. Dort
wurde Impuls transportiert, hier die Grofle .

18.4.1 Elektrische Leitung

Die Teilchen des Systems sollen eine elektrische Ladung e pro Teilchen tragen. Trans-
portiert wird auch elektrische Ladung, also y = e. Die elektrische Stromdichte lautet
also geméf (18.28)

Jo(r.t) = /d?’p%ef(r,p,t). (18.29)
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Die 1-Teilchen—Verteilungsfunktion f(r,p,t) berechnen wir aus der Relaxations-
zeitndherung (18.24) der Boltzmann—Gleichung. Die dufiere Kraft auf das Teilchen
ist F = e E, worin E ein angelegtes elektrisches Feld ist. Wenn dieses homogen ist,
erwarten wir, dal f(»r, p,t) auch nicht vom Ort » abhéngt. Aulerdem sind wir nur
am stationédren Zustand interessiert, fiir den df /9t = 0. Die Boltzmann—Gleichung
lautet in unserem Fall also

(18.30)

Wir setzen wieder g = f— fy. Wir wollen nun ¢ in niedrigster Niherung im angelegten
elektrischen Feld E bestimmen. Da auf der linken Seite von (18.30) bereits E als
Faktor steht, kénnen wir dort in niedrigster Ndherung f durch fy ersetzen,

0fo _ 9
eE == (18.31)
woraus
(p) = —eTE — fo(p) (18.32)
g\p o 10\P :

folgt. Dieses Ergebnis setzen wir in (18.29) fiir die elektrische Stromdichte ein. Dabei
wollen wir zunéchst annehmen, dafl die Relaxationszeit 7 nicht vom Impulsbetrag
p = |p| abhéngt. (Den Fall 7 = 7(p) werden wir unten diskutieren.) Da im Gleich-
gewicht fiir E = 0 kein Strom flief}t, erhalten damit

J. == /d3ppg(p) = —e% /d3pp (E%fo(p)>- (18.33)

L= —
m
Die weitere Rechnung fiihren wir in Komponentenschreibweise unter Verwendung

der Summationskonvention jetzt fiir die kartesischen Indizes a,f3,... durch. Mit
einer partiellen Integration wird

d fo (P)

er
Joo = ——/d3 o EBg ———=
m PPa Bp Opg

e’r dp
= — [ dPp = E
m / p Ops fo(p) Es

2 2
= =L [ @ folp) B = = B, (18.34)
m

m
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vgl. (18.2), worin ¢ = N/V wieder die Dichte ist, hier die Dichte der Ladungs-
trager. Unsere sehr einfache Transporttheorie fiihrt also auf eine spezifische elektri-
sche Leitfahigkeit

(18.35)

Diese ist diagonal, d.h., die Stromdichte J. ist parallel zum elektrischen Feld E,
was in einem isotropen thermodynamischen System natiirlich zu erwarten war. Au-
Berdem ist o ~ 7: die Leitfidhigkeit verhélt sich proportional zu der Zeit zwischen
zwei Stoflen, wihrend derer das elektrische Feld die Teilchen ungestort beschleu-
nigen kann. Die spezifische elektrische Leitfahigkeit ¢ ist ein phdnomenologischer
Koeffizient im Sinne des Kapitel 3.

Die letztere Diskussion zeigt auch bereits die Grenzen unserer Theorie auf. In der Re-
laxationszeitndherung wird der Beschleunigungsvorgang durch das elektrische Feld
abgebrochen, sobald ein Stof} erfolgt. Dadurch wird die Rolle der Stof3e iiberbewich-
tet. Wenn némlich etwa ein Stof} die Bewegungsrichtung des Teilchens nur wenig
aus der Feldrichtung ablenkt, dann bleibt zumindest ein Teil des Impulses aus der
Beschleunigung durch das Feld vor dem Stofi auch nach dem Stof} erhalten. Hinzu
kommt, dafl Teilchen durch Stéfle auch in die Feldrichtung hineingestreut werden
konnen. Beide Korrekturen liefern positive Beitrdge zur Leitfihigkeit o.

18.4.2 Impulsabhingige Relaxationszeit

Wenn die Relaxationszeit vom Impuls p abhéngt, in isotropen Systemen vom Im-
pulsbetrag p = |p|, also 7 = 7(p), dann schreiben wir statt (18.34)

dfo (p)
dps

62
T =0us By Oag == /dSppa 7(p) (18.36)

Mit

foD) = folp) ~ exp (— P’ )

2mT
6f0(p) _ afo(p) _ _p_ﬂ
305 = ps = mTfo(p)
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erhalten wir weiter

62

m2T

Oap =

| @paps () o) (18.37)

Fiir o # 3 verschwindet das Integral, weil der Integrand dann jeweils in p, und pg
ungerade ist. Fiir a = 3, z.B. a = =1 wird

o2
3m2T

[ Eonte) o) = [ &0 7() folp). (18.38)

m

011 =

weil p> = p? + p3 + p3 und das Integral mit dem ansonst rotationsinvarianten In-
tegranden 7(p) fo(p) nicht von der Koordinatenrichtung in p? abhingen kann. Also
gilt allgemein

o2
3m2T

[ Epp* ) o) (18.30)

Oap = 0030, o=
Das Integral konnen wir auch durch den Mittelwert (p® 7(p)) ausdriicken:

) [ &pp*r(p) folp)
e e

% / d*pp® 7(p) fo(p).

AuBlerdem verwenden wir (p?/(2m)) = 3T /2 bzw. (p?*) = 3m T. Damit kénnen wir
(18.40) umschreiben in

e L)) (18.40)

m (p?)

Die spezifische elektrische Leitfdhigkeit o hat dieselbe Form wie in dem Ergebnis
(18.35) fiir konstante Relaxationszeit 7, allerdings mit einem speziell gemittelten 7.

18.4.3 Ziahigkeit

Das Phéanomen der Zahigkeit bzw. Viskositédt hatten wir bereits im Abschnitt 3.8.2 in
unsere Uberlegungen eingefiihrt. Darunter sollte der Transport von Impuls zwischen
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Bereichen einer Fliissigkeit mit einer unterschiedlichen makroskopischen Geschwin-
digkeit u verstanden werden. Das makroskopische Stromungsfeld u iiberlagert sich
der thermischen Geschwindigkeit zur Gesamtgeschwindigkeit v. Fiir deren Mittel-
wert erhalten wir nun aber einen nichtverschwindenden Wert (v) = u.

Ein rdumlich homogenes makroskopisches Geschwindigkeitsfeld w wiirde an
dem thermodynamischen Zustand nichts &ndern, weil es durch eine Galilei-
Transformation eliminiert werden kénnte. Wir setzen deshalb voraus, dafy das Ge-
schwindigkeitsfeld tatséichlich ortsabhéngig ist, u = u(r), also einen nichtverschwin-
denden Gradienten besitzt. Das ist fiir einen speziellen Fall in der Abbildung 18.1
dargestellt: das Geschwindigkeitsfeld hat dort die z—Richtung, v = u, e,, jedoch
soll u, von z abhéngen: u, = u,(z). Eine solche Situation entsteht z.B. bei der
Stromung durch ein Rohr: am Rand haften die Teilchen an der Rohrwand und ha-
ben dort keine makroskopische Geschwindigkeit, in der Mitte des Rohres ist dagegen
die makroskopische Geschwindigkeit der Teilchen maximal.

Y

Y

Abbildung 18.1: Geschwindigkeitsfeld u, in x-Richtung mit einem Gradienten in
z-Richtung.

Wir erwarten in der Situation der Abbildung 18.1, dal Impuls gegen die Richtung
des u,—Gradienten transportiert wird, also in positiver z—Richtung. Die transportier-
te Eigenschaft pro Teilchen ist die z-Komponente des thermischen Teilchenimpulses
m (v, — u,), nicht etwa muv,, weil u, bzw. mu, als von auflen vorgegeben zu be-
trachten ist. Sie wird jedoch in z-Richtung mit der Geschwindigkeit v, — u, = v,
transportiert, weil u, = 0. Die entsprechende Stromdichte lautet also

Jys = m /d% (0s — uz) v, f(7,0,1). (18.41)

Wir benutzen fiir die folgenden Uberlegungen als Variable die Geschwindigkeit statt
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des Tmpulses, weil sich das als bequemer herausstellen wird. (Der Index p steht fiir
ImpulsfluB.)

In der Boltzmann-Gleichung (18.24) fiir die Verteilungsfunktion tritt auf der linken
Seite jetzt keine duflere Kraft F auf, dafiir jedoch eine Ortsabhéngigkeit 0 f/0r # 0,
bzw. hier df /0z # 0. Wenn wir uns wieder auf den stationéren Zustand beschrinken,
df /ot = 0, haben wir also

p: Of _
m 0z

J (18.42)
.

mit g = f — fo zu 16sen. Wir beschrinken uns auch wieder auf die lineare Niherung
im Gradienten 0/0z, so dafi wir auf der linken Seite f durch fy ersetzen kénnen.
In fy miissen wir jedoch beriicksichtigen, dafl nicht die gesamte Geschwindigkeit v,
sondern nur die Differenz dv = v — u =: U der Maxwell-Boltzmann—Verteilung
geniigt, in unserem Fall also

m

2T

fo ~exp (—% U2> = exp

(0 = un)® + 0 + 02)} . (18.43)
Damit wird

%_ dfy Ouy,  mU, , Ou,

= — = 18.44
0z oU, 0z T 05 (18.44)
eingesetzt in (18.42)
mT ou,,
= T, , 18.45
g T Jo 92 ( )

weil v, = U,. Wir setzen dieses Ergebnis in (18.41) ein und erhalten fiir die Impuls-
stromdichte (fiir eine konstante Relaxationszeit )

mT O,
Jp,xz = m /d3UUx U. <f0— TUag szO) E

8ux__ ou,,
oz 1oz

2
- I [evuzoz g

(18.46)

Die Integration von U, U, iiber f, liefert keinen Beitrag, weil f, sowohl in U, als
auch in U, gerade ist. Wie zu Beginn erwartet, erhalten wir also einen Impulsfluf}
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gegen die Richtung des Geschwindigkeitsgradienten Ou,/dz, und zwar wegen der
linearen Ndherung auch proportional zu dem Gradienten. Der Koeffizient

2
=y /d3U U2U? f, (18.47)

’[”:

ist wie die spezifische elektrische Leitfahigkeit o ein phdnomenologischer Koeffizient
im Sinne des Kapitels 3 und heifit Zdhigkeitskoeffizient, wie bereits im Abschnitt
3.8.2 eingefiihrt. Seine explizite Berechnung gelingt am einfachsten, wenn wir gemaf
(18.44) (mU,/T) fo = —0fy/0U, einsetzen und partiell integrieren:

N = —mT/dSUUfoaag;

- mr/d3UU3f0

= 27c <%U3> =r1cT. (18.48)

In dieser Rechnung haben wir den Gleichverteilungssatz ((m/2) U?) = T'/2 benutzt
und beachtet, dal fo = fo(U) wie fo(p) in (18.2) auf die Dichte ¢ = N/V normiert
ist. Aus denselben Griinden wie o ~ 7 ist auch n ~ 7. In beiden Ergebnissen (18.35)
fiir o und (18.48) fiir n konnen wir keine Aussagen iiber die Temperaturabhéingigkeit
machen, weil die durch ein reines Plausibilititsargument eingefiihrte Stofizeit noch
von der Temperatur abhéngen kann. Fiir das Verhéltnis n/o erhalten wir

Z - gT. (18.49)

18.5 Stoflintegral

Wie wir bereits bemerkt hatten, ist die Relaxationszeitndherung (18.24) der
Boltzmann—Gleichung (18.22) eine sehr grobe N#herung. In diesem Abschnitt wol-
len wir einen Ausdruck fiir die durch St6fle zwischen den Teilchen bedingte zeitliche
Anderung (0f /0t)s; der 1-Teilchen—Verteilungsfunktion aus der mikrodynamischen
Beschreibung von Stéflen entwickeln, der gegeniiber der Relaxationszeitnédherung ei-
ne erheblich verbesserte Theorie darstellt, allerdings auch nicht exakt sein kann, weil
eine exakte Theorie, wie wir im Abschnitt 18.2 gesehen haben, unvermeidlich auf
die Hierarchie von Bewegungsgleichungen fiihrt.
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18.5.1 Beschreibung von Stéflen

Wir beginnen mit der Feststellung, daf§ fiir einen Stofl Impulserhaltung gilt:

P, + Py = py + Db (18.50)

Hier bezeichnen p,, p, bzw. p, p,, die Impulse der beiden stolenden Teilchen 1 und
2 vor bzw. nach dem Stoff. Wir nehmen weiter an, daf§ die Teilchen keine inneren
Anregungszustéinde besitzen, so dafl der Stofl auch elastisch ist. Dann gilt auflerdem
Energieerhaltung:

pi  P3 _ PY | PY
2m  2m  2m  2m’

(18.51)

Wir beschreiben das Stofigeschehen in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten:

1
R:: -— = —
i (mq1 71 + maTa), =17 — To,
1
P :=p, + p,, p::M(mgpl—mlpg):u(vl—vg),
2 2 2 2
D7 b5 P 4
E= = — 4+ — 18.52
2m1+2m2 2M+2,u’ ( )

worin M = my + my die Gesamtmasse und p = my; mo/M die reduzierte Masse ist.
Fiir gleiche Massen m; = my = m wird M = 2m und u = m/2. Die Beziehungen
(18.52) gelten gleichlautend fiir die gestrichenen Groflen nach dem Stoff. Impuls— und
Energieerhaltung driicken sich nun durch P = P’ und E = E’ aus, bzw. letztere
durch

P2 2 P’2 12
R S (18.53)

dm  m  4m m

Mit P = P’ folgt daraus p® = p’? oder auch |p| = |p'|. Das gesamte Stofigeschehen
besteht also in einer Richtungsdnderung des Relativimpulses p — p’ bei ungeidnder-
tem Betrag. Diese Richtungsidnderung wollen wir im folgenden durch die sphérischen
Winkel 6 und ¢ (Winkel in Kugelkoordinaten) relativ zur Richtung von p vor dem
Stofl beschreiben. Das Stofigeschehen kann nicht vom Gesamtimpuls P abhingen,
weil dieser durch eine Galilei-Transformation eliminert werden kénnte.
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Es sei nun I der Fluf}, d.h., die Anzahl von Teilchen die sich pro Flidche und pro
Zeit mit dem Relativimpuls p aufeinander zubewegen. Wir konnen die Auswirkung
der Stofle auf den Teilchenflul auf verschiedene Weisen beschreiben. Wir definieren
Q(py, P, — Py, pb) dadurch, daBl I Q(p,, p, — P}, pb) d*p| d®p,, der FluB derjenigen
Teilchen sein soll, die sich mit den Impulsen p; und p, aufeinander zubewegen und
nach dem Stofi ITmpulse p} und p) in den Impulsraumelementen d®p} bzw. d3p)
besitzen. Wie wir soeben begriindet haben, ist Q(p;, py — D}, P5) = 0, wenn nicht
P = P' und E = E'. Wir kénnten also auch

Q(p,p2 = p1,py) = 8% (P = P') 6(p— 1) Q(p. 0. ), (18.54)

schreiben, worin 6®)(...) die 3-dimensionale Diracsche §-Funktion fiir vektorielle
Argumente ist und p = |p|, analog p’. Wir werden im folgenden aber vorwiegend bei
der Schreibweise auf der linken Seite von (18.54) bleiben.

Q(p,, p, — D). pb) besitzt Symmetrie-Eigenschaften, die wir in den folgenden Uber-
legungen bendtigen werden. Da die mikroskopische Dynamik invariant gegen Zeit-
umkehr, d.h., gegen Bewegungsumkehr ist, gilt mit unserer obigen Definition fiir

Q(p17p2 — pllapl2)7 daﬁ

Q(py. po — PL, Ph) °py Py = Q(—pY. =Py — —p1. —py) &°p1 dPpa. (18.55)

Nun gilt d*p; d®py = d®p d*pl,, denn die Funktionaldeterminante der Transformation
(18.52) (in der Version mit my = ma),

1
P =p, + p,, Pzi(P1_p2)

hat, wie man sofort bestétigt, den Wert 1. Da diese Transformation gleichlautend
auch fiir die gestrichenen Grofien gilt, ist die obige Behauptung bewiesen. Also folgt
aus (18.55)

Q(p1, P> — P}, Py) = Q(—Py, —P> = —P1, —Ps). (18.56)

Aus der Invarianz der mikroskopischen Dynamik gegen Raumspiegelung » — —r
folgt weiter, daf3

Q(—py, —py — —P1, —P5) = Q(Py, Py — P1. P3). (18.57)



18. DIE KINETISCHE THEORIE 425

Wir kénnen (18.56) und (18.57) zusammenfassen zu

Q(p1, Py = P}, Ds) = Q(Py, Py — Py, Dy). (18.58)

Der Stof§ py, p, — P}, p5 und der dazu inverse Stofl p}, p, — p;, P, haben dieselben
Streueigenschaften.

18.5.2 Der Stofiterm

Wir wollen eine Bilanz fiir die zeitliche, durch Sté8e bedingte Anderung der Anzahl
f(r1,py,t) @ry dp; der Teilchen im 1-Teilchen-Phasenraumelement d®r; d®p; auf-
stellen. Wir beginnen mit dem Verlust solcher Teilchen durch St6fle an anderen, mit
dem Index 2 gekennzeichneten Teilchen im Zeitintervall dt. Dieser Verlust setzt sich
aus den folgenden Faktoren zusammen:

1. Fluf} der Teilchen 1, die sich mit der Relativgeschwindigkeit |v; — vo| auf die
streuenden Teilchen 2 zubewegen:

|Ul - 102‘ f(rlvplat) d3p1-

2. Anteil der Teilchen 1, die in dem obigen Flufl wihrend der Zeit dt Streupro-
zessen py, P, — P}, Py in die Impulsraumelemente d3p) d®p), unterliegen:

Q(py1, Py — D, Ph) d°p) d*ply dt.

3. Da der unter 2. genannte Anteil nur pro streuendem Teilchen 2 gez&hlt ist,
muf} noch mit der Anzahl von streuenden Teilchen 2 im Volumenelement d3r,
und mit Tmpulsen d®p, (vor dem Stof), also mit

f(r17p2a t) d37"1 d3p2

multipliziert werden. Hier ist tatséichlich dasselbe Volumenelement d®r; wie bei
den einfallenden Teilchen 1 zu wahlen, weil diese nur von denjenigen Teilchen 2
gestreut werden kénnen, die sich in demselben Volumenelement d®r; befinden.

In diesen Faktoren treten die Impulsraumelemente d®p,, dp), dp), auf. Da aber
ausschlieBlich der Verlust der Teilchen 1 aus d®r; und d3p; berechnet werden soll,
und zwar fiir alle erlaubten p,, p}, p5, ist iiber diese Impulse noch zu integrieren.
Auf diese Weise erhalten wir
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0
(E) f(rla Dy, t) d37“1 d3p1 dt =

St—
= —/d3p2 /d3p'1 /dBp’g |v1 — v2| Q(Py, Po — P, Ph) X
X f(/rlapla t) f('rlap% t) d3’l“1 d3p1 dt

bzw.

<%> frip,t) =

St—
= —/d3pz /d3p’1 /d3p’2 [v1 — v2| Q(p1, Po — P, Ph) ¥
Xf(rlaplvt) f(r17p2at)' (1859)

Hierin bedeutet (0f/0t)s;— den Verlust von Teilchen aus f(rq,p;,t) durch Stofe.
Ganz analog tritt durch Sté8e p!, py, — p,, p, ein Gewinn von Teilchen in f(ry, p;,t)
auf. Um den entsprechenden Ausdruck (9f/0t)s;; zu erhalten, miissen wir also auf
der rechten Seite von (18.59) die Rollen der ungestrichenen p;, p, mit denen der
gestrichenen pf, p), vertauschen:

)
. f(’rlaplat) =
(875 St+
=+ [ & [0 [ drhlor— sl QLB = Py p2) X
X f(’rlapllat) f(lrlaplzat)- (1860)
Wegen |p; — py| = |p} — ph| bleibt |v; — vy| ungedndert. Jetzt benutzen wir die

Symmetrie-Eigenschaft (18.58) fiir den inversen Stofl und fassen die beiden Beitrige
(18.59) und (18.60) zum vollstandigen Stofiterm zusammen:

0
<§>Stf(r1,p1at) =
= [ dpa [ &5, [ @) o1~ 02l Q(pr.py = B p3) x
X [f(’rlapllat) f(/rlapl%t) - f(’rlaplat) f(rlap2ﬂt)] (1861)
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Einsetzen in die Boltzmann—Gleichung (18.22) ergibt

0 p 0 0 =
d

= [ [ 0y [ dphlor = val Q(pr. Py — ph.BY) X
X [f(rlvpllat) f(rlvpl%t) - f(rlvplat) f(r17p2at)] ) (1862)

auch als Boltzmann-Gleichung im engeren Sinn bezeichnet.

18.5.3 Die Voraussetzung des ”molekularen Chaos”

Das Produkt der 1-Teilchen—Verteilungsfunktionen f(7r1,py,t) f(7r1,p9,t) im
Verlust-Term des Stoffintegrals in (18.62) kam dadurch zustande, dafi der Verlust
von Teilchen mit Orten 7y in d®r; und Impulsen p, in d*p; sowohl proportional zur
Anzahl solcher Teilchen wie auch proportional zur Anzahl von streuenden Teilchen
am gleichen Ort 7y in d®ry, jedoch mit Impulsen p, in d®p, ist. Selbstversténdlich sind
die Anzahlen dieser Teilchen, zumal an demselben Ort 71 in d®r;, nicht unabhéngig
voneinander, d.h., miteinander korreliert. Das bedeutet, dafl wir korrekterweise die
2-Teilchen—Verteilungsfunktion f(ry, py, 71, Py, t) statt des Produktes der beiden 1-
Teilchen—Verteilungsfunktionen hétten verwenden miissen. Die analoge Feststellung
trifft natiirlich auf den Gewinn—Term zu. Die korrekte Form von (9f/0t)s; lautet
also statt (18.61)

)
as f(rlaplvt) =
(@),
= /d3pz /d3p’1 /d3p’2 01 — 03| Q(Py, Py — P, Ph) X
X [f('rlaplla ’rlapIQat) - f(’rlapla Tl,pg,t)] : (1863)

Damit ist die Boltzmann—Gleichung (18.22) jedoch keine geschlossene Gleichung
mehr fiir die 1-Teilchen—Verteilungsfunktion f(71,p;,t), sondern von der Struktur
her vergleichbar mit der exakten Bewegungsgleichung (18.20), in der ebenfalls die
1-Teilchen—Verteilungsfunktion an eine 2-Teilchen—Verteilungsfunktion koppelt. Die
Zielsetzung dieses Abschnitts war es aber gerade, eine geschlossene Gleichung fiir
f(r1,py,t) zu gewinnen, die allerdings iiber die sehr grobe Relaxationszeitndherung
hinausgehen sollte. Die Ndherung
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f(rlap17r17p2at) ~ f(rlvplat) f(rlap27t)a (1864)

entsprechend fiir f(ry, p}, r1, b, t), erweist sich also als unverzichtbar, um diese Ziel-
setzung zu erreichen. Sie besagt, daf§ gestreute und streuende Teilchen am gleichen
Ort 7y in d3r; als unkorreliert angenommen werden sollen. Formal ist diese Niherung
identisch mit (18.21), die uns zu der Molekularfeld-Beschreibung fiihrte und fiir die
Zielsetzung dieses Kapitels unbrauchbar war. Allerdings wird die Ndherung (18.64)
in einem Ausdruck durchgefiihrt, der bereits eine dynamische Beschreibung der Stof-
vorginge darstellt. Sie geht deshalb in ihren Konsequenzen iiber die Molekularfeld—
Néherung (18.21) in (18.20) hinaus. In diesem Zusammenhang wird (18.64) auch als
die Voraussetzung des molekularen Chaos bezeichnet: im Ablauf des Stofivorgangs,
der iiberhaupt schon eine Wechselwirkung zwischen einzelnen Teilchen voraussetzt,
sollen sich die beteiligten Teilchen unkorreliert bzw. ”chaotisch” verhalten®.

18.6 Das Boltzmannsche H-Theorem

Gegenstand dieses Abschnitts ist das thermodynamische Gleichgewicht als Losung
der Boltzmann-Gleichung. Damit das durch eine Boltzmann-Gleichung beschrie-
bene thermodynamische System iiberhaupt ein thermodynamisches Gleichgewicht
erreichen kann, diirfen im allgemeinen keine dufleren Krifte auftreten. Wir setzen
also in (18.62) F; = 0. Es diirfen in dem System auflerdem auch keine Gradi-
enten auftreten, z.B. von auflen aufgeprigte Gradienten der Temperatur oder der
Dichte. Wir kénnen dann annehmen, daf§ die 1-Teilchen—Verteilungsfunktion auch
nicht mehr vom Ort abhéngt, d.h., die Form f = f(p,t) besitzt. Sie muf} also die
Boltzmann—Gleichung

0
f(a’i’t) B /d3p2 /d?’p'l /d3p§ [v1—v2| Q(Py1, Py — P1.P5) [fi fs — f1 fo] (18.65)

erfilllen, worin wir die Abkiirzungen f; = f(p;,t), fi = f(p},t) und entsprechend
fiir fo, f3 verwendet haben.

Die 1-Teilchen—Verteilungsfunktion des thermodynamischen Gleichgewichts muf
nun eine Losung von (18.65) fiir 0f /0t = 0 sein; wir bezeichnen sie mit fo1 = fo(p;),
entsprechend auch fy, usw., so daf}

4” Chaotisch” ist hier nicht zu verwechseln mit dem Begriff des Chaos in der Nichtlinearen Dyna-
mik. Diese Bemerkung schlief3t nicht aus, dafl molekulares Chaos durch deterministische chaotische
Eigenschaften nichtlinearer Systeme verursacht sein kénnte.
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/d3p2 /d3p'1 /d3p'2 [v1 — 02| Q(P1, Py — P1.PL) [for foo — for foo] =0 (18.66)

erfiillt sein mufl. Wir wollen nun zeigen, daf die Losung fqo(p) von (18.66) notwen-
digerweise die Bedingung

f(’n f(’)z — for fo2 =0 bzw. fO(Pi)fO(Plz) = fo(p1) fo(p2) (18.67)

erfiillen mufl. Aus (18.66) folgt lediglich, daf diese Bedingung hinreichend ist. Wir
fiihren den Nachweis fiir die obige Behauptung durch Einfithrung des Boltzmann-
schen H-Funktionals

- /d3p1 F(po, ) In f(py.1). (18.68)

Wir berechnen dH/dt, indem wir die Botzmann-Gleichung (18.65) benutzen:

dH(t) /d3 L(lnﬂpl,)m

di
= /d3p1 /d3pz /d3p'1 /d3p’2 |v1 — v2| Q(Py, Py — DY, Ph) X
X [fifs = fi fo] In fi + 1]. (18.69)

Da in (18.69) iiber alle Impulse p,, p,, p}, p) integriert wird, kénnen wir den Inte-
granden beziiglich der Indizes 1 und 2 symmetrisieren. Dabei dndert sich Q(p,, py, —
P}, ph) nicht, und die Kombination f{ fi — f1 fo ist bereits symmetrisch beziiglich
1 <+ 2. Wir erhalten also

dH (t
B = 2 [ [ [ i [ @i lor = vl Qprps BB

dt
X [fifs = f1fo] [In(f1 f2) +2]. (18.70)

Wir fiihren eine weitere Symmetrisierung durch, und zwar beziiglich der Vertau-
schung der Paare p,,p, und p},p,. Wenn wir diese Vertauschung im Integral in
(18.70) ausfithren, geht der Sto} p;,p, — P}, PS5 in den inversen Stof} iiber und
geméf (18.58) dndert sich Q(p;, p, — P}, Py) dabei nicht. Dagegen &ndert die Kom-
bination fi f3 — fi fo ihr Vorzeichen. Wir erhalten also aus (18.70)
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dH(t 1
dH(t) _ - /d3p1 /d3p2 /d3p’1 /d3p’2|vl—v2|Q(p1,p2—>p’17p’2) X

dt
X [fifa = fufol In(fi f2) +2]. (18.71)

Durch Addition von (18.70) und (18.71) erhalten wir die erwiinschte Symmetrisie-
rung gegen p;, P, <> pi, Pa!

dH (t 1
J — 1 /d3p1 /d3p2 /d3p'1 /d3pl2\’01—vg|Q(p1,p2 %P’uplz) X

dt
x [fi fo = fu fo] MIn(fy fo) —In(f1 f3)]. (18.72)

Die Kombination der Verteilungsfunktionen f, fo, f{, f5 im Integranden ist vom Typ
F(a,b) = (a—b) (Inb—Ina). Wie man sofort bestitigt, ist F'(a,b) <0, und F'(a,b) =
0 genau dann, wenn a = b. Da

"Ul - ’02‘ Q(plaPQ — p’lapl2) > 0

fiir alle Stofle, die die Erhaltung von Impuls und Energie erfiillen, vgl. Abschnitt
18.5.1, folgt also, dafl dH(t)/dt < 0, und dH(t)/dt = 0 genau dann, wenn (18.67)
erfiillt ist. Da jedoch im Gleichgewicht nicht nur df /0t = 0, sondern als Folge dessen
auch dH(t)/dt = 0 ist, stellt (18.67) wie behauptet eine notwendige Bedingung fiir
das Gleichgewicht dar.

Wir schreiben (18.67) in der Form

In fo(p) +In fo(p3) = In fo(py) + In fo(py) (18.73)

und schlieen daraus, daf In fo(p) eine Erhaltungsgrofie beziiglich des Stofies zwi-
schen zwei Teilchen ist. Aus unseren Uberlegungen im Abschnitt 18.5.1 wissen wir,
daf dafiir nur der Impuls p und die Energie p?/(2m) in Betracht kommen. Da
In fo(p) ein Skalar ist, muf} es also eine skalare Kombination aus p und p?/(2m)
sein,

2
In fo(p) = —ap -4 P + const,
2m
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die wir immer auch in die Form

(p—p)

In fo(p) = = S

2
+ const bzw. fo(p) ~ exp [—ﬁ %1 (18.74)

bringen kénnen. Den fiir alle Teilchen konstanten Impuls p; kénnen wir durch ei-
ne Galilei-Transformation eliminieren. Damit fq(p) in (18.74) normierbar ist, muf}
B > 0 sein. Dafi § = 1/T miissen wir nun allerdings aus unseren fritheren statisti-
schen Uberlegungen, z.B. aus dem Gleichverteilungssatz schlieen, weil die Tempe-
ratur nicht direkt, sondern hichstens als Mittelwert (p?/(2m)) der Energie in der ki-
netischen Theorie auftritt. Damit erhalten wir dann aber wie erwartet die Maxwell-
Boltzmann—Verteilung fiir die 1-Teilchen—Verteilungsfunktion fy(p) im Gleichge-
wicht.

Die Form des Boltzmannschen H-Funktionals in (18.68) erinnert an die statistische
Definition der Entropie im Kapitel 12. In der klassischen Version lautet sie, erweitert
auf eine zeitabhingige Phasenraumdichte p(q, p, t)

S =~ [ @2 pla.p.t) npla. 1), (18.75)

Bis auf das Vorzeichen unterscheidet sich H(t) von der Entropie dadurch, dafl es
nur die 1-Teilchen—Verteilungsfunktion f(p;,t) statt der vollen Phasenraumdichte
p(q,p,t) des N-Teilchen—Systems enthilt. Die Moglichkeit dieser Reduktion ergibt
sich daraus, dafl wir im Stoflintegral die dort eigentlich auftretende 2-Teilchen—Ver-
teilungsfunktion unter der Voraussetzung des molekularen Chaos durch das Produkt
von zwei 1-Teilchen—Verteilungsfunktionen angenéhert haben, vgl. die Diskussion im
Abschnitt 18.5.3. Im Rahmen dieser Naherung kénnen wir jedoch das Boltzmannsche
H-Theorem dH/dt > 0 als mit dem 2. Hauptsatz d.S/dt > 0 dquivalent betrachten.
Daf} hier der 2. Hauptsatz in der Version fiir isolierte Systeme auftritt, liegt daran,
dal wir nur die durch Stéfle bedingte Entropieéinderung ohne Beriicksichtigung der
Randbedingungen des Systems betrachten.

Ohne die Annahme des molekularen Chaos hitten wir unseren obigen Nachweis des
Boltzmannschen H-Theorems nicht fithren kénnen. Statt dessen wéren wir wieder-
um auf die Hierarchie der Bewegungsgleichungen gestoflen, die sich erst mit der
vollen Phasenraumdichte p(q, p,t) schlieit. Deren Bewegungsgleichung ist aber die
Liouville-Gleichung, die zeitlich reversibel ist und schon darum keine Zunahme der
Entropie erkliaren kann.
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18.7 Bilanzgleichungen

In diesem Abschnitt werden wir eine weitere Verbindung zwischen der kinetischen
Theorie dieses Kapitels und der phdnomenologischen Theorie des Kapitels 3 kennen-
lernen. Dort hatten wir Bilanzgleichungen fiir makroskopische Variablen thermody-
namischer Systeme formuliert, ndmlich fiir die Gesamtmasse, die Komponentenmas-
se, den Impuls, die innere Energie und die Entropie. Diese Bilanzgleichungen miissen,
mit Ausnahme der Entropie, eine mikrodynamische Basis haben, d.h., durch die Bil-
dung von Mittelwerten aus mikroskopischen Bewegungsgleichungen folgen. Das ist
die Zielsetzung dieses Abschnitts. Als mikrodynamische Formulierung wéhlen wir die
kinetische Theorie in der Gestalt der Boltzmann—Gleichung. Die Entropie entzieht
sich einem solchen Verfahren, weil sie eine ausschliefilich makroskopisch definierte
Variable ohne eine mikrodynamische Entsprechung ist.

Die Bilanz der Komponentenmassen liefert nur dann eine von der Bilanz der Ge-
samtmasse unabhéngige Aussage, wenn im System chemische Reaktionen auftreten.
In unserer Darstellung der kinetischen Theorie hatten wir aber nur elastische Stofe
zwischen den Teilchen eingeschlossen. Wir kénnen also von dieser Version der kine-
tischen Theorie keine Aussage iiber das makroskopische Verhalten aufgrund chemi-
scher Reaktionen erwarten und werden deshalb die Bilanz der Komponentenmasse
hier nicht diskutieren.

18.7.1 Explizite Bilanzgleichungen

Es sei x(r,p) eine Eigenschaft eines einzelnen Teilchens am Ort r und mit dem
Impuls p. Den Mittelwert von x(r, p) am Ort r gewinnen wir, indem wir mit der 1-
Teilchen—Verteilungsfunktion f(r, p,t) durch Integration iiber den Impuls p mitteln:

L fd3pX('r7p) f(’r,p,t) _ 1 3
(rp)) = = SR TS = [ @) frpt) (1876)

ist also der auf ein Teilchen bezogene mittlere Wert von x(r, p) bzw.

py(r.t) = /d3px(?ﬁp) f(r.p.t)=c(x(r,p)) (18.77)

die mittlere Volumendichte von x(r,p) am Ort r und zur Zeit ¢.

Um die oben genannten Bilanzen zu gewinnen, werden wir fiir x(r,p) die Masse,
den Impuls und die Energie eines Teilchens setzen, die Zeitableitungen von p, (7, %)
nach dem Schema
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9 9
5yu&i)=/d%xw4ﬂ5;ﬂnpi) (18.78)

bilden und fiir df (r, p,t)/0t die Boltzmann—Gleichung (18.62) verwenden.
Fiir die Variablen Masse, Impuls und Energie gilt nun, daf} sie bei einem Stof} zwi-

schen den Teilchen erhalten bleiben. Wenn wir also einen Stof§ p,,p, — p|,p, am
Ort r betrachten, so gilt

x(r,py) + x(r, ps) = x(r,py) + x(7, Ph). (18.79)

Fiir den Impuls und die Energie eines Teilchens hatten wir diese Eigenschaft im
Abschnitt 18.5.1 explizit formuliert, fiir die Masse ist sie offensichtlich, weil bei
einem elastischen Stof} sogar die Massen der Teilchen jeweils unverédndert bleiben.
Das bedeutet, daf§ der Stofiterm (0f(r,p,t)/0t)s: keinen Beitrag zu dp, /0t liefert,
bzw. dafl

/d3px(’r,p) (%)S f(r,p,t) =0. (18.80)

Den formalen Nachweis dieser unmittelbar einleuchtenden Aussage werden wir im
Anhang zu diesem Abschnitt fiihren. Wenn wir also die Boltzmann—-Gleichung in
der allgemeinen Form (18.22),

g p 0 g of(r,p.t)
9,p9 p? f) = (2Pt
<m+mm+ %>NWJ ( a ),

mit x (7, p) multiplizieren und iiber p integrieren, so erhalten wir

9)
d* =+——+F— t)=0 18.81
st (20w F o) =0, (ss)
und daraus weiter mit (18.78) die gewiinschte Aussage

0

9, 0
apx(’rat) + /d3p X(Tap) <% % + F %) f('rapat) = 0. (1882)
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Wir schreiben p/m = v =Geschwindigkeit. Unter Verwendung der Produktregel fiir
d/0or =V

V(xvf)=xvVf+(Vx)vf,

weil 7 und v unabhéngige Variablen sind, also V v = dv/dr = 0, wird

/d3va Vi=Vj - /d3p (V) f (18.83)

mit

= /d3vaf =c(xv), (18.84)

vgl. die Definition des Mittelwertes (...) in (18.76). Zur Vereinfachung der Schreib-
weise fithren wir die Argumente von f und x nicht mehr mit. Weiter formen wir
durch partielle Integration den anderen Beitrag im Integral in (18.82) wie folgt um:

/d?’pxF /d3 f. (18.85)

Dabei haben wir vorausgesetzt, dafi x F' f fiir |p| — oo verschwindet. Wir wollen
nun annehmen, daf} die angelegte duflere Kraft F' nicht vom Impuls p bzw. von
der Geschwindigkeit v abhingt, womit hier geladene Teilchen in einem &ufleren
Magnetfeld ausgeschlossen werden. Dann wird

Wir setzen diese Umformungen in (18.82) ein und erhalten

/d3 (ax +2—XF> (18.86)

also die Form einer expliziten Bilanzgleichung fiir die rdumliche Dichte p, (7, t). Die
allgemeine Form einer expliziten Bilanzgleichung hatten wir aufgrund von phédnome-
nologischen Uberlegungen im Abschnitt 3.6.1 gefunden. Tatséchlich erkennen wir in
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der Definition (18.84), daf j, (r,?) die Bedeutung einer FluBdichte der Eigenschaft x
besitzt. Der Transport von y erfolgt im mikroskopischen Bild durch die Teilchenbe-
wegungen mit der Geschwindigkeit v = p/m, iiber die mit der 1-Teilchen-Funktion
f(r,p,t) gemittelt wird. Die Terme auf der rechten Seite von (18.86) haben die Be-
deutung einer rdumlichen Dichte m, = m, (r, ) fiir die Erzeugung bzw. Vernichtung
der Eigenschaft y:

ﬂX:/d3p <g—§v+g—§F>:c<a—Xv+a—XF>. (18.87)

18.7.2 Bilanz der Gesamtmasse und substantielle Bilanz-
gleichungen

Wir wenden (18.86) auf die Masse an, indem wir x = m =Masse eines Teilchens
setzen. Dann wird p, = ¢m =: p die rdumliche Dichte der Masse, und

jo= [dpmof=cm@)=pu,  w={o)=" [dpuf  (88)

Hier ist u = w(r,t) die mittlere Geschwindigkeit am Ort r und zur Zeit t. Sie
ist offensichtlich als makroskopisches Geschwindigkeitsfeld aufzufassen. Wenn kein
solches makroskopisches Geschwindigkeitsfeld vorhanden ist, verschwindet das p—
Mittel iiber die mikroskopischen Geschwindigkeiten v = p/m.

Fiir x = m ist ferner dy/dr = 0 und dx/0p = 0, so daf die rechte Seite von (18.86)
verschwindet. Wir erhalten damit

O e )4V (ol 1) ulr. 1)) =0, (18.89

also die uns aus dem Abschnitt 3.6.2 bekannte Kontinuitétsgleichung bzw. den Er-
haltungssatz fiir die Gesamtmasse.

Im Abschnitt 3.6.2 im Kapitel 3 hatten wir auch gezeigt, daff zu der expliziten
Version (18.86) einer Bilanzgleichung die substantielle Version

do,
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gehort, worin o, = p, /p die auf die Masse bezogene Dichte der Eigenschaft x ist,
Jy =73, — pyuund

4_9 gu=9.,,.9
at ot T ot " oy

die von einem mit u mitbewegt gedachten Beobachter gemessene Zeitableitung ist.
(Es wurde die Summationskonvention, hier fiir § verwendet.) Wenn wir die obigen
Ausdriicke fiir p, und j, einsetzen, erhalten wir

x),  Jy=clxv)—c{x)u=c{x(v-u)) =c(xdv). (18.91)

1
oy = —
Y om

0v = v — u bezeichnet die mikroskopischen Fluktuationen der Geschwindigkeit. Die

Dichte m, fiir die Erzeugung und Vernichtung von x ist fiir die beiden Versionen
dieselbe.

18.7.3 Bilanz des Impulses
Wir erhalten die Bilanz des Impulses, wenn wir fiir x den Teilchenimpuls p = mv
bzw. seine a—Komponente einsetzen, also x = mv,. Dann wird
Pp,a = P Uq, Op,a = Uq,
jp,a:/)<vav>a Jp,a:p(<vav>_uau)-

V J, . driicken wir unter Verwendung der Summationskonvention aus:

_ 0Jpap

v Jp,a 8%

Jpap = p ((Vav5) — uq ug). (18.92)

Wenn wir die Schreibweise der Fluktuationen, év, = v, — u,, in die Definition von
Jp.ap einsetzen und (dv,) = 0 beachten, erhalten wir auch

Jp.ap = p (00, 0vg). (18.93)
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Wir miissen jetzt noch die Terme in m, = m, , auswerten. Es ist

Ix . 0(mu,) _
or° Oxg v =0,

weil v, und z3 unabhéngige Variablen sind, und

weil 0v,/0vs = 0ap-

Damit wird
ﬂX%ﬂpva:CFa:pfaa

worin wir die Kraft pro Masse f = F/m verwendet haben. Insgesamt lautet die
substantielle Bilanzgleichung fiir die a—Komponente des Impulses demnach

dua at]p’ag
p dt + al‘g

=0 fa. (18.94)

Sie stimmt tatsdchlich mit derjenigen aus der phdnomenologischen Theorie im Ab-
schnitt 3.8 iiberein, wenn wir den dort eingefiihrten Spannungstensor P,g mit J, 45
aus (18.93) identifizieren, also

Jpﬂg = Paﬂ =p <6Ua 5Ug>. (1895)

In isotropen, d.h. richtungsunabhéngigen Fliissigkeiten wird dieser aus Symmetrie-
griinden diagonal sein. Auflerdem ist dann ((dv;)?) = ((dv9)?) = ((dv3)?), insgesamt
also

Pas = £ 605 ((60)?).

Diese Struktur hat, wie wir aus dem Abschnitt 3.8.1 wissen, der Tensor P,z in
idealen Fliissigkeiten, in denen keine Z&higkeit aufttritt, nimlich P,3 = p d,p, worin
p der Druck ist. Durch Vergleich finden wir damit
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p =" ((0v)?). (18.96)

wIiD

Wenn wir nun noch geméfl dem Gleichverteilungssatz

m

2y 3
2 (pvp) = 5T

einsetzen, reduziert sich (18.96) auf die Zustandsgleichung p = (p/m) T = ¢ T idealer
Systeme.

Die obige Isotropie-Annahme schliefit von vornherein das Phénomen der Zihigkeit
aus, weil dieses nur beim Vorhandensein eines Gradienten eines makroskopischen
Geschwindigkeitsfeldes zustande kommt, durch den in dem System sogar zwei Rich-
tungen ausgezeichnet werden.

18.7.4 Bilanz der inneren Energie

Nach dem gleichen Schema wie fiir den Impuls finden wir jetzt zunéchst die Bilanz
der kinetischen Energie. Wir wihlen

m o _ M
2

X=5 (v —u)? = = (6v)2 (18.97)

Die betrachtete Teilcheneigenschaft ist also die kinetische Energie nur der Fluktua-
tionen, nicht jedoch die des makroskopischen Geschwindigkeitsfeldes, weil letztere
eine mechanische Energieform darstellt, die nicht Bestandteil der inneren Energie
ist. Damit erhalten wir

P 2 1 2
PE = §<(U—U) ) UE—§<(U—U) )
. P 2
je = Slw—uv).
P 2 P 2
Jp = S(o-wv) - Liw-w?)u
= Ll —u? (v —u)) = £ {(0v)* ov)

Die Berechnung der Beitriige zur Dichte 7y der Erzeugung und Vernichtung kineti-
scher Energie ergibt:
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(% ~ 0 m L 0 s
or " = " or,; 2 (v—u) = 2 P oz (tta = va)" =
= () vy o
= —m (U — Va) Vg dry’
a_XF = fﬁiﬂ(ua_va)szfa (ua Ua)

Op

Der Term ~ f, gibt bei der Mittelung keinen Beitrag, weil (dv,) = 0. Wir erhalten
also hier

Ou,
= TE.
6@; E

X OX g\ _
c<%v+%F>_ p (Vo — uq) V)

Da nun wegen (dvg) =0

p (Ve = ta) v5) = p(dva 0U5) = Pag,

vgl. (18.95), wird

ou,, 1 (8% Jug )
+ .

m = — _ = ——
F o0 O0zp 2" Org 0z,

Im letzten Schritt haben wir davon Gebrauch gemacht, da} P, = Pg,. Wenn es
sich um eine ideale Fliissigkeit mit P,3 = 0,5 p handelt, wird

b Ou,  Oug _ 6ua__
e = 25aﬁ <8xg+8xa>_ paxa_ pVu.

Fiir diesen letzteren Fall lautet die Bilanzgleichung fiir die kinetische Energie also

pc%E+VJE:—qu. (18.98)
Tatséchlich hatte die im Kapitel 3, Abschnitt 3.9.1 hergeleitete Bilanz fiir die innere
Energie U genau diese Form. Allerdings haben wir hier in diesem Abschnitt nur die
kinetische Energie E der Teilchen bilanziert. Zur inneren Energie U konnten aber
noch Beitrige von den Wechselwirkungen zwischen den Teilchen hinzukommen. Daf}
das hier nicht der Fall ist, also E = U gilt, liegt daran, dafl die Wechselwirkungen
zwischen den Teilchen in der kinetischen Theorie ausschliefflich zu Stéflen fiithren
sollten und dafl die Teilchen sich im {iibrigen wie freie Teilchen in einem idealen
System bewegen sollten. Also ist es konsequent, in der kinetischen Theorie £ = U
zu setzen und (18.98) als Bilanzgleichung der inneren Energie zu betrachten.



440 18. DIE KINETISCHE THEORIE

18.7.5 Anhang: Verschwinden des Stoflbeitrags

Wir wollen nun auch formal nachweisen, dafi der Beitrag (18.80) der St6fe zur zeit-
lichen Anderung von (7, p) verschwindet, wenn x(r, p) den Erhaltungssatz (18.79)
erfiillt. Wir konnen diesen Nachweis sogar unter Verzicht auf die Annahme des mole-
kularen Chaos fithren. Wir setzen also den Ausdruck (18.63) fiir (0f/0t)s; in (18.80)
ein und erhalten (mit p, statt p als Integrationsvariable)

B
(0—);) = /d3p1 /d3pz /d3p'1 /d3p’z |v1 — v2| Q(Py, Py — P, Ph) X
St

xx(r,py) [f(r,py. 7. Dy t) — f(r,py, 7, Po 1)) (18.99)

Wir fithren jetzt insgesamt drei verschiedene Transformationen der Integrations-
variablen p,, py., p|, py, durch. In der folgenden Tabelle sind die Transformationen
angegeben sowie Vorzeichenédnderungen von Teilen des Integranden unter der jewei-
ligen Transformation:

Trans- Q(pppg — pl1apl2) f(rvplla raplzv t)_
formation —f(r,py, 7, Dy, 1)
D1 = Py +1 +1
P = Py Py = Ph +1 —1
P = Py, Py = Pl +1 —1

Hierbei haben wir von (18.58) Gebrauch gemacht, also von der Invarianz von
Q(p;, ps — P}, P) beim Ubergang zum inversen Stof, sowie von

f(rap%rvplat) = f(rap17r7p2at)v

d.h., davon, daf} die 2-Teilchen—Verteilungsfunktion nicht von der Reihenfolge der
Teilchen-Indizierung abhidngt. Wir addieren die rechte Seite von (18.99) und die der
drei Versionen, die wir durch die obigen Transformationen erhalten haben, natiirlich
unter Berticksichtigung von Vorzeichenwechseln im Integranden. Auf diese Weise
erhalten wir

0 1
<6_X> = = /d3p1 /d3p2 /d3p’1 /d?’p’g\vl—vz\Q(pupz—>P'vp'2> X
t St 4

x [x(r,py) + x(r,ps) — x(r, p}) — x(r,ph)] x
X [f(’l",pll, Tapl27 t) - f(/rapla T, Do, t)] : (18100)
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Jetzt erkennen wir, dafl der Integrand auf der rechten Seite infolge der Erhaltungs-
eigenschaft (18.79) verschwindet. Damit ist der formale Nachweis von (9x/0t)s; = 0

gefiihrt.



