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Kapitel 1
Thermodynamische Systeme undder 1. Hauptsatz derThermodynamik
In diesem Kapitel wollen wir verstehen, was thermodynamische Systeme sind, aufwelche Weisen sie beschreibbar sind, wie sie mit ihrer Umgebung wechselwirkenk�onnen, wie wir ein thermodynamisches System abgrenzen und was wir �uber sei-ne Energie aussagen k�onnen. Wir werden den 1. Hauptsatz der Thermodynamikformulieren; er ist das fundamentale Postulat �uber die Energie thermodynamischerSysteme bei ihren Wechselwirkungen mit der Umgebung.1.1 Thermodynamische SystemeThermodynamische Systeme sind Systeme mit einer sehr gro�en Anzahl von Frei-heitsgraden. Wenn es sich um physikalische Systeme handelt, dann wird die Anzahlvon Freiheitsgraden dort meist durch die Anzahl N von Teilchen bestimmt, derenjedes seine Freiheitsgrade der Bewegung besitzt. Das k�onnen die Translationsbe-wegungen der Teilchen sein oder auch Schwingungsbewegungen, falls die Teilchenan feste Lagen gebunden sind. Hinzu kommen m�oglicherweise Rotationsbewegungender Teilchen oder auch innere Schwingungen, falls die Teilchen eine innere Struk-tur besitzen. Die Anzahl der Freiheitsgrade in solchen Systemen ist proportionalzur Teilchenzahl N , und die ist in makroskopischen Systemen sehr gro�. Unter ma-kroskopischen Systemen wollen wir hier Systeme mit Ausma�en aus der unmit-telbaren menschlichen Vorstellungswelt verstehen. Typischerweise enthalten solcheSysteme Massen von der Gr�o�enordnung von einem Mol entsprechend einer Anzahlvon N � L = 6; 0225 � 1023 Teilchen. L hei�t die Avogadro{Zahl. Die Begri�sbildung13



14 1. DER 1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIKthermodynamische Systeme entsteht also aus dem Verh�altnis von makroskopischenAusma�en zu den mikroskopischen Ausma�en eines einzelnen Teilchens.Freiheitsgrade in physikalischen Systemen m�ussen nicht unbedingt an die Vorstel-lung von Teilchen gebunden sein. Eine andere M�oglichkeit sind die Freiheitsgradevon Schwingungen, z.B. Schwingungen in einem materiellen Kontinuum oder in ei-nem elektromagnetischen Feld. Wenn solche Systeme makroskopische Ausma�e be-sitzen, ist wiederum die Anzahl ihrer Freiheitsgrade sehr gro�, weil die Wellenl�angender Schwingungen sehr klein im Verh�altnis zu makroskopischen Ausma�en sind, beielektromagnetischen Schwingungen sogar beliebig klein. Wir k�onnen hier auch be-reits die Quantentheorie ins Spiel bringen: sie quantisiert die Schwingungen, z.B. dieSchwingungen des materiellen Kontinuums zu Phononen oder die des elektromagne-tischen Feldes zu Photonen. Damit h�atten wir die Systeme mit Schwingungen wiederauf Systeme mit Teilchen zur�uckgef�uhrt, die dann nat�urlich quantentheoretisch zubeschreiben sind.Thermodynamische Systeme m�ussen aber nicht physikalische Systeme sein. Chemi-sche oder biologische Systeme sind ebenfalls immer auch thermodynamisch, weil siemakroskopische Ausma�e besitzen und aus Teilchen bestehen. Auf der mikrosko-pischen Ebene der Teilchen unterscheiden sich chemische und biologische Systemenicht von den Systemen, die wir physikalisch zu nennen gewohnt sind. Auch eineeinzelne biologische Zelle ist noch ein thermodynamisches System. An eine Grenzegeraten wir m�oglicherweise im Fall von Zellorganellen, also von Untereinheiten einerbiologischen Zelle, die manchmal nur mehr eine Gr�o�enordnung von 1000 Teilcheneiner bestimmten Sorte enthalten. Ist 1000 noch sehr gro�? Wir werden sogleichdarauf eine Antwort zu geben versuchen.Die Vorstellung mikroskopischer Freiheitsgrade in thermodynamischen Systemenmu� aber nicht mit elementaren Teilchen oder Schwingungen verkn�upft sein. Auchein System mit einer sehr gro�en Anzahl von Nervenzellen, ein sogenanntes neuro-nales Netz, ist ein thermodynamisches System. Die mikroskopischen Freiheitsgradesind hier nicht die Bewegungen von Teilchen, sondern die Zust�ande eines einzelnenNeurons. Aber auch Systeme mit einer sehr gro�en Anzahl biologischer Individuen,wie man sie in der Populationsdynamik diskutiert, k�onnen thermodynamisch sein.Man kann die Thermodynamik bis in die Soziologie hinein fortsetzen, allerdings umden Preis, da� man dort dem menschlichen Individuum dieselbe Rolle zuweist wieeinem Wassermolek�ul in einem Kubikzentimeter Wasser.Die Begri�sbildung thermodynamische Systeme h�angt o�enbar an der Vorstellung,die wir mit dem Ausdruck sehr gro� verbinden. Bei N � 6�1023 scheint das unproble-matisch, aber bei N � 1000 kommen uns doch schon Zweifel. Wir wollen hier schoneinmal die Antwort vorwegnehmen, die die Thermodynamik auf dieses Problem ge-ben wird. Sie wird Aussagen �uber thermodynamische Variabeln, z.B. die Energie Ueines thermodynamischen Systems, mathematisch in der Form einer Reihe machen,die typischerweise die folgende Gestalt hat:



1. DER 1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK 15U = N u+N1=2 �u+ : : : :Das ist eine Entwicklung in Potenzen von N�1=2. Der f�uhrende Term geht propor-tional zur Teilchenzahl N , die hier die Anzahl von Freiheitsgraden charakterisierensoll. u hat die Bedeutung einer mittleren Energie pro Teilchen. Der n�achste Termbeschreibt die sogenannten Fluktuationen vom Mittelwert. Je nach der Art der Fra-gestellung wird man nur den f�uhrenden Term, also den Mittelwert, oder auch dieFluktuationen oder gar noch weitere Terme ber�ucksichtigen. Die Thermodynamikist also eine asymptotische Theorie f�ur N ! 1. Den Grenz�ubergang N ! 1 be-zeichnet man auch als den thermodynamischen Limes.Die obige asymptotische Reihe f�ur U kann allerdings problematisch werden. DieFluktuationen �u k�onnen in der N�ahe kritischer Punkte von Phasen�uberg�angen di-vergieren und die Asymptotik f�ur N ! 1, je nach der Reihenfolge der Grenzpro-zesse, kompensieren. In solchen F�allen mu� man auf die tats�achliche physikalischeSituation zur�uckgreifen. Jedes reale physikalische System besitzt nur endliche vieleTeilchen N . Folglich sind dann die thermodynamischen Eigenschaften solcher Pha-sen�uberg�ange in nicht{trivialer Weise von der Systemgr�o�e abh�angig. Wir werdensp�ater noch einmal auf diese Situation zur�uckkommen. Vorerst wollen wir annehmen,da� die asymptotische Entwicklung nach N�1=2 unproblematisch ist.1.2 MikrodynamikWir wollen jetzt voraussetzen, da� es in jedem thermodynamischen System eineBeschreibung der Dynamik der mikroskopischen Freiheitsgrade gibt, die wir Mikro-dynamik nennen wollen. Im Fall physikalischer Systeme ist die Frage nach der Mi-krodynamik einfach zu beantworten. Es sind die Bewegungsgleichungen f�ur Teilchenoder Felder, im Bereich der klassischen Physik also die Newtonschen Bewegungsglei-chungen bzw. die Maxwellschen Gleichungen. Wir wollen die Mikrodynamik f�ur dasBeispiel von klassischen Teilchen erl�autern. Die Newtonschen Bewegungsgleichun-gen beschreiben dort die Bewegung der Teilchen unter der Einwirkung der Kr�afte,die auf jedes der Teilchen ausge�ubt werden, z.B. durch Wechselwirkungen mit an-deren Teilchen, durch die W�ande des Systems oder durch �au�ere Felder, etwa dasGravitationsfeld oder �au�ere elektromagnetische Felder, falls die Teilchen eine elek-trische Ladung tragen. Durch die Bewegungsgleichungen sind, nach Ma�gabe vonAnfangsbedingungen, die Bahnen der Teilchen bestimmt. In der Thermodynamik istes �ublich, statt der Newtonschen Bewegungsgleichungen die kanonische Beschreibungdurch Hamiltonsche Bewegungsgleichungen zu verwenden. Die kanonische Theorieschlie�t �ubrigens auch die Beschreibung von Freiheitsgraden von Feldern ein. Wir



16 1. DER 1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIKwerden sp�ater darauf zur�uckkommen. In jedem Fall liefert die Mikrodynamik einevollst�andige Beschreibung des Verhaltens der mikroskopischen Freiheitsgrade desSystems.Auch die quantentheoretische Version der Mikrodynamik ist o�ensichtlich: f�ur Teil-chensysteme ist es die Schr�odinger{Gleichung eines Vielteilchensystems, m�oglicher-weise in der Form der 2. Quantisierung. Wenn die mikroskopischen Freiheitsgra-de elektromagnetische Schwingungen sind, m�ussen wir die Quantenelektrodyna-mik bem�uhen. In jedem Fall liefert die quantentheoretische Mikrodynamik einevollst�andige Beschreibung des Verhaltens der mikroskopischen Freiheitsgrade in derForm von Zustandsvektoren im Hilbertraum des Systems.Als Mikrozust�ande bezeichnet man momentane Zust�ande der Mikrodynamik. F�urklassische Teilchen ist ein Mikrozustand durch die Angabe der Orte und Geschwin-digkeiten s�amtlicher Teilchen zu einer bestimmten Zeit festgelegt, in der kanonischenVersion durch die Angabe der Orte und Impulse. In der Quantentheorie ist ein Mi-krozustand durch die Angabe eines Zustandsvektors zu einer bestimmten Zeit imHilbertraum des Systems festgelegt. Wir stellen uns vor, da� sich der Mikrozu-stand eines thermodynamischen Systems in einer sehr gro�en Menge von erreichba-ren Zust�anden als Funktion der Zeit bewegt.Im Fall von nichtphysikalischen Systemen z.B. in der Theorie der neuronalen Net-ze oder in der Populationsdynamik, ist die Frage nach der Mikrodynamik nicht soeinfach zu beantworten. In diesen Beispielen mu� die Mikrodynamik angeben, inwelcher Weise sich der Zustand eines Neurons �andert oder wie sich ein Individuumbewegt, vermehrt oder wie es ausstirbt. Die Mikrodynamik, die man hier tre�en-der mesoskopische Dynamik nennen sollte, ist in diesen Systemen durch Modellezu beschreiben, und die thermodynamischen Eigenschaften eines Systems k�onnenemp�ndlich von diesen Modellen abh�angen.In der �alteren thermodynamischen Literatur folgte an dieser Stelle das Argument,da� zwar die Vorstellung einer vollst�andigen Beschreibung eines thermodynamischenSystems durch seine Mikrodynamik erlaubt, jedoch praktisch undurchf�uhrbar sei.Dieses Argument ist heute nicht mehr zwingend. Man kann die Newtonschen Bewe-gungsgleichungen f�ur klassische Systeme von Teilchen mit Anzahlen von einigen 105bis 106 auf hinreichend gro�en und schnellen Computern durch numerische Integra-tion l�osen und aus den L�osungen thermodynamische Eigenschaften durch entspre-chende Datenverdichtungen gewinnen. Diese Methode ist die sogenannte MolecularDynamics (MD). Im Gegensatz dazu sucht die Thermodynamik, ohne Kenntnis dervollst�andigen L�osungen thermodynamische Schl�usse allein aus der Existenz und derStruktur der Mikrodynamik zu ziehen. Thermodynamik und MD m�ussen sich heu-te erg�anzen. Dort, wo die Thermodynamik keine analytischen, d.h. mathematischallgemein verbindlichen Aussagen mehr machen kann, wird man die MD erg�anzendheranziehen. Wir wollen hier den Weg der Thermodynamik verfolgen.



1. DER 1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK 171.3 MakrodynamikWenn wir ein makroskopisches System beobachten, und unter Beobachtung wollenwir im wesentlichen die physikalische Messung verstehen, dann interessieren uns Aus-sagen �uber Eigenschaften des Systems als ganzes, nicht jedoch �uber das Verhaltender einzelnen mikroskopischen Freiheitsgrade. Solche ganzheitlichen Eigenschaftensind in physikalischen Systemen z.B. die Masse, m�oglicherweise auch die Massen ein-zelner Komponenten, das Volumen, die Energie, das elektrische oder magnetischeMoment. Allgemein nennt man solche Systemgr�o�en makroskopische oder einfachthermodynamische Variabeln. Das Verhalten dieser Variabeln hei�t Makrodynamikoder einfach Thermodynamik. W�ahrend die Formulierung der Mikrodynamik durchmikroskopische Bewegungsgleichungen unproblematisch ist, erscheint die Formulie-rung makroskopischer Bewegungsgleichungen f�ur die Thermodynamik h�ochst proble-matisch und physikalisch v�ollig o�en. Wie im vorhergehenden Abschnitt erw�ahnt,versucht die Thermodynamik, ihre Aussagen allein auf die Existenz und die Strukturder Mikrodynamik und auf die sehr gro�e Anzahl ihrer Freiheitsgrade zu st�utzen. Siewird dabei nat�urlich alle physikalischen Aussagen �uber das jeweilige System benut-zen, allen voran die fundamentalen Erhaltungss�atze �uber die Masse, Energie, Impuls,Drehimpuls, elektrische Ladung. Hinzu kommen grundlegende statistische Aussagen,die mit der gro�en Anzahl der mikroskopischen Freiheitsgrade zusammenh�angen unddie zu Wahrscheinlichkeitsaussagen f�ur physikalische Zust�ande f�uhren werden.Das Programm der Thermodynamik ist auf verschiedenen Ebenen der Ausf�uhrlich-keit durchf�uhrbar. Wenn man ausschlie�lich die Existenz einer Mikrodynamik miteiner sehr gro�en Anzahl von Freiheitsgraden verwendet, kommt man zu einer ther-modynamischen Rahmentheorie, die nur sehr allgemeine Aussagen �uber thermody-namische Systeme machen kann. Man nennt diese Theorie auch die ph�anomenologi-sche Thermodynamik. Sie ist das Vorbild einer physikalischen Systemtheorie. Wennman nicht nur die Existenz, sondern auch die mathematische Form der Mikrody-namik, also etwa die kanonischen Bewegungsgleichungen benutzt, kommt man zursogenannten statistischen Thermodynamik. Diese gibt ein rigoroses Schema daf�uran, wie man aus der detaillierten Struktur der Mikrodynamik eines Systems seinethermodynamischen Eigenschaften bestimmen kann. Im Gegensatz zur ph�anomeno-logischen Thermodynamik ist das Schema der statistischen Thermodynamik aller-dings nur auf die Umgebung spezieller thermodynamischer Zust�ande, n�amlich derGleichgewichtszust�ande in einfacher Weise anwendbar. Die Durchf�uhrung des Pro-gramms der statistischen Thermodynamik, also die Realisierung ihres Schemas, istau�erdem nur f�ur besonders einfache Typen der Mikrodynamik auf einfache Weiseanalytisch m�oglich.Die Bezeichnung ph�anomenologische Thermodynamik f�ur die thermodynamischeRahmentheorie ist nicht besonders gl�ucklich. Sie legt die Vermutung nahe, da� mandort den statistischen Charakter eines Systems mit einer sehr gro�en Anzahl von



18 1. DER 1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIKFreiheitsgraden unber�ucksichtigt lassen k�onnte. Wir werden sehen, da� das nichtm�oglich ist. Keine Art von ernsthafter Systemtheorie kommt ohne jede Kenntnisder inneren Strukturen oder der inneren Dynamik des Systems aus. F�ur jede Artvon Thermodynamik ist die Ber�ucksichtigung des statistischen Charakters des Sy-stems unverzichtbar.1.4 Wechselwirkungen thermodynamischer Sy-stemeThermodynamische Systeme k�onnen mit ihrer Umgebung wechselwirken, indem siemit ihr auf physikalisch verschiedene Weisen Energie austauschen. Umgebung in die-sem Sinne kann ein anderes thermodynamisches System sein, aber auch ein gew�ohn-liches physikalisches System, das nur durch wenige Freiheitsgrade beschreibbar ist,z.B. ein mechanisches System wie etwa eine deformierbare Feder, ein Gewicht unterder Einwirkung seiner Schwerkraft, oder elektrische und magnetische Systeme wieelektrische und magnetische Felder oder ein Elektromotor. Physikalische Systeme,die sich im Gegensatz zu thermodynamischen Systemen mit wenigen Freiheitsgradenbeschreiben lassen, werden wir im folgenden auch einfach nicht{thermodynamischnennen.Wir z�ahlen im folgenden die wichtigsten Arten von Wechselwirkungen thermody-namischer Systeme mit ihrer Umgebung auf. Wir wollen f�ur die Z�ahlung einer aus-getauschten Energie W vereinbaren, da� �W > 0 ein di�erentieller Energiebetragist, den das betrachtete System aus seiner Umgebung aufnimmt, und entsprechend�W < 0 ein Energiebetrag, den das System an seine Umgebung abgibt.1.4.1 Mechanische WechselwirkungenWir stellen uns vor, da� ein thermodynamisches System von W�anden eingeschlos-sen ist. Durch Verschiebung der W�ande �andert sich das Volumen des Systems bzw.Volumen wird zwischen dem System und seiner Umgebung ausgetauscht. Da auf dieW�ande Kr�afte wirken, z.B. innere und �au�ere Druckkr�afte, wird mit dem Volumenim allgemeinen auch mechanische Energie ausgetauscht. Es sei �V eine di�erentielleVolumen�anderung, so da� analog zur Z�ahlung der ausgetauschten Energie �V > 0eine Zunahme des Systemvolumens, entsprechend �V < 0 eine Abnahme bedeutet.Der Austausch mechanischer Energie �Wmech wird proportional zu �V sein. Wennw�ahrend des Austauschvorgangs stets ein mechanischer Druck p de�niert ist, erwar-ten wir



1. DER 1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK 19�Wmech = �p �V: (1.1)Das Vorzeichen erkl�art sich daraus, da� der Druck positiv ist, p > 0, und das Systembei einer Ausdehnung (�V > 0) mechanische Arbeit an seiner Umgebung leistet, d.h.,mechanische Arbeit an die Umgebung abgibt und umgekehrt bei �V < 0.Da� w�ahrend des Prozesses �V immer ein mechanischer Druck existiert, ist eineAnnahme, die nicht unbedingt zutre�en mu�. Wir werden solche Prozesse sp�aterals quasistatisch kennenlernen. Wenn der Volumenaustausch aber z.B. mit einerExplosion verbunden ist, gibt es im allgemeinen keinen einheitlichen Druck mehr.Di�erentiale wie �V oder �Wmech kann man �uber endliche Prozesse integrieren. Wennwir den Anfangs{ und Endzustand eines endlichen Prozesses mit 1 bzw. 2 bezeichnen,dann ist Z 21 �V = V2 � V1; (1.2)also gleich der Di�erenz der Volumina von End{ und Anfangszustand. Das Ergebnisder Integration ist eindeutig, weil nur �uber eine skalare Variable V integriert wird.Man nennt �V dann auch ein vollst�andiges Di�erential. Wenn wir dagegen denDi�erentialausdruck �Wmech aus (1.1) integrieren,Z 21 �Wmech = � Z 21 p �V; (1.3)wird das Ergebnis im allgemeinen davon abh�angen, in welcher Weise der als de�-niert angenommene Druck p w�ahrend des Prozesses 1 ! 2 vom Volumen abh�angt.Deshalb ist p �V im allgemeinen kein vollst�andiges Di�erential. Als Beispiel stellenwir uns das Aufpumpen eines Fahrradreifens vor: man kann den Reifen langsamoder schnell aufpumpen. In jedem Fall ist der Zustand 1 der leere und der Zustand 2der aufgepumpte Reifen. Beim schnellen Aufpumpen m�ussen wir aber mehr Energieaufbringen. Das sagt uns unsere intuitive Erfahrung und das werden wir sp�ater beider Formulierung des 1. Hauptsatzes auch verstehen.1.4.2 Chemische WechselwirkungenDie W�ande, in die ein thermodynamisches System eingeschlossen ist, k�onnen f�ur dieTeilchen, aus denen das System besteht, durchl�assig sein. Man nennt solche W�ande



20 1. DER 1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIKpermeabel. Durch permeable W�ande kann das System Teilchen mit der Umgebungaustauschen. Wir z�ahlen wiederum �N > 0 als Aufnahme von Teilchen, �N < 0als Abgabe. Mit dem Austausch von Teilchen ist der Austausch chemischer Energie�Wchem � �N verbunden. In Analogie zu (1.1) schreiben wir�Wchem = � �N (1.4)und bezeichnen � als das chemische Potential pro Teilchen. Das chemische Potentialist o�enbar die analoge Gr�o�e zum mechanischen Druck. Wie im Fall des Drucksmu� es auch nicht unbedingt f�ur alle Prozesse �N immer ein chemisches Potentialgeben. F�ur die bereits fr�uher erw�ahnten quasistatischen Prozesse gibt es immer einchemisches Potential.Wir wollen versuchen, eine physikalisch anschauliche Vorstellung mit der chemi-schen Energie bzw. mit dem chemischen Potential � zu verbinden. Das chemischePotential enth�alt unter anderem chemische Bindungsenergie. Wir werden sp�ater ver-stehen, da� Unterschiede des chemischen Potentials chemische Reaktionen treibenk�onnen. Das chemische Potential enth�alt aber auch die relativistische Ruhenergievon Teilchen, die bei Kernreaktionen umgesetzt wird. Dar�uber hinaus enth�alt daschemische Potential entropische Beitr�age: wie wir ebenfalls sp�ater verstehen werden,ist das chemische Potential um so h�oher, je dichter die Teilchen in einem Systemsind. Intuitiv erwarten wir, da� die Teilchen spontan aus Regionen hoher Dichte inRegionen niedrigerer Dichte abwandern. Es wird sich herausstellen, da� daf�ur Di�e-renzen des chemischen Potentials zwischen den Regionen hoher und niedriger Dichteverantwortlich sind.F�ur die Di�erentiale �N und �Wchem tri�t dasselbe zu wie f�ur �V und �Wmech beiden mechanischen Wechselwirkungen: �N ist ein vollst�andiges Di�erential, �Wchemim allgemeinen nicht. Mit anderen Worten: wenn wir (1.4) �uber einen endlichenProze� integrieren, h�angt das Ergebnis von der Proze�f�uhrung ab, weil das chemischePotential au�er von der Teilchenzahl N von weiteren thermodynamischen Variabelnabh�angt, die w�ahrend des Prozesses auf verschiedene Weisen mitgef�uhrt werdenk�onnen.Das thermodynamische System kann mehrere Arten von Teilchen k = 1; 2; : : : ; Kenthalten, die man auch Komponenten des Systems nennt. Ein Beispiel ist Luft, dieSticksto� N2, Sauersto� O2, Kohlendioxid CO2, Wasser H2O und weitere Spurengaseenth�alt. Dann besitzt in quasistatischen Prozessen jede Komponente k ihr eigeneschemisches Potential �k pro Teilchen und wir schreiben statt (1.4)�Wchem = KXk=1�k �Nk: (1.5)



1. DER 1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK 21Es kann sein, da� die W�ande des Systems nur f�ur einzelne Komponenten durchl�assigsind. Man nennt solche W�ande dann semipermeabel.1.4.3 Elektrische WechselwirkungenUnter diesem Thema denkt man zun�achst an den Austausch elektrischer Ladungzwischen einem thermodynamischen System und seiner Umgebung. Tats�achlich istLadungsaustausch ein sehr typischer Proze� in der Thermodynamik, aber elektrischeLadung wird stets von Teilchen getragen, z.B. von Ionen oder Elektronen. Also istLadungsaustausch immer mit chemischer Wechselwirkung verkn�upft, die wir soebenuntersucht haben. Wenn Teilchen ausgetauscht werden, die elektrische Ladung tra-gen, mu� die chemische Wechselwirkung zu einer elektrochemischen Wechselwirkungerweitert werden, insbesondere das chemische Potential zu einem elektrochemischenPotential. Diese Erweiterung werden wir sp�ater vorstellen, nachdem wir eine pr�azi-sere De�nition des chemischen Potentials vorgenommen haben.Hier geht es uns um eine andere Version von elektrischer Wechselwirkung, und zwarzwischen einer m�oglichen elektrischen Polarisation des thermodynamischen Systemsund einem �au�eren elektrischen Feld, das als Umgebung f�ur das System auftritt. Wirstellen uns vor, da� es in dem thermodynamischen System verschiebbare positive undnegative elektrische Ladungen gibt. Diese Ladungen sollen allerdings nicht v�ollig freiverschiebbar wie in einem elektrischen Leiter, sondern an gewisse Ruhelagen gebun-den sein, so da� ein elektrisches Feld immer nur eine endliche Verschiebung bewirkenkann. Auf diese Weise kann es im System zu einer Entstehung von Dipolen durchLadungstrennung kommen. Allerdings kann das System auch schon Molek�ule miteinem festen Dipol enthalten, wie das z.B. bei Wassermolek�ulen der Fall ist. In einersolchen Situation bewirkt ein �au�eres elektrisches Feld eine Ausrichtung der Dipo-le in Feldrichtung, die allerdings, wie wir sp�ater verstehen werden, im allgemeinennicht vollst�andig sein wird.Wir wollen jetzt die Energie �Wel berechnen, die ein polarisierbares thermodynami-sches System mit einem �au�eren elektrischen Feld austauscht, wenn seine Polarisa-tion P , de�niert als die r�aumliche Dichte des Dipolmoments, um �P ge�andert wird.Wir m�ussen dazu auf einige Relationen aus der Elektrodynamik der Materialienzur�uckgreifen, und zwar aufD = �0E + P ; rD = �: (1.6)Die erste Relation verkn�upft die elektrische Verschiebungsdichte D mit dem elektri-schen Feld E und der Polarisation P . Die zweite Relation besagt, da� die Quellen



22 1. DER 1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIKvonD die elektrischen Ladungen sind, deren r�aumliche Dichte mit � bezeichnet wird.Diese elektrischen Ladungen sind die sogenannten "wahren" Ladungen: sie enthaltennicht diejenigen Ladungen, die durch Polarisation oder durch Orientierung entste-hen. Wir stellen uns vor, da� das elektrische Feld durch das Vorhandensein vonelektrischen Leitern ` = 1; 2; : : : jeweils mit der Ladung Q` entsteht. Dann bestehtzwischen Q` und D der ZusammenhangQ` = I(`) df `D: (1.7)Hier wird �uber die Ober�ache (`) des Leiters ` integriert, wobei die Fl�achenelementedf ` die aus dem Leiter hinausweisende Normalenrichtung haben sollen. (1.7) giltunabh�angig davon, ob das polarisierbare System an den Leiter angrenzt oder nicht.Auf jeden Fall ist eine �Anderung �P durch eine �Anderung �D und diese wiederumdurch eine �Anderung der Ladungen �Q` bedingt. Letztere sind mit einer �Anderungder Feldenergie um �Wel = X̀�` �Q` (1.8)verkn�upft, wobei �` das Potential des Leiters ` ist. �Wel in (1.8) ist die Energie, diezur �Anderung des Feldes einschlie�lich der �Anderung der Polarisation aufzubringenist, also als Energie an das System zu rechnen ist. Wir setzen (1.7) f�ur �Q` bzw. �Din (1.8) ein und f�uhren die folgende Umformung durch:�Wel = X̀�` I(`) df �D = X̀ I(`) df � �D == � I@V0 df � �D = � ZV0 dV r (� �D:) (1.9)Hier haben wir davon Gebrauch gemacht, da� das Potential auf den Leiterober-�achen konstant ist, und au�erdem haben wir die Integrationen �uber die Leiterober-�achen (`) zusammengefa�t zu einer Integration �uber die Grenz�ache @V0 des Volu-mens V0, das durch den Raum au�erhalb der Leiter gebildet wird. Dabei tritt ein Vor-zeichenwechsel auf, weil die in Normalenrichtung aus V0 herausweisenden Fl�achen-elemente �f den �f ` entgegengesetzt sind. Die Grenz�ache @V0 enth�alt zus�atzlich zuden Leiterober�achen noch die1{ferne Fl�ache. Diese liefert keinen Beitrag zum In-tegral, weil dort s�amtliche Felder, also auch �D verschwinden. Schlie�lich haben wirim letzten Schritt vom Gau�schen Integralsatz Gebrauch gemacht. Jetzt benutzenwir die Produktregel



1. DER 1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK 23r (� �D) = �r �D + �Dr�und beachten, da� r �D = 0, weil sich in V0, also au�erhalb der Leiter, keinefelderzeugenden Ladungen be�nden sollten. Schlie�lich setzen wir E = �r� underhalten �Wel = ZV0 dV E �D = �0 ZV0 dV E �E + ZV0 dV E �P : (1.10)Der Beitrag �0 ZV0 dV E �Eist die Energie zur �Anderung des Feldes E, die gar nicht auf das System �ubertragenwird. Als eigentliche Wechselwirkungsenergie des Systems ist�Wel = ZV dV E �P (1.11)zu interpretieren. Wir kommen darauf noch einmal im Abschnitt 1.5 zur�uck. In (1.11)k�onnen wir die Integration auf das Systemvolumen V beschr�anken, weil die Pola-risation au�erhalb des Systems verschwindet. Wenn das System r�aumlich homogenpolarisiert ist, wird �Wel = V E �P (1.12)Bei der elektrischen Wechselwirkung mit der Polarisation wird zwar Energie �Welzwischen dem thermodynamischen System und dem elektrischen Feld ausgetauscht,aber nicht etwa elektrisches Dipolmoment. Dieses entsteht oder verschwindet imthermodynamischen System. Das Feld kann kein Dipolmoment aufnehmen, weil dasAuftreten von Dipolen an Teilchen bzw. an Materie gebunden ist. Das ist anders alsim Fall der mechanischen und chemischen Wechselwirkung, denn dort gelten im Un-terschied zum elektrischem Dipolmoment f�ur die entsprechenden Variabeln Volumenund Teilchenzahl Erhaltungss�atze. Das bedeutet, da� das vom System abgegebeneVolumen und die vom System abgegebenen Teilchenzahlen in der Systemungebungwieder auftreten m�ussen und umgekehrt. Wir halten fest, da� Wechselwirkungenthermodynamischer Systeme nicht notwendig �uber Austauschvariabeln erfolgen, f�urdie ein Erhaltungssatz gilt. In jedem Fall aber wird bei Wechselwirkungen Energiezwischen dem System und seiner Umgebung ausgetauscht.



24 1. DER 1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK1.4.4 Magnetische WechselwirkungenWir wollen hier die magnetische Wechselwirkungsenergie �Wmagn berechnen, die einmagnetisierbares thermodynamisches System mit einem �au�eren Magnetfeld aus-tauscht, wenn seine Magnetisierung M , de�niert als die r�aumliche Dichte des ma-gnetischen Moments, um �M ge�andert wird. Auch dazu m�ussen wir auf Relationenaus der Elektrodynamik der Materialien zur�uckgreifen. Analog zu (1.6) istB = �0 (H +M) ; r�H = j: (1.13)Die erste Relation verkn�upft die magnetische Flu�dichte B mit dem MagnetfeldH und der Magnetisierung M . Die zweite Relation besagt, da� die Wirbel von Hdie elektrische Stromdichte j ist. Diese Stromdichte beschreibt nur die sogenannten"wahren" Str�ome: sie enth�alt nicht diejenigen Str�ome, die durch die Magnetisierungentstehen. Damit ist allerdings die Analogie zum elektrischen Fall im vorhergehendenAbschnitt auch schon beendet, denn anders als im elektrischen Fall leistet das B{Feld keine Arbeit an den Str�omen j, weil die Lorentz{Kraft j �B senkrecht auf jsteht. Vielmehr wird durch eine �Anderung �B ein elektrisches Feld E gem�a�r�E = � @@tB (1.14)induziert, und dieses leistet an den Str�omen j Arbeit. Diese Arbeit entnehmen wirder Energiebilanz des elektromagnetischen Feldes:@w@t +rS = �j E: (1.15)Hierin sind w die r�aumliche Energiedichte des Feldes und S die Energiestromdichtebzw. der Poynting{Vektor:w = 12 (ED +HB) ; S = E �H:Aus (1.15) lesen wir ab, da� �j E die r�aumliche Leistungsdichte an die Felder ist,also auch an die Magnetisierung des thermodynamischen Systems. Die Gesamtlei-stung P gewinnen wir daraus durch r�aumliche Integration. Wenn wir au�erdem diezweite der Relationen (1.13) verwenden, erhalten wir



1. DER 1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK 25P = � Z dV j E = � Z dV (r�H) E: (1.16)Wir benutzen den Hilfssatzr (E �H) =H (r�E)�E (r�H)und erhalten weiterP = � Z dV H (r�E) + Z dV r (E �H) : (1.17)Das zweite Integral auf der rechten Seite verschwindet, weil wir es mit dem Gau�-schen Integralsatz in ein Integral �uber die 1{ferne Ober�ache umformen k�onnen,auf der die Felder verschwinden sollen. Im ersten Integral setzen wir das Indukti-onsgesetz (1.14) ein: P = Z dV H @@tB: (1.18)F�ur eine �Anderung �B erhalten wir daraus durch zeitliche Integration die an dasFeld einschlie�lich des Systems �ubertragene Energie�Wmagn = Z dV H �B = �0 Z dV H �H + �0 Z dV H �M : (1.19)Wie im elektrischen Fall ist der Beitrag�0 Z dV H �Hdie Energie zur �Anderung des Feldes H, die gar nicht auf das System �ubertragenwird. Als eigentliche Wechselwirkungsenergie des Systems ist�Wmagn = �0 ZV dV H �M = ZV dV B0 �M (1.20)zu interpretieren. Das Integrationsvolumen ist jetzt wieder das Systemvolumen, weiles au�erhalb des Systems keine Magnetisierung gibt. Das Feld B0 ist de�niert als



26 1. DER 1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIKB0 := �0H, also als magnetische Flu�dichte au�erhalb des Systems. Wenn dasSystem r�aumlich homogen polarisiert ist, wird�Wmagn = V �0H �M : (1.21)Rein formal erscheint �Wmagn v�ollig analog zur elektrischen Energie �Wel aus (1.12):�Wel = V E �P :Die Analogie ist tats�achlich rein formal, denn das Feld H ist gem�a� (1.13) aus-schlie�lich durch die �au�eren Str�ome j bestimmt, d.h., H ist zugleich auch dasVakuumfeld ohne Vorhandensein des thermodynamischen Systems. Dagegen ist dasFeld E ein �uber die mikroskopischen Dipole gemitteltes Feld E, d.h., E w�urde sich�andern, wenn das System nicht vorhanden w�are.1.4.5 Thermische WechselwirkungenThermodynamische Systeme k�onnen untereinander Energie direkt durch Wechsel-wirkung zwischen ihren mikroskopischen Freiheitsgraden austauschen. Jeder mikro-skopische Freiheitsgrad tr�agt Energie, z.B. als kinetische Energie der Translation.Nehmen wir an, da� zwei thermodynamische Systeme durch eine d�unne, nicht ver-schiebbare und impermeable Wand getrennt seien. Ein Teilchen, das von der einenSeite auf die Wand st�o�t, kann Energie auf die Schwingungsfreiheitsgrade der Wand-molek�ule �ubertragen. Makroskopisch wird die Wand dabei nicht bewegt. Die Wand-molek�ule k�onnen ihrerseits bei einem Sto�vorgang mit einem Teilchen auf der an-deren Seite Energie auf das Teilchen �ubertragen, z.B. als kinetische Energie. Aufdiese Weise kommt es zu einem Austausch von Energie direkt zwischen den mikro-skopischen Freiheitsgraden, ohne da� dabei makroskopische physikalische Prozessebeteiligt sind. Die Energie der mikroskopischen Freiheitsgrade wird auch thermischeEnergie oder W�arme genannt, die Wechselwirkung zwischen den mikroskopischenFreiheitsgraden entsprechend thermische Wechselwirkung. Die dabei zwischen ei-nem thermodynamischen System und seiner thermodynamischen Umgebung ausge-tauschte thermische Energie oder W�arme bezeichnen wir mit dem Symbol Q bzw.�Q bei einem di�erentiellen Proze�.Die Schreibweise �Q kann zu dem Mi�verst�andnis f�uhren, da� es sich dabei umein vollst�andiges Di�erential handelt: das ist im allgemeinen nicht der Fall, dennW�armeaustauschprozesse k�onnen zwischen denselben Anfangs{ und Endzust�andenauf sehr viele Weisen gef�uhrt werden. Da� man �Q anders als �V , �N usw. nicht



1. DER 1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK 27einfach integrieren kann, liegt daran, da� es f�ur W�arme Q im Gegensatz zu VolumenV , Teilchenzahl N usw. keine eindeutige physikalische De�nition gibt. Nochmals inanderen Worten: Volumen V , Teilchenzahl N usw. sind Eigenschaften thermody-namischer Zust�ande oder Zustandsfunktionen, wie wir das im folgenden Abschnittausdr�ucken werden, W�arme dagegen kann man immer nur mit Prozessen verbinden.Bei der thermischen Wechselwirkung kann auch elektromagnetische Strahlung alsW�armestrahlung beteiligt sein: die schwingenden Wandmolek�ule haben eine elektri-sche Struktur und senden als schwingende elektrische Dipole Strahlung aus, die vonden Teilchen absorbiert werden kann.1.5 Der 1. Hauptsatz der ThermodynamikDer 1. Hauptsatz besagt, da� ein thermodynamisches System einen Speicher f�ur dieEnergien darstellt, die bei den Wechselwirkungen mit seiner Umgebung ausgetauschtwerden. Der Begri� Speicher f�ur Energien ist eine sprachliche Umschreibung f�ureinen Erhaltungssatz, den wir folgenderma�en formulieren k�onnen:1. Hauptsatz der Thermodynamik:Die Summe der Energien, die ein thermodynamisches System durchWechselwirkungen mit seiner Umgebung austauscht, bleibt erhalten.Den Energiespeicher eines thermodynamischen Systems bezeichnet man als seineinnere Energie U . Deren Bilanz ist durch die Summe der Wechselwirkungsenergiengegeben, also �U = �Q+ �Wmech + �Wchem + �Wel + �Wmagn + : : : (1.22)Wir wollen o�en lassen, da� es au�er den Wechselwirkungsprozessen, die wir imAbschnitt 1.4 als Beispiele genannt haben, noch weitere gibt. Die Relation (1.22)ist zun�achst nur eine De�nition der di�erentiellen �Anderung der inneren Energie.Die Aussage des 1. Hauptsatzes ist, da� �U ein vollst�andiges Di�erential ist, d.h.,da� das Integral �uber �U in (1.22) zwischen zwei Zust�anden 1 und 2 nicht vomIntegrationsweg, also nicht von der Proze�f�uhrung, sondern nur vom Anfangs{ undEndzustand abh�angt:U(2)� U(1) = Z 21 (�Q + �Wmech + �Wchem + �Wel + �Wmagn + : : :) (1.23)



28 1. DER 1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIKDie innere Energie U soll also eine Zustandsfunktion sein. Das ist f�ur die einzel-nen Summanden auf der rechten Seite ja im allgemeinen nicht der Fall, wie wirim Abschnitt 1.4 begr�undet hatten. Eine andere Ausdrucksweise f�ur den 1. Haupt-satz erhalten wir, wenn wir Anfangs{ und Endzustand gleich w�ahlen, also einenKreisproze� ausf�uhren. Dann wird aus (1.23)I �Q+ I �Wmech + I �Wchem + I �Wel + I �Wmagn + : : : = 0; (1.24)aber die einzelnen Beitr�age werden im allgemeinen nicht verschwinden:I �Q 6= 0; I �Wmech 6= 0; I �Wchem 6= 0; : : : (1.25)Die h�au�gste Situation der Thermodynamik sind Systeme, die mit ihrer Umge-bung nur W�arme, mechanische Arbeit und Teilchen austauschen k�onnen. Wenn wirzus�atzlich annehmen, da� dabei stets ein mechanischer Druck p und ein chemischesPotential � existiert, dann lautet der 1. Hauptsatz f�ur solche "einfachen" thermo-dynamischen Systeme �U = �Q� p �V + � �N: (1.26)Wenn das System verschiedene Komponenten, also verschiedene Teilchenartenenth�alt, ist der letzte Term auf der rechten Seite zu ersetzen durch� �N �= KXk=1�k �Nk: (1.27)Wir vereinbaren, da� die Schreibweise auf der linken Seite von (1.27) immer im Sinneder rechten Seite zu interpretieren ist, falls mehrere Komponenten vorhanden sind.Wir k�onnen auch sagen, da� die linke Seite dann ein Skalarprodukt der formalenVektoren �N = (�N1; �N2; : : : ; �NK) und � = (�1; �2; : : : ; �K) bedeuten soll. Wirmerken schlie�lich noch an, da� wir die Variabeln Druck p und chemisches Poten-tial � bzw. �k hier noch als vorl�au�g de�niert betrachten. Eine thermodynamischrigorose De�nition werden wir im folgenden Kapitel kennenlernen.In (1.26) sind keine elektrischen und magnetischen Prozesse ber�ucksichtigt. In sol-chen Prozessen bleiben jedoch Volumen V und Teilchenzahlen N fast immer un-ver�andert. Wir verwenden dann den 1. Hauptsatz in der Form



1. DER 1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK 29�U = �Q + Z dV E �P + Z dV �0H �M ; (1.28)vgl. (1.11) und (1.20) im Abschnitt 1.4. Insbesondere f�ur r�aumlich homogene Syste-me schreiben wir den 1. Hauptsatz in der Form�U = �Q+ V E �P + V �0H �M : (1.29)Im Rahmen der Thermodynamik ist der 1. Hauptsatz zun�achst ein Erfahrungssatz.Seine Best�atigung mu� dieser Satz dadurch erfahren, da� seine Konsequenzen mitphysikalischen Experimenten verglichen werden. Andererseits ist die Erhaltung derEnergie eine fundamentale Aussage in allen physikalischen Theorien. Der 1. Haupt-satz stellt eine sehr allgemeine Formulierung der Energierhaltung dar, indem er alleFormen von Energie zusammenfa�t und erst �uber deren Summe eine Aussage macht.1.6 RandbedingungenUnter den Randbedingungen eines thermodynamischen Systems wollen wir die Kon-trolle �uber die Wechselwirkungen mit der Umgebung verstehen. Mechanische Wech-selwirkungen, also Volumen�anderungen, werden meist durch verschiebbare Kolbendargestellt. Da� ein System keine mechanischen Wechselwirkungen ausf�uhren soll,ist durch eine Bedingung V =konstant auf einfache Weise kontrollierbar. Die Kon-trolle elektrischer und magnetischer Wechselwirkungen erfolgt durch die Steuerungder �au�eren elektrischen und magnetischen Felder E und B.Problematischer ist bereits die Kontrolle chemischer Wechselwirkungen durch dieWandeigenschaften permeabel oder impermeabel. So sind z.B. H2{Molek�ule in derLage, durch eine Vielzahl von Materialien zu di�undieren. Eine besondere Versi-on der chemischen Randbedingungen sind semipermeable W�ande, die nur f�ur be-stimmte Komponenten des Systems durchl�assig sind, z.B. f�ur Wasser, aber nichtf�ur Ionen. Die W�ande biologischer Zellen, die sogenannten Zellmembranen, sind se-mipermeabel, wobei die Permeabilit�at f�ur einzelne Komponenten dort sogar nochgesteuert werden kann. Zu den chemischen Randbedingungen geh�ort auch die Kon-trolle dar�uber, ob chemische Reaktionen im Inneren des Systems statt�nden k�onnen.Wir werden sp�ater die Prozesse chemischer Reaktionen in das Konzept der Wech-selwirkungen thermodynamischer Systeme einordnen. Vorerst nehmen wir an, da�keine chemischen Reaktionen statt�nden, weil z.B. die Komponenten des Systemsnicht reaktionsf�ahig sind.Eine besonders wichtige Randbedingung ist die Kontrolle �uber thermische Wech-selwirkungen. Man spricht von adiabatischen Prozessen, wenn das System dabei



30 1. DER 1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIKkeine thermische Energie bzw. W�arme mit der Umgebung austauscht. Die M�oglich-keit, adiabatische Prozesse zu realisieren, h�angt davon ab, thermisch isolierendeW�ande zu haben. Solche W�ande verlangen einen sehr gro�en physikalischen bzw.technischen Aufwand, z.B. in Dewar{Gef�a�en. Dennoch wollen wir hier die M�oglich-keit adiabatischer Prozesse bzw. Randbedingungen als Idealisierung voraussetzen.W�armedurchl�assige W�ande bezeichnet man als diatherm.Durch entsprechende Steuerungen sind verschiedene Randbedingungen kombinier-bar. Besonders wichtig sind in der Thermodynamik adiabatische Prozesse, bei denenmechanische, elektrische oder magnetische Wechselwirkungen statt�nden, z.B. adia-batische Expansion, Kompression oder adiabatische Magnetisierung oder Entmagne-tisierung. Nicht kombinierbar sind o�ensichtlich adiabatische Randbedingungen mit(externen) chemischen Wechselwirkungen, weil Teilchenaustausch immer auch denAustausch von Energie zwischen den mikroskopischen Freiheitsgraden der Teilchenerm�oglicht. Dagegen sind innere chemische Wechselwirkungen, n�amlich chemischeReaktionen, unter adiabatischen Randbedingungen m�oglich.Wenn ein thermodynamisches System �uberhaupt keine Wechselwirkungen mit derUmgebung haben kann, nennt man es isoliert. Isolierte thermodynamische Syste-me sind ein sehr wichtiges gedankliches Modell, mit dem wir im folgenden Kapiteldie weitere Formulierung der Thermodynamik verfolgen werden. Zur Bedingung derIsolation geh�ort nat�urlich auch die Abwesenheit von elektrischen und magnetischenFeldern. Allerdings k�onnen wir bei unseren weiteren �Uberlegungen zeitlich konstanteMagnetfelder unter der Randbedingung der Isolation zulassen, weil dort nach einerEinschaltphase des Feldes kein weiterer Austausch von Energie zwischen dem Sy-stem und dem Feld mehr statt�ndet. Dasselbe tri�t auf zeitlich konstante elektrischeFelder zu, wenn das System ein Isolator ist. Streng genommen k�onnte man isolierteSysteme �uberhaupt nicht mehr beobachten, weil physikalische Messungen an einemSystem nat�urlich immer gewisse Wechselwirkungen voraussetzen. Wir stellen unsaber vor, da� die f�ur Messungen notwendigen Eingri�e in isolierte Systeme hinrei-chend klein sind, so da� sie den thermodynamischen Zustand des Systems nicht we-sentlich �andern, in einem idealisierten Gedankenexperiment sogar �uberhaupt nichtbeeinussen.



Kapitel 2
Gleichgewicht und der 2.Hauptsatz der Thermodynamik
Im 1. Kapitel haben wir beschrieben, was thermodynamische Systeme sind, undauch bereits eine grundlegende Aussage �uber ihre Energiebilanz, n�amlich den 1.Hauptsatz formuliert. Der thermodynamische Charakter dieser Systeme kam bishernur dadurch zum Ausdruck, da� mikroskopische Freiheitsgrade existieren, die direktEnergie mit der Umgebung in der Form von W�arme austauschen k�onnen. Im �ubrigengilt der 1. Hauptsatz aber auch bereits f�ur Systeme, die nur eine kleine Anzahl vonFreiheitsgraden besitzen, also gar nicht thermodynamisch sind. In diesem Kapitelwird es darum gehen, eine grundlegende Aussage zu formulieren, die nur aufgrundder sehr gro�en Anzahl von mikroskopischen Freiheitsgraden, also im thermodyna-mischen Limes verst�andlich ist, n�amlich den 2. Hauptsatz der Thermodynamik. Wirwerden mit isolierten thermodynamischen Systemen beginnen, deren physikalischeBedeutung angesichts der Tatsache, da� sie keine Wechselwirkungen mit ihrer Um-gebung haben, zun�achst nicht o�ensichtlich ist. Es wird sich aber zeigen, da� sie eineSchl�usselstellung f�ur die weitere Entwicklung der Theorie auch f�ur o�ene Systemebesitzen.2.1 Gleichgewicht isolierter SystemeWir beginnen mit einem Erfahrungssatz �uber isolierte thermodynamische Syste-me. Wir beobachten, da� in solchen Systemen beliebige Anfangszust�ande spontan,d.h., ohne �au�ere Einwirkung, in Endzust�ande relaxieren, die dadurch charakteri-siert sind, da� sich in ihnen die thermodynamischen Variablen zeitlich nicht mehr�andern. Solche relaxierten Endzust�ande hei�en thermodynamische Gleichgewichts-zust�ande oder einfach Gleichgewichte. Wir erinnern daran, da� thermodynamische31



32 2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIKVariable wie z.B. innere Energie, Volumen, Teilchenzahl usw. nur die Makrodyna-mik der Systeme betre�en. Mikrodynamisch bleibt ein thermodynamisches Systemauch im Gleichgewicht weiter in Bewegung, d.h., die mikroskopischen Freiheitsgra-de folgen auch im Gleichgewicht weiter dem dynamischen Ablauf aufgrund ihrerBewegungsgleichungen.Wir f�uhren einige Beispiele f�ur spontane Relaxationsvorg�ange in ein thermodyna-misches Gleichgewicht an:1. Im Anfangszustand sollen sich alle Teilchen oder die Teilchen einer Kompo-nente in einem Teilvolumen des Gesamtvolumens be�nden. Im Gleichgewichthaben sich alle Teilchen homogen �uber das Gesamtvolumen verteilt. DiesenVorgang kann man durch Einbringen eines Tintentropfens in ein Glas mitWasser verfolgen. Die Tinte breitet sich aus dem anf�anglichen Tropfen �uberdas Gesamtvolumen aus. Dieses System ist zwar thermisch nicht isoliert, aberderselbe Vorgang w�urde ablaufen, wenn wir das Glas mit Wasser in ein De-wargef�a� setzen w�urden.2. Das System bestehe aus zwei Teilsystemen, die durch eine impermeable, aberdiatherme Wand getrennt sind. Im Anfangszustand sollen die Teilchen in demeinen Teilsystem sehr hohe kinetische Energien ihrer mikroskopischen Bewe-gung besitzen ("hei�"), in dem anderen Teilsystem sehr niedrige ("kalt"). ImGleichgewicht haben sich die kinetischen Energien ausgeglichen: alle Teilchenbesitzen im Mittel dieselbe kinetische Energie.3. Im Anfangszustand werden die Teilchen eines Systems in eine makroskopi-sche Bewegung versetzt, z.B. in eine Str�omung oder in eine Schockwelle. ImGleichgewicht sind s�amtliche makroskopischen Bewegungen abgeklungen. Diemikroskopischen Bewegungen der Teilchen sind makroskopisch nicht beobacht-bar.4. Ein System bestehe aus reaktionsf�ahigen Molek�ulen. Im Anfangszustand wirddie Reaktion ausgel�ost, z.B. eine Explosion. Im Gleichgewicht besteht das Sy-stem aus einer homogenen Mischung der Reaktionsprodukte ohne makrosko-pische Bewegung.Die Frage, die wir im weiteren Verlauf dieses Kapitels beantworten wollen, lau-tet: welche physikalische Ursache treibt ein isoliertes thermodynamisches System ineinen Gleichgewichtszustand? Und warum wird der einmal erreichte Gleichgewichts-zustand nicht wieder verlassen, obwohl das System mikrodynamisch in Bewegungbleibt? Warum gibt es also makrodynamisch eine spontane Tendenz in das Gleich-gewicht hinein, aber nicht aus dem Gleichgewicht heraus?



2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK 33Wir wollen dabei so vorgehen, da� wir im folgenden Abschnitt Antworten auf dieseFragen f�ur ein einfaches Modellsystem formulieren und diese im Abschnitt 2.3 zueinem allgemeinen Prinzip f�ur thermodynamische Systeme verallgemeinern. Zuvorwollen wir kl�aren, von welchen Variablen der einmal erreichte Gleichgewichtszustandabh�angen kann. Daf�ur kommen alle Variablen in Betracht, die w�ahrend der dynami-schen Entwicklung des isolierten System vom Ausgangszustand in das Gleichgewichterhalten bleiben, n�amlich die innere Energie U , das Volumen V und die Teilchenzah-len der einzelnen Komponenten Nk. Die letzteren sind aber auch nur dann erhalten,wenn wir chemische Reaktionen ausschlie�en, was wir zun�achst tun wollen. Wennjedoch chemische Reaktionen im System ablaufen k�onnen, ist au�er U und V nur dieGesamtmasse M erhalten. Falls die Relaxation in den Gleichgewichtszustand unterder Einwirkung eines zeitlich konstanten elektrischen oder magnetischen Feldes Ebzw. B0 erfolgt, dann wird das erreichte Gleichgewicht im allgemeinen auch nochvon E bzw. B0 abh�angen.Die beiden fundamentalen physikalischen Erhaltungsgr�o�en Impuls und Drehim-puls kommen nicht als Variablen des Gleichgewichts in Betracht, weil wir im all-gemeinen f�ur isolierte thermodynamische Systeme nicht voraussetzen wollen, da�sie translations{ und rotationsinvariant gelagert sind. Im �ubrigen k�onnte man einenanf�anglichen Gesamtimpuls stets durch eine geeignete Galilei{Transformation desSystems eliminieren.2.2 Der 2. Hauptsatz in einem ModellsystemWir wollen die spontane Tendenz der Entwicklung thermodynamischer Systeme inGleichgewichtszust�ande anhand eines Modellsystems verstehen. Die Ergebnisse un-serer �Uberlegungen an dem Modellsystem werden uns im folgenden Abschnitt dazudienen, den 2. Hauptsatz ganz allgemein f�ur beliebige isolierte thermodynamischeSysteme zu formulieren.Das Modellsystem besteht aus einer Anzahl N von ortsfesten Spins, deren jederdie Einstellm�oglichkeiten s = " und s = # besitzt. Die Mikrodynamik soll darin be-stehen, da� jeder Spin unabh�angig von den anderen Spins �Uberg�ange "!# bzw.umgekehrt ausf�uhrt. Wir stellen uns vor, da� diese �Uberg�ange zeitlich beliebig miteiner mittleren Frequenz erfolgen. Ein Mikrozustand ist durch die Angabe s�amt-licher Spins s� = " bzw. s� = # f�ur alle � = 1; 2; : : : ; N de�niert. Man nennt einesolche Angabe auch eine Spinkon�guration. Das Spinsystem besitzt o�ensichtlich 2NSpinkon�gurationen bzw. Mikrozust�ande.Als Makrovariable w�ahlen wir die Anzahl n der Spins mit der Einstellung s =". Zur Begr�undung dieser Wahl merken wir an, da� auch die Magnetisierung desModellsystems durch die Makrovariable n gegeben ist, n�amlich



34 2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIKM = mV [n� (N � n)] = 2mV �n� N2 � : (2.1)Darin ist m das magnetische Moment des Teilchens, das den Spin tr�agt.Jeder m�ogliche Wert der Makrovariablen n wird durch mehrere Mikrozust�ande re-pr�asentiert, n�amlich gerade durch so viele Mikrozust�ande, wie es M�oglichkeiten gibt,n Auswahlen aus N Objekten zu tre�en. Diese Anzahl Wn der repr�asentativen Mi-krozust�ande ist durch den Binomialkoe�zientenWn =  Nn! := N !n! (N � n)! (2.2)bestimmt. Man nennt Wn auch das statistische Gewicht des Makrozustandes, derdurch einen Wert der Makrovariablen n beschrieben ist. Nur die Makrozust�andef�ur n = 0 und n = N besitzen nur je einen repr�asentativen Mikrozustand. Wennwir die Wn �uber alle n summieren, erhalten wir wieder die Gesamtzahl 2N vonMikrozust�anden: NXn=0 Nn! = 2N : (2.3)Diese Beziehung k�onnen wir aus der Entwicklung(1 + z)N = NXn=0 Nn! zn (2.4)entnehmen, wenn wir z = 1 setzen.Da die Anzahl der Mikrozust�ande 2N betr�agt, ist die Wahrscheinlichkeit, bei einerMessung einen beliebigen Mikrozustand zu �nden, bei unabh�angigen Spins durch2�N gegeben. Daraus und aus (2.2) folgt, da� die Wahrscheinlichkeit pn, einen Wertn der Makrovariablen zu �nden, pn = 2�N  Nn! (2.5)lautet. Die Wahrscheinlichkeit f�ur einen Makrozustand ist also durch sein statisti-sches Gewicht bestimmt. Wir berechnen jetzt den mittleren Wert hni der Makrova-riablen n:



2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK 35hni = NXn=0n pn = 2�N NXn=0n Nn! = N2 : (2.6)Dieses Ergebnis �nden wir aus (2.4), indem wir dort nach z di�erenzieren und an-schlie�end wieder z = 1 setzen. Jetzt wollen wir ein Ma� f�ur die Abweichung desn{Wertes von seinem Mittelwert �nden. Wir f�uhren die Fluktuationen �n := n�hniein und bemerken zun�achst, da� h�ni = 0. Um ein Ma� f�ur die Fluktuationen zuhaben, berechnen den Mittelwert des Quadrats der Fluktuationen:h(�n)2i = h(n� hni)2i = hn2i � hni2: (2.7)Durch zweimaliges Di�erenzieren nach z in (2.4) und anschlie�ender Setzung z = 1�nden wir zun�achst hn (n� 1)i = 14 N (N � 1)und daraus weiter mit (2.6)h(�n)2i = hn2i � hni2 = N4 : (2.8)Ein Ma� f�ur die Abweichung von n von seinem Mittelwert ist nun nicht h(�n)2i,sondern qh(�n)2i = 12 pN: (2.9)Dieses Ergebnis besagt, da� der Mittelwert der Makrovariablen n von der OrdnungNist, seine Abweichung vom Gleichgewicht aber nur von der Ordnung pN . Man kanndas noch deutlicher machen, wenn man die relativen Abweichungen vom Mittelwertbetrachtet: qh(�n)2ihni = 1pN : (2.10)In unserem Modellsystem ist die Anzahl der Freiheitsgrade durch die Anzahl Nder Spins gegeben. Im thermodynamischen Limes N ! 1 verschwinden also die



36 2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIKrelativen Abweichungen vom Mittelwert. Dasselbe Ergebnis kann man noch in einemathematisch ausf�uhrlichere Form bringen. Wir f�uhren die relativen Abweichungender Variablen n von ihrem Mittelwert hni als eine Variable � ein,� := n� hnihni = n�N=2N ; (2.11)und zeigen im Anhang zu diesem Abschnitt, da� asymptotisch f�ur N !1pn ! p(�) = s2N� exp ��2N �2�: (2.12)Die Wahrscheinlichkeit p(�) d�, einen endlichen Wert von � im Intervall (�; � + d�)zu �nden, verschwindet im thermodynamischen Limes N !1. Die Wahrscheinlich-keitsdichte p(�) in (2.12) hei�t Gau�-Verteilung. Sie ist typisch f�ur Wahrscheinlich-keitsdichten thermodynamischer Variablen. Wir werden sp�ater ausf�uhrlich daraufzur�uckkommen.Wir �ubertragen unsere Modellergebnisse auf unsere Fragestellungen zum thermody-namischen Gleichgewicht. Der Mittelwert hni = N=2 ist in einem isolierten Systemals Gleichgewichtswert zu deuten. Unsere Frage lautete, warum wir keine makrosko-pischen Abweichungen vom einmal erreichten Gleichgewicht mehr beobachten. Ei-ne makroskopische Abweichung vom Gleichgewicht w�are ein Wert �n von derselbenOrdnung wie hni selbst, also von der OrdnungN , entsprechend einem endlichen Wertvon �. Die mittlere Abweichung �n ist aber gem�a� (2.9) nur von der Ordnung pNbzw. die Wahrscheinlichkeit f�ur einen endlichen Wert von � verschwindet im thermo-dynamischen Limes, wie wir oben bereits bemerkt hatten. Das thermodynamischeGleichgewicht besitzt im thermodynamischen Limes einen 1{gro�en Wahrschein-lichkeitsvorteil. Darum strebt das isolierte System "spontan" in das Gleichgewichtund verl�a�t dieses nicht mehr. Man nennt solche spontanen Prozesse deshalb auchirreversibel.Bereits f�ur endliche N zeigt das statistische Gewicht Wn, das in (2.2) durch denBinomialkoe�zienten gegeben ist, ein Maximum bei n = hni = N=2 (N als gera-de vorausgesetzt). Je gr�o�er N wird, desto ausgepr�agter ist dieses Maximum. DasSystem folgt dem statistischen Gewicht.Wir fassen zusammen: in isolierten thermodynamischen Systemen sind makrosko-pische Abweichungen, d.h., Abweichungen von der relativen Gr�o�enordnung 1 vomGleichgewicht ausgeschlossen, weil das Gleichgewicht einen Wahrscheinlichkeitsvor-teil bzw. einen Vorteil an statistischem Gewicht besitzt, der im thermodynamischen



2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK 37LimesN !1 divergiert. Die mittlere Gr�o�enordnung der relativen Abweichung ma-kroskopischer Variablen von ihrem Gleichgewichtswert ist durch � N�1=2 gegeben,vgl. (2.10). Fluktuationen dieser relativen Gr�o�enordnungen k�onnen in thermody-namischen Systemen o�ensichtlich spontan auftreten, niemals jedoch Fluktuationender relativen Gr�o�enordnung 1.2.2.1 Anhang: Entwicklung von pn f�ur N !1Wir entwickeln die Wahrscheinlichkeit pn in (2.5) asymptotisch f�ur N !1, so da�wir die Stirling{Formel lnN ! = N lnN �N +O(lnN)verwenden k�onnen. Das Ergebnis (2.9) zeigt bereits, da� nur f�ur n{Werte in un-mittelbarer N�ahe von N=2 nichtverschwindende Wahrscheinlichkeiten pn auftreten.Darum wenden wir die Stirling{Formel auch auf n! und (N � n)! an. Wir erhaltendamit ln pn ! N lnN � n lnn� (N � n) ln (N � n)�N ln 2:Jetzt f�uhren wir die relativen Abweichungen � gem�a� (2.11) ein, so da�n = N2 (1 + 2 �); N � n = N2 (1� 2 �):Einsetzen in die Entwicklung von ln pn ergibt nach kurzer Rechnungln pn ! �N2 [(1 + 2 �) ln (1 + 2 �) + (1� 2 �) ln (1� 2 �)] + : : :Hier haben wir alle Terme fortgelassen, die nicht von � abh�angen. Diese werden wirsp�ater durch eine Normierungsbedingung bestimmen. Da die � nach dem Ergebnisvon (2.10) nur von der Ordnung N�1=2 sind, k�onnen wir � � 1 annehmen und nach� entwickeln: (1� 2 �) ln (1� 2 �) = �2 � � 2 �2 + : : : :



38 2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIKIn der Ordnung �2 �nden wir ln pn ! �2N �2;und somit pn ! p(�) � exp ��2N �2�:Den in (2.12) angegebenen Faktor vor p(�) �nden wir durch eine Normierungsfor-derung Z +1�1 d� p(�) = 1:Zwar variiert die relative Abweichung � in (2.11) nur in dem endlichen Intervall�1 � � � +1, doch verschwinden die Beitr�age zu p(�) in j�j > 1 mit N ! 1 sorasch, da� man das Integrationsintervall asymptotisch f�ur N ! 1 auf �1 < � <+1 ausweiten kann.2.3 Der 2. Hauptsatz der ThermodynamikWir verallgemeinern die Ergebnisse unseres Modellsystems im vorhergehenden Ab-schnitt auf allgemeine isolierte thermodynamische Systeme. Als Postulat formulierenwir, da� Gleichgewichte isolierter thermodynamischer Systeme gegen�uber anderenMakrozust�anden durch ein Maximum von Wahrscheinlichkeit bzw. ihres statisti-schen Gewichts W ausgezeichnet sind. Wir erinnern daran, da� das statistischeGewicht W die Anzahl von Mikrozust�anden angibt, durch die ein Makrozustandrepr�asentiert wird. Wir wollen das statistische Gewicht als eine neue Makrovariablein die Thermodynamik einf�uhren. Die VariableW selbst hat die Eigenschaft, da� siesich multiplikativ verh�alt: beim Zusammenf�ugen von zwei Systemen zu einem multi-plizieren sich die Anzahlen von Zust�anden, weil jeder Zustand in dem einen Systemmit jedem Zustand in dem anderen System kombinierbar ist. In der Physik ziehtman es vor, mit additiven Variablen zu arbeiten, die sich beim Zusammenf�ugen vonzwei Systemen addieren. Das erreichen wir f�ur das statistische Gewicht, indem wirnicht W , sondern den Logarithmus lnW als neue Makrovariable einf�uhren. DieseVariable tr�agt die Bezeichnung Entropie und wird mit dem Symbol S bezeichnet:S = lnW: (2.13)Wir formulieren unser obiges Postulat jetzt wie folgt:



2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK 392. Hauptsatz der Thermodynamik:Das Gleichgewicht isolierter thermodynamischer Systeme ist durch einMaximalprinzip der Entropie ausgezeichnet.Wie im Fall unseres Modellsystems im vorhergehenden Abschnitt erwarten wir,da� das statistische Gewicht W des Gleichgewichts gegen�uber dem von Nicht{Gleichgewichtszust�anden im thermodynamischen Limes 1{gro� wird. Wir wollendiese Aussage genauer formulieren. Dazu pr�azisieren wir zun�achst die Eigenschaftder Additivit�at der Entropie. Sie bedeutet, da� sich der Wert der Entropie bei ei-ner identischen Vervielfachung des Systems um einen Faktor � ebenfalls mit die-sem Faktor � multipliziert. Der Vervielf�altigungsfaktor � mu� nicht ganzzahlig sein.Variablen mit dieser Eigenschaft nennt man extensiv. O�ensichtlich sind auch dieVariablen Teilchenzahl N , Volumen V , innere Energie U , gesamtes elektrisches odermagnetisches Moment extensiv. Im thermodynamischen Limes N !1 divergierenextensive Variablen linear mit N .Es sei nunW die Anzahl repr�asentativer Mikrozust�ande eines Gleichgewichtzustandseines isolierten Systems, W 0 diejenige einer makroskopischen Abweichung aus demGleichgewicht in demselben isolierten System. Der EntropieunterschiedS � S 0 = ln WW 0 (2.14)divergiert ebenfalls linear mitN !1, und zwar gegen +1, weil ja stetsW > W 0 alsDe�nition des Gleichgewichts. DieWahrscheinlichkeit, eine spontane makroskopischeAbweichung aus dem Gleichgewicht zu beobachten, ist o�ensichtlich proportional zuW 0=W , und diese Wahrscheinlichkeit verh�alt sich mit N !1 dann wieW 0W � e� N ;  > 0; (2.15)verschwindet also exponentiell mit N ! 1. Wir haben dabei nach dem Vorbildunseres Beispielsystems im Abschnitt 2.2 angenommen, da� die Wahrscheinlichkeitf�ur einen Makrozustand proportional zur Anzahl der repr�asentativen Mikrozust�andeist. Diese Annahme erscheint unmittelbar plausibel, doch werden wir sie sp�ater imstatistisch{thermodynamischen Teil noch genauer zu begr�unden haben. Hier reichtuns das Plausibilit�atsargument zur Veranschaulichung des 2. Hauptsatzes der Ther-modynamik.Wir wollen noch ein weiteres qualitatives Argument f�ur den 2. Hauptsatz anf�uhrenund dazu nochmals auf das Modellsystem im vorhergehenden Abschnitt zur�uck-greifen. Wir z�ahlen die einzelnen Spins jetzt als s� = +1 f�ur den Zustand " und



40 2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIKs� = �1 f�ur #. Die Anzahl n der Spins im Zustand +1 �= " und die Abweichungen�n = n�N=2 lassen sich dann ausdr�ucken durchn = NX�=1 12 (1 + s�) = N2 + 12 NX�=1 s�; �n = 12 NX�=1 s�: (2.16)Die s�=2 spielen hier also die Rolle lokaler Fluktuationen um den Mittelwert hs�i = 0,weil beide Werte s� = �1 gleich wahrscheinlich sind. O�ensichtlich mu� jede exten-sive Variable x in beliebigen thermodynamischen Systemen additiv aus N lokalenBeitr�agen x = NX�=1 x� ; �x = NX�=1 �x� : (2.17)darstellbar sein. Wir bilden nun das Schwankungsquadrath(�x)2i = h NX�=1 �x�!2i = NX�;�0=1h�x� �x�0i: (2.18)Die Doppelsumme auf der rechten Seite hat zun�achst N2 Summanden. Nun nehmenwir an, da� die lokalen Fluktuationen an verschiedenen Orten � 6= � 0 unabh�angigsind, so da� die Mittelwerte der Produkte zu einem Produkt der Mittelwerte werden:h�x� �x�0i = h�x�i h�x�0i = 0 f�ur � 6= � 0; (2.19)denn wie mit der Schreibweise von (2.17) vereinbart ist h�x�i = 0. Damit wird aus(2.18) h(�x)2i = NX�=1h(�x�)2i: (2.20)Die Summe auf der rechten Seite hat nur mehr N Summanden. Also ist das Schwan-kungsquadrat einer extensiven Variablen von der Ordnung N bzw.qh(�x)2i � pN: (2.21)



2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK 41Die relativen Abweichungen aus dem Gleichgewicht, die als Fluktuationen spontanzu erwarten sind, haben die Ordnung N�1=2. Makroskopische Abweichungen ausdem Gleichgewicht kommen nicht vor.Die Voraussetzung (2.19) ist zu einschneidend, wenn sie w�ortlich so interpretiertwird, da� die Fluktuationen zwischen je zwei Teilchen unabh�angig sein sollen. Hin-reichend ist die Annahme, da� die Fluktuationen von Teilchen unabh�angig sind,die einen gewissen Mindestabstand haben. Bereits dann n�amlich reduziert sich dieSumme von N2 Summanden auf eine Summe mit einer Anzahl von Summanden,die proportional zu N statt N2 ist, und genau diese Art von Reduktion ist derentscheidende Punkt in unserer �Uberlegung.2.4 Entropie in partiellen GleichgewichtenWir wollen den 2. Hauptsatz der Thermodynamik in eine quantitative Formu-lierung �uberf�uhren. Dazu ben�otigen wir eine formale Beschreibung von Nicht{Gleichgewichtszust�anden, zu der uns der Begri� des partiellen Gleichgewichts f�uhrenwird. Ein isoliertes System kann innere W�ande enthalten, die das System in Teil-systeme unterteilen. Die inneren W�ande k�onnen selbst wieder isolierend sein, aberauch jede andere Kombination von Randbedingungen realisieren, wie wir sie imAbschnitt 1.6 beschrieben haben. Das Vorhandensein innerer W�ande wollen wir all-gemein auch als innere Zwangsbedingungen bezeichnen. Innere Zwangsbedingungendenken wir uns dadurch beschrieben, da� gewisse extensive Variablen xi, i = 1; 2; : : :,festgelegte Werte haben, z.B. die Teilchenzahl, das Volumen oder die innere Energiein einem Teilsystem, das durch entsprechend undurchl�assige W�ande abgegrenzt ist.Unsere Beobachtung, da� isolierte Systeme spontan in Gleichgewichtszust�ande rela-xieren, gilt auch f�ur Systeme mit inneren Zwangsbedingungen. Man nennt ein Gleich-gewicht unter inneren Zwangsbedingungen ein partielles Gleichgewicht. Wichtig istnun die folgende Beobachtung: werden einige oder alle inneren Zwangsbedingungenaufgehoben, dann erfolgt eine spontane Entwicklung in ein neues Gleichgewicht, vondem wir in Verallgemeinerung der Schl�usse im vorhergehenden Abschnitt erwarten,da� es eine gr�o�ere Entropie besitzt als das alte Gleichgewicht. Wenn alle innerenZwangsbedingungen aufgehoben sind, nennen wir das Gleichgewicht vollst�andig. Be-reits im Abschnitt 2.1 hatten wir �uberlegt, da� das vollst�andige Gleichgewicht durchdie innere Energie U , das Volumen V und die Teilchenzahl N des isolierten Systemsfestgelegt ist, also auch seine Entropie:S = S(U; V;N): (2.22)



42 2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIKWir ben�otigen hier zun�achst nur die Existenz der Funktion S(U; V;N) mit der an-gegebenen Bedeutung. Detaillierte Aussagen �uber S(U; V;N) werden wir sp�ater ma-chen, z.B. bereits im Abschnitt 2.6. Die Variable N kann, wie fr�uher schon ver-einbart, auch f�ur die Teilchenzahlen von mehreren Komponenten stehen, wenn wirzun�achst chemische Reaktionen ausschlie�en. Auch den partiellen Gleichgewichtenmit inneren Zwangsbedingungen k�onnen wir durch Z�ahlung der repr�asentativen Mi-krozust�ande je eine Entropie zuordnen, die wir mitS = S(U; V;N ; x1; x2; : : :) (2.23)bezeichnen. Die beiden Entropien in (2.22) und (2.23) fallen zusammen, wenn allexi die Werte haben, die sie im vollst�andigen Gleichgewicht annehmen. Zur Vereinfa-chung der Schreibweise kann man vereinbaren, da� die xi bereits als Di�erenzen zwi-schen den Werte mit inneren Zwangsbedingungen und den Werten im vollst�andigenGleichgewicht gez�ahlt werden. Dann entspricht xi = 0 f�ur alle i dem vollst�andigenGleichgewicht und S(U; V;N ; 0; 0; : : :) = S(U; V;N): (2.24)Den 2. Hauptsatz k�onnen wir nun so ausdr�ucken, da� S(U; V;N ; x1; x2; : : :) als Funk-tion der xi ein Maximum bei xi = 0 besitzen soll. Daraus folgt notwendig, da� @S(U; V;N ; x)@xi !x=0 = 0; i = 1; 2; : : : : (2.25)x ist eine Abk�urzung f�ur den formalen Vektor (x1; x2; : : :). Bei den partiellen Ablei-tungen in (2.25) sind U; V;N konstant zu halten. Hinreichend f�ur ein Maximum derEntropie bei x = 0 ist Xi;j  @2S(U; V;N ; x)@xi @xj !x=0 �xi �xj < 0: (2.26)Die �xi sind Di�erentiale der Variablen xi. (2.26) dr�uckt aus, da� die Entropiebei x = 0 ein Maximum und nicht etwa ein Minimum besitzt, was nach (2.25)noch m�oglich w�are. Man bezeichnet (2.26) deshalb auch als Stabilit�atsbedingung.Nat�urlich w�are auch hinreichend, da� nicht die quadratische Form in (2.26) negativde�nit ist, sondern etwa die Form 4. Ordnung mit den 4. Ableitungen der Entropienach den x als Koe�zienten. Der Normalfall in thermodynamischen Systemen wirdallerdings die Stabilit�atsbedingung in der Form von (2.26) sein.



2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK 43Die obigen Formulierungen (2.25) und (2.26) charakterisieren das vollst�andigeGleichgewicht und seine Stabilit�at. Voraussetzungsgem�a� sollte es aber auch par-tielle Gleichgewichte geben, die durch feste Werte f�ur einige der xi de�niert sind,und diese sollen nat�urlich auch stabil sein. Das ist aber bereits in (2.25) und (2.26)eingeschlossen: wenn einige der xi festgelegte Werte besitzen, also xi =konstant bzw.�xi = 0, dann tri�t die Extremalbedingung (2.25) nur mehr f�ur die freien xi zu, undbez�uglich dieser garantiert (2.26) auch die Stabilit�at des partiellen Gleichgewichts.Immer wenn eines der bisher festgelegten xi freigegeben wird, erfolgt ein spontanerProze� in ein neues Gleichgewicht, bei dem die Entropie anw�achst.Man kann die �xi als virtuelle Variationen in Analogie zur gleichnamigen Begri�sbil-dung in der Mechanik betrachten. Wie dort wollen wir die �xi keinen Beschr�ankun-gen au�er den inneren und �au�eren Randbedingungen, die wir ja auch schon Zwangs-bedingungen genannt hatten, unterwerfen. Reale Prozesse �xi verlaufen immer so,da� sie den Zustand x = 0, also das vollst�andige Gleichgewicht anstreben, ohne da�diese Ann�aherung immer mit einer gleichm�a�igen monotonen Abnahme der j�xijerfolgen mu�. Die Auswahl von Variablen xi ist auf sehr viele Weisen m�oglich. Aus-gehend von einem vollst�andigen oder partiellen Gleichgewicht kann man auf sehrviele Weisen neue extensive Variablen xi de�nieren, bez�uglich derer das Gleichge-wicht eine maximale Entropie haben mu�. Alle obigen Aussagen tre�en prinzipiellf�ur alle m�oglichen Wahlen von Variablen xi zu.2.5 Gleichgewicht in o�enen SystemenWir hatten den Begri� des Gleichgewichts bisher nur als relaxierten Endzustandisolierter Systeme verstanden. Jetzt wollen wir versuchen, auch f�ur o�ene Systemeden Begri� des Gleichgewichts zu de�nieren. O�ene Systeme k�onnen Austauschpro-zesse mit ihrer Umgebung ausf�uhren und dabei einige oder mehrere ihrer extensivenVariablen �andern, z.B. ihre innere Energie U , ihr Volumen V oder ihre TeilchenzahlN . Eine sehr einfache M�oglichkeit, Gleichgewicht f�ur o�ene Systeme zu de�nieren,besteht darin, das o�ene System mit seiner Umgebung zu einem insgesamt isolier-ten System zusammmenzufassen und den Zustand des o�enen Teilsystems dann alseinen Gleichgewichtszustand zu verstehen, wenn das isolierte Gesamtsystem in einGleichgewicht relaxiert ist.Diese De�nition hat den Nachteil, da� sie eine Aussage �uber ein weiteres System,n�amlich �uber das Umgebungssystem, enth�alt, also eigentlich eine De�nition einesZustands zweier wechselwirkender Systeme ist. Wir k�onnen den Begri� des Gleich-gewichts eines o�enen Systems aber auch durch Eigenschaften ausschlie�lich desSystems selbst beschreiben. Dazu w�ahlen wir ein Gedankenexperiment: wenn eino�enes System, dessen Zustand sich zeitlich �andern mag, zu einem bestimmten Zeit-punkt von isolierenden W�anden umgeben gedacht wird und sich sein Zustand dann



44 2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIKnicht mehr �andert, dann soll der Zustand vor der Isolation als Gleichgewicht deso�enen Systems bezeichnet werden. Diese De�nition schlie�t die fr�uhere ein. Dennbefanden sich System und Umgebung vor der Isolation in einem Gleichgewicht, dannk�onnen nach der Isolation keine neuen spontanen Entwicklungen mehr auftreten,weil diese mit einer Zunahme der Entropie verbunden sein m�u�ten. Solche Entwick-lungen h�atten aber auch schon vor der Isolation auftreten k�onnen, im Widerspruchzur Annahme, da� das System und seine Umgebung sich vor der Isolation in einemGleichgewicht befanden.Unter Verwendung des Gedankenexperiments der Isolation k�onnen wir dem zuvoro�enen System im Gleichgewicht auch sogleich eine Entropie zuordnen, n�amlichdiejenige Entropie, die es als isoliert gedachtes System h�atte. Die Zuordnung einerEntropie f�ur isolierte Systeme im Gleichgewicht hatten wir ja im Abschnitt 2.3gekl�art.Mit der Erweiterung des Gleichgewichtsbegri�s auf o�ene Systeme kommen wirnoch einmal auf die �Uberlegungen im vorhergehenden Abschnitt zur�uck. Dort hat-ten wir das Gleichgewicht eines isolierten Gesamtsystems durch ein MaximalprinzipS(U; V;N ; x) =Max bez�uglich der extensiven Variablen x charakterisiert, die Abwei-chungen vom Gleichgewicht beschreiben sollten. Wir wenden dieses Maximalprinzipnun auf isolierte Systeme an, die aus Teilsystemen � = 1; 2; : : : ; bestehen. Die Teil-systeme k�onnen durch beliebige W�ande voneinander getrennt sein. Wir nehmen aberan, da� jedes dieser nunmehr o�enen Teilsysteme f�ur sich in einem Gleichgewicht istund bleibt und eine Entropie S(�)(U (�); V (�); N (�)) haben soll, wie wir das soebenbeschrieben haben. Hier sind die U (�); V (�); N (�) die innere Energie, das Volumenund die Teilchenzahl des Teilsystems �. Da das Gesamtsystem isoliert sein sollte, istX� U (�) = U; X� V (�) = V; X� N (�) = N (2.27)mit konstanten Werten f�ur U; V;N . Da weiterhin die Entropie extensiv, also additivsein soll, ist dem Gesamtsystem, das zun�achst nicht notwendig in einem Gleichge-wichtszustand ist, die EntropieS =X� S(�)(U (�); V (�); N (�)) (2.28)zuzuordnen. Als Variable xi im Sinne des vorhergehenden Abschnitts k�onnenjetzt alle U (�); V (�); N (�) auftreten, soweit sie nicht durch die Isolationsbedin-gung (2.27) und durch Randbedingungen der inneren W�ande der Teilsystemeeingeschr�ankt sind. Dieses Verfahren zur Bestimmung einer Entropie von Nicht{Gleichgewichtszust�anden ist o�ensichtlich rekursiv: die Entropie des gr�o�eren Sy-stems in einem Nicht-Gleichgewichtszustand wird zur�uckgef�uhrt auf die Entropien



2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK 45von Teilsystemen im Gleichgewicht. Die Rekursion kann nat�urlich nicht beliebigoft nach unten ausgef�uhrt werden, weil es eine Grenze gibt, unterhalb derer einTeilsystem nicht mehr thermodynamisch ist. Dadurch wird die M�oglichkeit, Nicht{Gleichgewichtszust�ande thermodynamisch zu beschreiben, begrenzt. Das Gleichge-wicht ist jetzt wieder dadurch zu bestimmen, da� die Entropie S in (2.28) als Funk-tion der nicht eingeschr�ankten Variablen U (�); V (�); N (�) maximal wird. Zu diesenlokalen Variablen k�onnen auch nicht{lokale Abweichungen vom Gleichgewicht hin-zukommen, z.B. chemische Reaktionen oder Phasen�uberg�ange.2.6 Thermodynamik des GleichgewichtsIn diesem Abschnitt geht es ausschlie�lich um thermodynamische Systeme in einemvollst�andigen Gleichgewicht, beschrieben durch die Entropie S(U; V;N) als Funk-tion der inneren Energie U , des Volumens V und der Teilchenzahl N . Wir wollenjetzt Aussagen �uber diese funktionale Abh�angigkeit machen. Dazu stellen wir unsvor, da� wir den Gleichgewichtszustand �andern, indem wir die extensiven VariablenU; V;N �andern. Das bedeutet nat�urlich, da� das System o�en sein mu�. Bei diesen�Anderungen soll das System aber stets in einem Gleichgewichtszustand bleiben. Mannennt solche �Anderungen deshalb auch quasistatisch. Es ist einleuchtend, da� quasi-statische Prozesse eine Idealisierung darstellen und nur durch hinreichend langsame�Anderungen von U; V;N angen�ahert werden k�onnen.Wir m�ussen diese quasistatischen Prozesse, die eine Folge von Gleichgewichts-zust�anden darstellen, von den spontanen Prozessen unterscheiden, die wir in denvorhergehenden Abschnitten diskutiert haben. Die spontanen Prozesse f�uhrten ausNicht{Gleichgewichtszust�anden in Gleichgewichtszust�ande hinein. Wir hatten siedurch gewisse extensive Variablen xi gekennzeichnet, z.B. Variablen von Teilsyste-men, ihre Di�erentiale durch �xi. Bei den langsamen, quasistatischen Prozessendenken wir uns die spontanen Prozesse als schnelle Vorg�ange, die immer schon ihrerelaxierten Endzust�ande, n�amlich das jeweilige Gleichgewicht, erreicht haben. ZurUnterscheidung schreiben wir die di�erentiellen �Anderungen der quasistatischen Pro-zesse als dU; dV; dN usw.Wir beginnen mit drei De�nitionen, n�amlich f�ur die Temperatur T , den Druck pund das chemische Potential �:1T :=  @S@U !V;N ; p := T  @S@V !U;N ; � := �T  @S@N !U;V (2.29)Die Indizes (V;N) usw. bedeuten, da� diese Variablen bei den partiellen Ablei-tungen festgehalten werden. Von den Begri�en Druck p und chemisches Potential



46 2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK� hatten wir bereits fr�uher Gebrauch gemacht. Die obigen De�nitionen sollen diefr�uheren, vorl�au�gen De�nitionen pr�azisieren. Sie werden uns auf dieselben Zusam-menh�ange wie fr�uher f�uhren. Die De�nition der Temperatur T in (2.29) erscheintdagegen zun�achst rein formal. Im folgenden Kapitel werden wir uns davon �uberzeu-gen, da� die in (2.29) de�nierte Temperatur diejenigen Eigenschaften hat, die wirauch anschaulich mit diesem Begri� verbindenZur De�nition der Temperatur T in (2.29) m�ussen wir auch noch anmerken, da� siedie Einheit einer Energie besitzt, weil wir die Entropie mit S = lnW im Abschnitt2.3 ja als dimensionslose Variable de�niert hatten. �Ublicherweise wird die Tempe-ratur aber in den Einheiten Grad Kelvin (K) gemessen. Der Umrechnungsfaktorzwischen T in Joule und T 0 in K ist die sogenannte Boltzmann{Konstante kB:T = kB T 0; kB = 1; 3805 � 10�23J=K:Gleichzeitig wird die Entropie gem�a� S 0 = kB S umde�niert, also in Einheiten J/Kgemessen, so da� die De�nition von T 0 die Form 1=T 0 = @S 0=@U beh�alt. Wir wollenbei unseren bisherigen De�nitionen einer dimensionslosen Entropie und einer Tem-peratur in Einheiten der Energie bleiben. Wir k�onnen unsere Formeln an jeder Stelledurch die Transformation T = kB T 0; S = S 0=kBin die �ubliche Schreibweise bringen. Wir weisen schlie�lich noch darauf hin, da�bei der Anwesenheit mehrerer Komponenten im System f�ur jede Komponente einchemisches Potential durch �k = �T  @S@Nk!U;V;Nk0 6=k (2.30)zu de�nieren ist. Wir bleiben bei der Verabredung aus dem Abschnitt 1.5 und inter-pretieren � und N als formale Vektoren aus den jeweiligen Variablen der einzelnenKomponenten, falls mehrere Komponenten vorhanden sind.Wir m�ussen die Thermodynamik an dieser Stelle um zwei weitere Postulateerg�anzen, n�amlich einmal um die Aussage, da� die Temperatur nicht negativ seinkann, also T � 0. Wir werden sp�ater im statistischen Teil der Theorie verstehen, da�negative Temperaturen T < 0 thermodynamisch instabile Zust�ande charakterisieren,die im allgemeinen sehr schnell zerfallen. Die andere Erg�anzung ist der sogenannte 3.



2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK 47Hauptsatz der Thermodynamik, der besagt, da� T = 0 ein thermodynamischer Zu-stand ist, der physikalisch nicht erreichbar ist, wohl beliebig angen�ahert werden kann.Der 3. Hauptsatz wird meist so formuliert, da� f�ur T ! 0 die Entropie verschwin-det: S ! 0. Da S = lnW , vgl. Abschnitt 2.3, bedeutet S ! 0, da� das statistischeGewichtW ! 1 geht. Die Wahrscheinlichkeit, einen Makrozustand zu erreichen, derdurch nur einen einzigen Mikrozustand repr�asentiert wird, verschwindet im thermo-dynamischen Limes, weil sich die statistischen Gewichte von Makrozust�anden mitS > 0 wie W = expS verhalten, also mit N ! 1 sogar exponentiell divergieren.Auf den 3. Hauptsatz und seine thermodynamischen Konsequenzen werden wir imKapitel 10 ausf�uhrlich eingehen.Wenn T > 0 und damit auch 1=T = @S=@U > 0, k�onnen wir S = S(U; V;N)eindeutig nach der inneren Energie U au�osen: U = U(S; V;N). Wir wollen nundie funktionalen Zusammenh�ange S = S(U; V;N) und U = U(S; V;N) in einenZusammenhang bringen. Dazu bilden wir das vollst�andige Di�erential der Entropieund erhalten unter Verwendung der De�nitionen (2.29):dS =  @S@U !V;N dU +  @S@V !U;N dV +  @S@N !U;V dN= 1T dU + pT dV � �T dN: (2.31)Wir l�osen nach dU auf, dU = T dS � p dV + � dN; (2.32)und vergleichen mit dem vollst�andigen Di�erential dU aus dem funktionalen Zusam-menhang U = U(S; V;N):dU =  @U@S !V;N dS +  @U@V !S;N dV +  @U@N !S;V dN: (2.33)Der Vergleich zeigtT =  @U@S !V;N ; p = � @U@V !S;N ; � =  @U@N !S;V (2.34)als De�nitionen von T; p; �, die �aquivalent zu (2.29) sind.



48 2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIKMan nennt die Ausdr�ucke (2.31) und (2.32) f�ur die vollst�andigen Di�erentiale dSund dU auch Gibbs'sche Fundamentalrelationen, hier f�ur die Entropie und die inne-re Energie. Wir werden sp�ater weitere Gibbs'sche Fundamentalrelationen kennen-lernen. Es liegt nun nahe, die Fundamentalrelation f�ur dU in (2.32) mit dem 1.Hauptsatz in der Form �U = �Q� p �V + � �N (2.35)aus dem Abschnitt 1.5 zu vergleichen. Wir betonnen nochmals, da� der 1. Haupt-satz (2.35) f�ur beliebige, also nicht notwendig quasistatische Prozesse � : : : gilt.Aber nat�urlich gilt er auch f�ur quasistatische Prozesse, f�ur die wir die Di�erentiale� : : : nach unserer Vereinbarung durch d : : : ersetzen k�onnen. Der Vergleich ergibtzun�achst �Ubereinstimmung mit den fr�uheren De�nitionen des Druckes p und deschemischen Potentials �, zus�atzlich aber die RelationdQ = T dS: (2.36)Diese Relation ist folgenderma�en zu lesen: bei quasistatischen Prozessen, bei denenein System also niemals aus dem Gleichgewicht ger�at, sind die Entropie�anderung dSund die ausgetauschte W�arme dQ durch (2.36) verkn�upft. Wir werden im folgendenKapitel lernen, da� f�ur beliebige Prozesse � : : :�Q � T �S: (2.37)gilt.Die Beziehung (2.36) kann zugleich als eine Me�vorschrift f�ur Entropien gedeutetwerden: die Bestimmung einer Entropie wird auf die Bestimmung von W�arme in ei-nem quasistatischen Proze� zur�uckgef�uhrt. Eine solche Me�vorschrift ist erforderlich,weil wir bisher nur die Existenz einer Entropie gefordert hatten. Bei allen physika-lischen Begri�sbestimmungen mu� immer auch eine M�oglichkeit angegeben werden,den de�nierten Begri� durch eine Messung zu bestimmen. Diese �Uberlegung legt dieFrage nahe, wie denn W�arme durch eine Messung bestimmt werden kann. Wir ge-ben hier nur den Hinweis, da� man W�arme prinzipiell dadurch bestimmen kann, da�man adiabatische Prozesse und Prozesse mit W�armeaustausch zwischen zwei ther-modynamischen Zust�anden vergleicht. Auf diese Weise wird die Bestimmung vonW�arme auf die von mechanischer Arbeit zur�uckgef�uhrt. Im folgenden Kapitel wer-den wir eine alternative Bestimmung von W�arme, n�amlich durch elektrische Energiekennenlernen.



2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK 492.7 Extensive und intensive Variablen: die Gibbs{Duhem{RelationWir haben argumentiert, da� die thermodynamischen Variablen innere Energie U ,Volumen V , Teilchenzahl N und Entropie S extensiv sind. Das bedeutete, da� beieiner identischen Vervielfachung eines thermodynamischen Systems um einen belie-bigen Faktor � die Werte dieser Variablen sich ebenfalls mit dem Faktor � multipli-zieren. Wir formulieren diesen Zusammenhang f�ur die Funktion U = U(S; V;N):U(�S; � V; �N) = �U: (2.38)Wir di�erenzieren diese Identit�at nach � und setzen anschlie�end � = 1. Mit derKettenregel der Di�erentialrechnung erhalten wir @U@S !V;N S +  @U@V !S;N V +  @U@N !S;V N = U:Dieses ist der Eulersche Satz f�ur homogene Funktionen vom 1. Grad, die geradedurch die Identit�at (2.38) de�niert sind. Setzen wir nun die partiellen Ableitungender inneren Energie U aus (2.34) ein, so erhalten wirT S � p V + �N = U: (2.39)Dieses ist eine Verkn�upfung der extensiven Variablen U; S; V;N mit den VariablenT; p; �, die in (2.34) als partielle Ableitung einer extensiven Variablen U nach eineranderen extensiven Variablen S; V oder N de�niert sind. Variablen der letzterenArt nennt man intensiv. W�ahrend extensive Variablen im thermodynamischen Li-mes N ! 1 linear mit N divergieren, bleiben intensive Variablen bei N ! 1o�ensichtlich konstant. �Aquivalent dazu ist die Aussage: bei einer identischen Ver-vielfachung eines thermodynamischen Systems um einen Faktor � bleiben die in-tensiven Variablen unge�andert. Wegen der Extensivit�at von U; S; V;N mu� es einelineare Relation zwischen diesen Variablen geben. (2.39) zeigt, da� die Koe�zientendieser Relationen durch die intensiven Variablen T; P; � gegeben sind. Die Unter-scheidung zwischen extensiven und intensiven Variablen beruht auf der Eigenschaftder Skalierung thermodynamischer Variablen mit der Teilchenzahl N bzw. mit einemVervielfachungsfaktor �.Wir bilden nun das vollst�andige Di�erential dU in (2.39). Da (2.39) auf der Re-lation U = U(S; V;N) beruht und diese nur im Gleichgewicht gilt, kann dort nur



50 2. DER ZWEITE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIKein vollst�andiges Di�erential d : : : im Sinne eines quasistatischen Prozesses gebildetwerden. Mit der Produktregel der Di�erentialrechnung erhalten wirdU = T dS � p dV + � dN+S dT � V dp+N d�: (2.40)Die erste Zeile dieser Gleichung ist gerade die Gibbs'sche Fundamentalrelation (2.32)f�ur die innere Energie U . Also folgtS dT � V dp+N d� = 0; (2.41)die sogenannte Gibbs{Duhem{Relation. Sie besagt, da� die intensiven Variablennicht unabh�angig sind, sondern genau durch eine Relation verkn�upft sind, die auf dasSkalierungsverhalten mit N bzw. mit einem Vervielfachungsfaktor � zur�uckgeht. Imfolgenden Kapitel werden wir eine andere Interpretation der Gibbs{Duhem{Relationkennenlernen: sie ist die Bedingung daf�ur, da� ein thermodynamisches System �uber-haupt identi�ziert werden kann.



Kapitel 3
Irreversible Thermodynamik
Bei den spontanen Prozesse, die ein isoliertes thermodynamisches System in einenGleichgewichtszustand f�uhren, nimmt die Entropie zu, weil das Gleichgewicht in iso-lierten Systemen durch maximale Entropie bestimmt ist. Solche spontanen Prozessesind unter der Bedingung der Isolation nicht umkehrbar, weil die Wahrscheinlichkeitf�ur makroskopische Abweichungen vom Gleichgewicht im thermodynamischen Limesexponentiell mit N ! 1 verschwindet. Lediglich Fluktuationen um das Gleichge-wicht mit der relativen Gr�o�enordnung � N�1=2 sind m�oglich. Diese Fluktuationenwollen wir nicht zu den thermodynamischen Prozessen rechnen. ThermodynamischeProzesse sollen immer durch �Anderungen von makroskopischen thermodynamischenVariabeln mit der relativen Gr�o�enordnung 1 charakterisiert sein. Wegen der Nicht{Umkehrbarkeit der ins Gleichgewicht f�uhrenden spontanen Prozesse nennt man sieauch irreversibel und die Theorie dieser Prozesse auch Thermodynamik der irre-versiblen Prozesse oder kurz irreversible Thermodynamik. Die irreversible Thermo-dynamik ist die eigentliche, realistische Thermodynamik, weil alle realen Prozesseimmer irreversibel sind. Die bereits im Abschnitt 2.6 vorgestellte Thermodynamikdes Gleichgewichts mit ihren quasisatischen Prozessen wird sich als eine Idealisie-rung der irreversiblen Thermodynamik herausstellen und verdiente deshalb besserdie Bezeichnung Thermostatik.Wir werden die spontanen oder irreversiblen Prozesse in diesem Kapitel zun�achstals Ausgleichsprozesse zwischen zwei Teilsystemen beschreiben, die zusammen einisoliertes System bilden. Die beiden Teilsysteme sollen dabei jeweils f�ur sich in einemGleichgewichtszustand sein und auch bleiben, aber nicht notwendig im Gleichgewichtmiteinander, d.h., das isolierte Gesamtsystem ist im allgemeinen nicht im Gleich-gewicht. Die Verschiebungen von extensiven Variabeln wie z.B. Energie, Volumenoder Teilchenzahlen zwischen den Teilsystemen stellen dann die internen Variabelnx dar, bez�uglich derer sich ein Gleichgewicht des Gesamtsystems einstellen kann, vgl.Abschnitte 2.4 und 2.5. Wir beginnen mit dem Fall des W�armeausgleichs zwischen51



52 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIKden Teilsystemen und stellen daran anschlie�end das allgemeine Schema der irrever-siblen Thermodynamik beispielhaft dar. Dieses Schema l�a�t sich in naheliegenderWeise auf andere Ausgleichsprozesse �ubertragen.3.1 Prozesse mit W�armeaustauschEin isoliertes Gesamtsystem bestehe aus zwei Teilsystemen, die durch eine dia-therme, aber mechanisch feste und f�ur Teilchen impermeable Wand getrennt sei-en. Die beiden Teilsysteme sollen stets in einem Gleichgewichtszustand sein, derdurch U; V;N bzw. U 0; V 0; N 0 und durch die Entropien S = S(U; V;N) bzw.S 0 = S 0(U 0; V 0; N 0) beschrieben sei. Da die Variabeln V;N bzw. V 0; N 0 wegen der Iso-lationsbedingung und der Wandeigenschaften unver�andert bleiben, brauchen wir sieim folgenden nicht mehr explizit mitzuschreiben. Bei partiellen Ableitungen nach Uwerden sie konstant gehalten. Der 1. Hauptsatz f�ur die Teilsysteme lautet �U = �Qbzw. �U 0 = �Q0. Weil das Gesamtsystem isoliert ist, gilt�U + �U 0 = �Q+ �Q0 = 0: (3.1)Die Entropie des Gesamtsystems lautetS0 = S(U) + S 0(U 0): (3.2)Deren Variation aufgrund der virtuellen Variationen �U; �U 0 ist�S0 = �S(U) + �S 0(U 0)= @S@U �U + @S 0@U 0 �U 0 = � 1T � 1T 0� �U; (3.3)wobei wir (3.1) und die De�nitionen der Temperatur @S=@U = 1=T bzw. @S 0=@U 0 =1=T 0 aus dem Abschnitt 2.6 benutzt haben. Im Gleichgewicht des isolierten Gesamt-systems soll die Entropie S0 ein Maximum besitzen. Dann ist notwendig �S0 = 0bei beliebigen virtuellen Variationen �U . Daraus folgt f�ur das Gleichgewicht des Ge-samtsystems, da� die Temperaturen gleich sein m�ussen: T = T 0. Dadurch ist zwarein Extremum der Entropie S0, aber noch kein Maximum festgelegt. Um S0 =Maxim Gleichgewicht zu garantieren, m�ussen wir eine zweite Variation �2S0 untersuchen



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 53und nach der Bedingung f�ur �2S0 < 0 fragen. Das soll in einem sp�ateren Kapitel�uber Stabilit�at ausgef�uhrt werden.Wir k�onnen die �U aber auch als Di�erentiale eines realen Prozesses deuten, derkontinuierlich mit der Zeit abl�auft. Dann schreiben wir statt (3.3)dS0dt = � 1T � 1T 0� dUdt : (3.4)Solange ein Proze� abl�auft, also dU=dt 6= 0, ist das System noch auf dem Weg insGleichgewicht, d.h., seine Entropie nimmt zu: dS0=dt > 0. Daraus folgtT < T 0 � dU=dt > 0T > T 0 � dU=dt < 0: (3.5)Das bedeutet: Energie, hier also W�arme, ie�t aus dem System mit der h�oherenin das System mit der tieferen Temperatur. Diese Konsequenz erg�anzt die formaleDe�nition der Temperatur im Abschnitt 2.6 durch ein physikalisch anschaulichesArgument. W�ahrend des Ausgleichsprozesses �andern sich die Temperaturen T undT 0, und zwar mu� die tiefere Temperatur zunehmen, die h�ohere abnehmen. Dasfolgt aus der Annahme, da� �uberhaupt ein Gleichgewicht existieren soll, in dem dieTemperaturen gleich sind.Die Annahme, da� die beiden Teilsysteme w�ahrend des Ausgleichsprozesses imGleichgewicht bleiben und eine einheitliche Temperatur haben sollen, ist eine Ideali-sierung. Diese ist nur gerechtfertigt, wenn der W�arme�ubergang durch die diathermeWand hinreichend langsam ist und sich der Temperaturausgleich jeweils im Systemdagegen sehr schnell vollzieht. Unter realen Bedingungen wird sich in der N�ahe derWand ein Temperaturgradient einstellen. Ein System mit einem Temperaturgradi-enten kann sich nicht im Gleichgewicht be�nden, weil dieses konstante Temperaturfordert. In einer solchen Situation versucht man, das Gebiet des Gradienten in dif-ferentielle Teilsysteme aufzuteilen, die jeweils f�ur sich im Gleichgewicht sind. Manerh�alt dann eine kontinuierliche Theorie, die jedoch thermodynamisch problema-tisch ist, weil die di�erentiellen Teilsysteme m�oglicherweise zu wenige Freiheitsgradebesitzen. Wir kommen auf die kontinuierliche Theorie sp�ater zur�uck.3.2 Irreversible und reversible ProzesseWir schreiben die Gleichung (3.4) �uber die �Anderung der Gesamtentropie als



54 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIKdS0dt = � 1T JU =: _Sirr (3.6)mit den De�nitionen � 1T := 1T � 1T 0 ; JU := dUdt (3.7)und bezeichnen �(1=T ) als die verallgemeinerte thermodynamische Kraft, JU alsden Flu� (oder Strom) des Prozesses, hier des W�armeausgleichs, und _Sirr als dieEntropieproduktion des Prozesses. Wie wir bereits im vorhergehenden Abschnittargumentiert hatten, ist _Sirr > 0, solange ein Proze� statt�ndet, also solange JU 6= 0.Die Ungleichung _Sirr > 0 gibt dem Proze� o�ensichtlich seine irreversible bzw.spontane Richtung, und der Wert von _Sirr l�a�t sich als Ma� f�ur die Irreversibilit�atdes Prozesses interpretieren. Nur im Gleichgewicht mit �(1=T ) = 0 verschwindet_Sirr. Allgemein gilt also _Sirr � 0.Man kann den Flu� JU als Folge der Temperaturdi�erenz �(1=T ) au�assen, aller-dings auch umgekehrt. Die Situation ist �ahnlich wie beim Ohmschen Gesetz: in einemelektrischen Leiter kann man den elektrischen Strom als Folge einer Potentialdi�e-renz au�assen, aber auch umgekehrt die Potentialdi�erenz als Folge eines Stroms.Tats�achlich wird sich elektrische Leitung ebenfalls als ein spontaner bzw. irreversi-bler thermodynamischer Proze� erweisen. Analog zum Ohmschen Gesetz k�onnen wirauch in unserem Fall des W�armeausgleichs einen linearen Zusammenhang zwischenJU und �(1=T ) erwarten: JU = L� 1T : (3.8)Dieses ist { wie �ubrigens auch das Ohmsche Gesetz { ein rein ph�anomenologischerAnsatz, der zun�achst durch kein anderes Argument gerechtfertigt ist, als da� JU = 0sein mu�, wenn �(1=T ) = 0 und umgekehrt. Man nennt L in (3.8) einen ph�anomeno-logischen Koe�zienten, der o�ensichtlich das Analogon zum Leitwert eines elektri-schen Leiters ist. Ph�anomenologische lineare Relationen wie (3.8) oder das OhmscheGesetz lassen sich letztlich nur durch das Experiment rechtfertigen. Tats�achlich gibtes eine sehr gro�e Zahl von irreversiblen Prozessen, in denen sie gerechtfertigt sind,allerdings auch solche mit massiven Abweichungen vom linearen Verhalten. Es gibtauch Theorien, die sogenannten Linear Response Theorien, in denen solche linearenRelationen n�aherungsweise hergeleitet werden, und zwar f�ur hinreichend kleine ther-modynamische Kr�afte. In diesen Theorien wird angenommen, da� sich die Fl�usse ineine Potenzreihe nach den Kr�aften entwickeln lassen. (3.8) ist als niedrigster, nicht-verschwindender Term einer solchen Potenzreihe zu interpretieren.



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 55Wenn die lineare Relation (3.8) gerechtfertigt ist, dann k�onnen wir die Entropiepro-duktion als _Sirr = L �� 1T �2 = 1L J2U (3.9)schreiben. Im Sinne der soeben genannten Potenzreihenentwicklung ist _Sirr von qua-dratischer Ordnung in der Kraft oder im Flu�. Das gibt Anla� zu der folgendenIdealisierung. F�ur � 1T ! 0 oder JU ! 0bezeichnet man den W�armeaustausch als reversibel, weil die Entropieproduktion indiesem Grenzfall von h�oherer (zweiter) Ordnung verschwindet als die Kraft oder derFlu� selbst. Wenn nun ein beliebiges System im thermodynamischen Gleichgewichtauf reversible Weise W�arme empf�angt, dann schreiben wir f�ur die damit verbundene�Anderung seiner Entropie dSdt = @S@U dUdt = 1T dQrevdt : (3.10)Diesen Zusammenhang kennen wir bereits aus dem Abschnitt 2.6 in der FormdQ = T dS f�ur quasistatische Prozesse. So ist auch die W�armeaufnahme oder {abgabe f�ur jedes der beiden Teilsysteme quasistatisch, weil diese nach Voraussetzungimmer in einem Gleichgewicht bleiben sollten. Die irreversible Entropieproduktion_Sirr l�a�t sich also nicht den einzelnen Teilsystemen, sondern nur dem Gesamtsy-stem zuordnen. In unserer Modellsituation, in der zwei Gleichgewichtssysteme imKontakt sind, �ndet die Entropieproduktion in der Wand zwischen den Teilsyste-men statt. Wir wollen die Unterscheidungen zwischen reversibler und irreversiblerEntropie�anderung nochmals verdeutlichen, indem wir das Gesamtsystem �o�nen undannehmen, da� jedes der beiden Teilsysteme au�er dem W�armeausgleich zus�atz-lich auf reversible Weise W�arme mit der Umgebung austauscht. Dann gilt f�ur diezeitliche �Anderung der Entropie S0 des GesamtsystemsdS0dt =  dS0dt !rev +  dS0dt !irr ; dS0dt !rev = 1T dQrevdt + 1T 0 dQ0revdt ; dS0dt !irr = _Sirr = � 1T JU : (3.11)



56 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIKWeil _Sirr � 0, gilt f�ur die Entropie�anderung beliebiger Systeme stetsdS0dt �  dS0dt !rev : (3.12)Das Gleicheitszeichen gilt nur f�ur quasistatische Prozesse des Gesamtsystems.W�ahrend _Sirr eine Systemeigenschaft des Nicht{Gleichgewichtssystems darstellt,k�onnen wir die reversiblen Terme in (dS0=dt)rev als Entropietransport interpretieren.Wir werden darauf bei der Formulierung der kontinuierlichen Theorie zur�uckgreifen.Wir haben in diesem Abschnitt mehrfach die Begri�e "quasistatisch" und "rever-sibel" bzw. "irreversibel" verwendet. Wir wollen diese Begri�e jetzt noch einmalzusammenfassend kl�aren und gegeneinander abgrenzen. "Quasistatisch" ist die Ei-genschaft eines Systems: bei quasistatischen Prozessen bleibt das System immerin einem Gleichgewicht, obwohl es mit seiner Umgebung Austauschprozesse habenkann. "Quasistatisch" f�ur das System sagt nichts �uber diese Austauschprozesse aus."Reversibel" oder "irreversibel" ist die Eigenschaft von Prozessen zwischen Syste-men. In der Situation des Gesamtsystems, das aus zwei Teilsystemen besteht, hattenwir angenommen, da� die Prozesse zwischen den Teilsystemen irreversibel sein konn-ten, aber ihre Auswirkungen auf die Teilsysteme im Rahmen der quasistatischenBeschreibung bleiben.3.3 Prozesse mit Austausch von W�arme, Volu-men und TeilchenWir kehren zur�uck zur Situation des Abschnitts 3.1, in der ein isoliertes Gesamt-system aus zwei Teilsystemen bestehen sollte. Die beiden Teilsysteme sollen jetztau�er W�arme auch Volumen und Teilchen austauschen k�onnen, jedoch nach wie vorf�ur sich jeweils in einem Gleichgewichtszustand bleiben. Die Isolationsbedingung desGesamtsystems lautet�U + �U 0 = 0; �V + �V 0 = 0; �N + �N 0 = 0: (3.13)Analog zu (3.3) im Abschnitt 3.1 bilden wir die Variation der Gesamtentropie S0und erhalten unter Verwendung der Isolationsbedingung (3.13) und der De�nitionenf�ur Temperatur, Druck und chemisches Potential aus dem Abschnitt 2.6:�S0 = � 1T � 1T 0� �U +  pT � p0T 0! �V �  �T � �0T 0! �N: (3.14)



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 57Wenn die Wand zwischen den Teilsystemen diatherm und mechanisch beweglich ist,so da� W�arme und Volumen ausgetauscht werden k�onnen (�U 6= 0; �V 6= 0), jedochkeine Teilchen (�N = 0), lautet der 1. Hauptsatz f�ur jedes der Teilsysteme�U = �Q� p �V; �U 0 = �Q0 � p0 �V 0: (3.15)Wenn �Q und �V nach Voraussetzung unabh�angige Variationen sind, dann auch �Uund �V . Aus der Gleichgewichtsbedingung �S0 = 0 und aus (3.15) (mit �N = 0) folgtdann, da� im Gleichgewicht T = T 0 und p = p0 sein mu�. Wenn bereits thermischesGleichgewicht eingestellt ist, also T = T 0, entnehmen wir aus (3.15) f�ur einen zeitlichkontinuierlichen, spontanen Proze� des Volumenaustausches, da�dS0dt = �pT dVdt � 0; �p := p� p0: (3.16)Das System mit dem h�oheren Druck dehnt sich aus, bis im Gleichgewicht p = p0 er-reicht ist. Wir untersuchen den Proze� des Volumenaustausches f�ur den Fall, da� diemechanisch bewegliche Wand thermisch isolierend ist. Die beiden Teilsysteme f�uhrendann adiabatische quasistatische Zustands�anderungen aus, f�ur die der 1. Hauptsatz�U = �p �V; �U 0 = �p0 �V 0 (3.17)lautet. Bevor wir wieder die Variation �S0 der Gesamtentropie diskutieren, berech-nen wir die Variationen der Entropien der beiden Teilsysteme. Durch Einsetzen des1. Hauptsatzes aus (3.17) �nden wir�S = 1T �U + pT �V = 0und ebenso �S 0 = 0. Bei quasistatischen adiabatischen Prozessen �andert sich dieEntropie nicht. Das h�atten wir auch aus �S = �Qrev=T mit �Qrev = 0 schlie-�en k�onnen. F�ur unsere Fragestellung nach dem Gleichgewicht bei adiabatischemVolumenaustausch bedeutet das, da� �S0 = �S + �S 0 identisch verschwindet: dasGleichgewicht ist thermodynamisch indi�erent. Wir k�onnen hier nur ein mecha-nisches Gleichgewicht bestimmen, n�amlich durch die Gleichheit der mechanischenKr�afte auf den beiden Seiten der Wand, also p = p0. Allerdings kann das Systemum diesen Zustand auch Oszillationen ausf�uhren. Wenn diese Oszillationen durchReibung abklingen, entsteht ein neues thermodynamisches Problem, weil ReibungW�armezufuhr bedeutet. Der Endzustand ist dann wieder ein thermodynamisches



58 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIKGleichgewicht, dessen Lage sich daraus bestimmt, wie sich die Reibungsw�arme aufdie beiden Teilsysteme verteilt.Wegen seiner physikalischen, chemischen und sogar biologischen Bedeutung betrach-ten wir auch noch den Fall, da� die Wand zwischen den Teilsystemen diathermund permeabel f�ur einige oder sogar alle Teilchenarten ist, aber mechanisch fest,also �V = 0. Wir nehmen an, da� thermisches Gleichgewicht bereits eingestelltist: T = T 0. Dann folgt f�ur das Gleichgewicht bez�uglich Teilchenaustausch aus(3.14) � = �0. Falls mehrere Teilchenarten vorhanden sind, mu� zun�achst festge-stellt werden, f�ur welche die Wand permeabel ist. Gleichgewicht besteht, wenn f�uralle permeablen Komponenten �k = �0k ist. Die Entropieproduktion f�ur spontanenTeilchenaustausch lautet (bei eingestelltem thermischem Gleichgewicht)_Sirr =Xk ����kT � Jk � 0; (3.18)worin ��k := �k � �0k; Jk = dNkdt : (3.19)Wenn nur eine Komponente vorhanden oder permeabel ist, folgt der Flu� Jk demGef�alle des chemischen Potentials �uber die Wand, also vom h�oheren zum tieferenchemischen Potential. Bei mehreren permeablen Komponenten mu� nur die gesamteEntropieproduktion _Sirr positiv sein. F�ur einzelne Komponenten k�onnten die Sum-manden in (3.18) auch negativ sein, d.h., einzelne Komponenten k�onnten auch gegenihr eigenes chemisches Potentialgef�alle "bergauf" transportiert werden, und zwarentropisch auf Kosten der �ubrigen. Das ist allerdings nur m�oglich, wenn es Kopp-lungen zwischen verschiedenen Fl�ussen Jk und Kr�aften ���k0=T gibt, sogenannteFlu�kopplungen. Die linearen ph�anomenologischen Relationen haben bei mehrerenpermeablen Komponenten im allgemeinen die FormJk =Xk0 Lkk0 ����k0T � : (3.20)Kopplung zwischen verschiedenen Fl�ussen und Kr�aften bedeutet im Rahmen der li-nearen Theorie, da� die entsprechenden nichtdiagonalen Lkk0 6= 0 sein m�ussen. Wennnur diagonale Lkk0 auftreten, also Lkk0 = �kk0 Lk, dann ist jeder einzelne Summandin (3.18) nicht negativ: ����kT � Jk = Lk ����kT �2 � 0



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 59Da� Lkk = Lk > 0, folgt daraus, da� der Transport der Komponente k allein immerihrem Potentialgef�alle folgen mu�. Flu�kopplungen haben eine sehr gro�e Bedeutungbeim Austausch von Ionen und neutralen Molek�ulen �uber die W�ande von biologi-schen Zellen, den sogenannten Zellmembranen.Wir beschlie�en diesen Abschnitt mit der Frage, ob alle Variabeln Q; V;N bzw.U; V;N gleichzeitig �uber die Wand zwischen den beiden Teilsystemen ausgetauschtwerden k�onnen. Das w�urde bedeuten, da� wir s�amtliche, aus (3.14) ablesbaren ther-modynamischen Kr�afte� 1T = 1T � 1T 0 ; � pT = pT � p0T 0 ; ���T = ��T + �0T 0zwischen den Teilsystemen vorgeben m�u�ten. Das ist aber nicht m�oglich, weil dieintensiven Variabeln T; p; � in jedem der beiden Teilsysteme die Gibbs{Duhem-Relation, vgl. Abschnitt 2.7, erf�ullen m�ussen. Das bedeutet, da� wenigstens eineder Kr�afte o�en bleiben mu�, z.B. die chemische Potentialdi�erenz wenigstens ei-ner Komponente. Diese Aussage hat einen sehr anschaulichen physikalischen Hinter-grund: eine physikalisch reale Wand mu� de�nierbar sein, z.B. durch eine Aufteilungvon Volumen oder von wenigstens einer Komponente zwischen den Teilsystemen.Wenn U; V;N gleichzeitig austauschbar sein sollen, verlieren die Teilsysteme ihrephysikalische Identit�at.3.4 Elektrische LeitungElektrische Leitung entsteht durch den Transport elektrisch geladener Teilchen. Wirkommen deshalb noch einmal auf die Situation im vorhergehenden Abschnitt zur�uck,in der die Wand zwischen den zwei Teilsystemen eines insgesamt isolierten Systemsf�ur Teilchen und damit auch f�ur W�arme durchl�assig ist. Zus�atzlich wollen wir nunannehmen, da� die Teilchen der Komponente k eine elektrische Ladung ek tragen.Man schreibt ek = e zk, worin e die Elementarladung ist. zk hei�t die Wertigkeitdes Teilchens, das man im Fall eines geladenen Atoms oder Molek�uls ein Ion nennt.zk > 0 beschreibt Kationen, zk < 0 Anionen und zk = 0 neutrale Teilchen. Abernat�urlich sind auch Elektronen weiterhin in unserer Beschreibung enthalten.Wir wollen nun weiter annehmen, da� der Austausch elektrisch geladener Teilchendurch eine elektrische Potentialdi�erenz zwischen den beiden Teilsystemen getrie-ben wird. Dieser Potentialdi�erenz entspricht ein elektrisches Feld, mit dem dasGesamtsystem nun o�ensichtlich Energie austauschen kann. Wir m�ussen deshalbdie Isolationsbedingung f�ur die innere Energie gegen�uber der Formulierung in (3.13)im vorhergehenden Abschnitt ab�andern, und zwar in



60 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK�U + �U 0 = �Wf : (3.21)Hier ist �Wf die Energie, die das elektrische Feld beim Austausch geladener Teilchenan das thermodynamische System abgibt (�Wf > 0) oder aufnimmt (�Wf < 0). Daallgemein e� die elektrische Feldenergie einer Ladung e im Potential � ist, wird�Wf = �Xk ek (� �Nk + �0 �N 0k) : (3.22)� und �0 sind die Potentiale der beiden Teilsysteme. Das negative Vorzeichen ber�uck-sichtigt, da� Abgabe von Feldenergie f�ur das thermodynamische System positiv zuz�ahlen ist. Die Isolationsbedingung f�ur Teilchen bleibt dagegen unver�andert:�Nk + �N 0k = 0; k = 1; 2; : : : : (3.23)Wir nehmen wiederum an, da� thermisches Gleichgewicht bereits eingestellt ist,T = T 0, und kein Volumenaustausch statt�ndet, �V = 0. Die Variation der Gesam-tentropie lautet dann�S0 = 1T (�U + �U 0)� 1T Xk (�k �Nk + �0k �N 0k) : (3.24)Einsetzen von (3.21), (3.22) und (3.23) ergibt nach einer kurzen Rechnung�S0 = � 1T Xk (��k + ek��) �Nk: (3.25)�� = ���0 ist die elektrische Potentialdi�erenz zwischen den Teilsystemen. (3.25)legt es nahe, das chemische Potential �k einer geladenen Komponente zum elektro-chemischen Potential zu erweitern:�k := �k + ek �; �0k := �0k + ek �0: (3.26)Damit wird aus (3.25)�S0 = � 1T Xk ��k �Nk; ��k = �k � �0k: (3.27)



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 61Als thermodynamische Kr�afte f�ur den Teilchenaustausch treten jetzt die ���k=Tanstelle der ���k=T auf. Gleichgewicht besteht in (3.27), wenn s�amtliche Di�eren-zen der elektrochemischen Potentiale verschwinden: ��k = 0; k = 1; 2; : : :. Es istalso m�oglich, da� f�ur eine geladene Komponente Gleichgewicht trotz unterschiedli-cher chemischer Potentiale besteht. Dazu mu� die elektrische Potentialdi�erenz diechemische Potentialdi�erenz ausgleichen:�� = ���k=ek: (3.28)Dieser Wert von �� hei�t das Nernst{Potential der Komponente k. F�ur einen zeit-lich kontinuierlichen Proze� lautet die zu (3.27) entsprechende Entropieproduktion_Sirr = � 1T Xk ��k Jk � 0: (3.29)In die linearen ph�anomenologischen Gleichungen (3.20) aus dem vorhergehendenAbschnitt m�ussen wir jetzt die ���k=T als thermodynamische Kr�afte einf�uhren:Jk =Xk0 Lkk0 ����k0T � : (3.30)Wir wollen jetzt annehmen, da� die beiden Teilsysteme chemisch f�ur alle Kompo-nenten identisch sind, also ��k = 0 f�ur alle k = 1; 2; : : :. Au�erdem wollen wir nichtdie einzelnen Komponenten�usse Jk, sondern den gesamten elektrischen Flu� JEbzw. Strom durch die Wand diskutieren:JE =Xk ek Jk = 1T Xk;k0 Lkk0 ek ek0 (���) = �G��: (3.31)Wir �nden also eine lineare Relation zwischen dem elektrischen Strom JE und derPotentialdi�erenz ��. Das ist o�ensichtlich das Ohmsche Gesetz, das sich alsotats�achlich, wie bereits fr�uher angek�undigt, als ein spezieller Fall der thermody-namischen linearen ph�anomenologischen Relationen herausstellt. Das Vorzeichen in(3.31) erkl�art sich durch eine verschiedene Z�ahlung der Potentialdi�erenz und derelektrischen Spannung. Die Gr�o�eG := 1T Xk;k0 Lkk0 ek ek0 (3.32)



62 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIKist der elektrische Leitwert der Wand bzw. R = 1=G ist ihr elektrischer Widerstand.Die Entropieproduktion aus (3.29) lautet_Sirr = � 1T Xk ek�� Jk = � 1T �� JE � 0: (3.33)Man nennt T _Sirr auch die Ohmsche W�arme.3.5 Chemische ReaktionenWie wir bereits im Abschnitt 2.1 bemerkt hatten, k�onnen auch chemische Reaktio-nen ein thermodynamisches System ins Gleichgewicht f�uhren. Wir wollen in diesemAbschnitt chemische Reaktionen in das Schema der irreversiblen Thermodynamikeinordnen, das wir in den vorangegangenen Abschnitten dieses Kapitels entwickelthaben. Dazu m�ussen wir zun�achst die kinetische Beschreibung chemischer Reaktio-nen formulieren. Wir beginnen mit einem Beispiel:3 H2 +N2 *) 2NH3: (3.34)In dieser Reaktion treten drei Komponenten auf, n�amlichk = 1 : H2; k = 2 : N2; k = 3 : NH3:F�ur die Ver�anderungen der Teilchenzahlen w�ahrend des Reaktionsablaufs gilt�13 dN1dt = �dN2dt = +12 dN3dt =: d�dt (3.35)oder dNkdt = �k d�dt ; 8><>: �1 = �3�2 = �1�3 = +2 (3.36)Die Variable � hei�t Reaktionslaufzahl, d�=dt die Reaktionsgeschwindigkeit und �k derst�ochiometrische Koe�zient der Komponente k. Die st�ochiometrischen Koe�zienten



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 63sind im Reaktionsschema (3.34) nur bis auf einen gemeinsamen Faktor de�niert. Umdie De�nition eindeutig zu machen, greifen wir auf den molekularen Reaktionsme-chanismus zur�uck und de�nieren �k als die Zahl von Teilchen der Komponente k,die in einem elementaren Reaktionsschritt umgesetzt wird. Wenn �k > 0, hei�t dieKomponente k ein Produkt, wenn �k < 0, ein Edukt. Wir haben in (3.35) und (3.36)zeitlich kontinuierliche Reaktionsabl�aufe beschrieben; f�ur virtuelle Variationen giltentsprechend �Nk = �k ��.Wir verallgemeinern unser Beispiel: in einem thermodynamischen System sollenmehrere chemische Reaktionen r = 1; 2; : : : unabh�angig voneinander ablaufenk�onnen. Das allgemeine Reaktionsschema lautet� 01 r C1 + � 02 r C2 + : : : *) � 001 r C1 + � 002 r C2 + : : : : (3.37)Die Ck stehen symbolisch f�ur die Edukte und Produkte, im obigen Beispiel sinddas H2, N2 und NH3. Die � 0kr sind die st�ochiometrischen Vorw�artskoe�zienten derReaktion r, die � 00kr die st�ochiometrischen R�uckw�artskoe�zienten. De�nitionsgem�a�gilt stets � 0kr � 0 und � 00kr � 0. Gew�ohnlich gilt auch � 0kr � � 00kr = 0: eine KomponenteCk tritt entweder nur als Edukt oder nur als Produkt auf. Wenn � 0kr � � 00kr > 0,hei�t Ck ein Katalysator. Wenn dann au�erdem � 0kr 6= � 00kr, nennt man Ck einenAutokatalysator. In Verallgemeinerung von (3.36) istdNkdt =Xr (� 00kr � � 0kr) d�rdt =Xr �krWr (3.38)mit �kr := � 00kr � � 0kr; Wr := d�rdt : (3.39)Analog gilt f�ur virtuelle Variationen�Nk =Xk �kr ��r: (3.40)Wir kommen jetzt zur Thermodynamik chemischer Reaktionen, indem wir uns dieseals einen Teilchenaustausch zwischen den beiden Seiten der Reaktionen vorstellen.Die beiden Reaktionsseiten treten begri�ich an die Stelle von zwei Teilsystemen,zwischen denen Teilchen ausgetauscht werden k�onnen, wie wir das im Abschnitt



64 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK3.3 dargestellt haben. Die Reaktionslaufzahlen �r werden auf diese Weise zu inne-ren Variabeln x, bez�uglich derer die Entropie im Gleichgewicht maximal wird, vgl.Abschnitt 2.4. Das Abschalten einer Reaktion durch �xr = 0 bzw. Wr = 0 stellteine innere Zwangsbedingung dar, die nur ein partielles Gleichgewicht zul�a�t. NachFreigabe dieser Zwangsbedingung l�auft spontan ein Reaktionsproze� in Richtungauf ein neues Gleichgewicht mit einer gr�o�eren Entropie ab.Zur Vereinfachung der Schreibweise wollen wir im folgenden annehmen, da� in dembetre�enden System alle anderen Austauschvorg�ange (thermisch, mechanisch, loka-ler Teilchenaustausch) bereits im Gleichgewicht sind. Au�erdem soll das System {wie bisher { insgesamt isoliert sein. Diese Bedingung werden wir im folgenden Ka-pitel aufheben. Es sei S0 = S0(U; V;N1; N2; : : :) die Entropie des Gesamtsystemszu gegebenen Teilchenzahlen N1; N2; : : :. Wir berechnen die virtuelle Variation derEntropie unter Verwendung von (3.40):
�S0 = Xk  @S0@Nk!U;V;Nk0 6=k �Nk = � 1T Xk �k �Nk == � 1T Xk;r �kr �k ��r = 1T Xr Ar ��r; (3.41)worin Ar := �Xk �kr �k (3.42)die A�nit�at der Reaktion r ist. Aus �S0 = 0 folgt, da� im Gleichgewicht der Reak-tionen s�amtliche A�nit�aten verschwinden m�ussen: Ar = 0; r = 1; 2; : : :. F�ur zeitlichkontinuierliche, spontane Reaktionsprozesse ist_Sirr = 1T Xr ArWr � 0: (3.43)F�ur eine einzelne Reaktion bedeutet das AW � 0. Deren A�nit�at k�onnen wirschreiben als A = �Xk �k �k =Xk � 0k �k �Xk � 00k �k: (3.44)



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 65Die A�nit�at beschreibt das mit den st�ochiometrischen Koe�zienten gewichteteGef�alle der chemischen Potentiale l�angs des Reaktionsweges. F�ur eine einzelne Reak-tion bedeutet AW � 0, da� die Reaktion diesem Gef�alle folgt. Das ist eine weitereAnalogie zum Teilchenaustausch zwischen zwei Teilsystemen. Bei mehreren Reak-tionen k�onnen einzelne von ihnen gegen ihr Gef�alle "bergauf" entropisch auf Kostender �ubrigen getrieben werden, wenn insgesamt nur _Sirr � 0 ist.Im Abschnitt 3.3 hatten wir �uberlegt, da� einzelne Komponenten durch Flu�kopp-lungen lokal gegen das Gef�alle ihres eigenen Potentials "bergauf" getrieben werdenk�onnen. Das ist auch mit einer Kopplung zwischen Transport und chemischer Re-aktion m�oglich. Wir betrachten wieder zwei Teilsysteme, in denen jeweils dieselbenchemischen Reaktionen ablaufen k�onnen. Die Wand zwischen den Teilsystemen seidiatherm und permeabel f�ur die Komponente k = 1. Die zeitlich kontinuierlicheEntropiezunahme betr�agt_Sirr = 1T Xr (ArWr + A0rW 0r) + ����1T � J1 � 0; (3.45)worin J1 der Transportu� der Komponente k = 1 ist:J1 =  dN1dt !Tr :Entropisch ist "Bergauftransport"����1T � J1 < 0auf Kosten der chemischen Reaktionen m�oglich. Man nennt einen solchen Vorgangaktiven Transport. Er ist einer der wichtigsten Prozesse in biologischen Zellen. Dortwerden z.B. Ionen gegen ihr elektrochemisches Potentialgef�alle chemisch durch dieZellwand gepumpt. Die irreversible Thermodynamik besagt keinesfalls, da� aktiverTransport erfolgen mu�, sondern nur, da� er bei entsprechender Kopplung zwischenTransportu� und Reaktion entropisch ablaufen kann.Wenn wir die Formulierung linearer ph�anomenologischer Relationen konsequent aufeine chemische Reaktion �ubertragen, m�u�ten wir f�ur eine einzelne ReaktionW = LA (3.46)



66 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIKschreiben, f�ur mehrere Reaktionen entsprechend einen multilinearen Ausdruck.Tats�achlich stellt sich ein solcher Ansatz nur f�ur die unmittelbare Umgebung desGleichgewichts als annehmbare N�aherung heraus. Besser bew�ahrt sich f�ur die Reak-tionsgeschwindigkeit einer Reaktion� 01C1 + � 02 C2 + : : : *) � 001 C1 + � 002 C2 + : : : :der sogenannte Sto�zahlansatzW = V  �0 Yk c�0kk � �00 Yk c�00kk ! : (3.47)Hier sind ck := Nk=V die Teilchenzahldichten oder Konzentrationen der Kompo-nenten k = 1; 2; : : :. Die chemischen Potentiale �k sind Funktionen der Dichtenck. Unter Benutzung dieses funktionalen Zusammenhangs, auf den wir sp�ater nocheingehen werden, m�ussen die Faktoren �0 und �00 so gew�ahlt werden, da� die Gleich-gewichtsbedingung W = 0 f�ur A = 0 erf�ullt ist. Der Vorfaktor V ber�ucksichtigt,da� die Reaktionsgeschwindigkeit W de�nitionsgem�a� eine extensive Gr�o�e ist. Diemolekulare Vorstellung hinter dem Sto�zahlansatz besteht darin, da� in einem Re-aktionsschritt gerade die Anzahlen von Teilchen der einzelnen Komponenten zusam-mentre�en m�ussen, die durch die st�ochiometrischen Koe�zienten gegeben sind. DieWahrscheinlichkeit eines solchen Zusammentre�ens wird proportional zu den Pro-dukten der entsprechenden Teilchendichten bzw. ihrer Potenzen angenommen. DieseAnnahme ist eigentlich nur f�ur unabh�angige Teilchen gerechtfertigt. Dennoch erweistsich der Sto�zahlansatz als eine brauchbare N�aherung f�ur sehr viele Reaktionen.In der Chemie ist es �ublich, nicht mit Teilchenzahlen, sondern mit Molen zu rech-nen. Ein Mol kann man am einfachsten als eine andere Einheit f�ur Teilchenzahleninterpretieren: es enth�alt immer die Anzahl L = 6; 0225 � 1023 von Teilchen, un-abh�angig von der Art der Teilchen. L ist die sogenannte Avogadro{Zahl. Bei derZ�ahlung der Teilchenzahlen N in Molen erhalten die chemischen Potentiale die Ein-heit Energie/Mol, so da� Produkte � �N invariant bleiben. Wie bei allen anderenphysikalischen Variabeln ist die Einheitenumrechnung kein wesentlicher Punkt derTheorie. Wir vereinbaren deshalb, da� im folgenden immer Teilchenzahlen oder Moleinterpretiert werden k�onnen. Getrennte Schreibweisen er�ubrigen sich.3.6 Kontinuierliche BilanzgleichungenBisher haben wir in diesem Kapitel thermodynamische Systeme diskutiert, die sichaus einer endlichen Anzahl von diskreten Teilsystemen zusammensetzen. Die Teil-systeme sollten jeweils f�ur sich immer in einem thermodynamischen Gleichgewicht



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 67sein und �uber die W�ande zwischen ihnen extensive Gr�o�en wie W�arme, Volumenoder Teilchen austauschen k�onnen. Wir wollen die diskrete zu einer r�aumlich konti-nuierlichen Substruktur verallgemeinern. Die Teilsysteme werden dann zu r�aumlichdi�erentiellen, lokalen Systemen, die wir o�ensichtlich nicht mehr durch W�ande ab-grenzen k�onnen, sondern die notwendigerweise f�ur alle Austauschprozesse o�en sind.Die Identit�at der di�erentiellen Teilsysteme de�nieren wir entweder als Volumenele-mente dV oder als Massenelemente dM . In diesem Abschnitt werden wir zun�achstdie di�erentiellen lokalen Bilanzen extensiver Variabeln formulieren. Die eigentlicheThermodynamik r�aumlich kontinuierlicher Prozesse und ihre Problematik werdenwir im folgenden Abschnitt darstellen.3.6.1 Das Schema von BilanzgleichungenEs sei E eine beliebige extensive Variable und �E(r; t) ihre r�aumliche Dichte, die ineinem kontinuierlichen System im allgemeinen vom Ort r und der Zeit t abh�angenwird. Die in einem Volumen V enthaltene Menge von E ist gegeben durchE(t) = ZV dV �E(r; t): (3.48)Wir wollen annehmen, da� das Integrationsgebiet V zeitunabh�angig ist. Dann kannsich E(t) auf zwei Weisen zeitlich �andern, n�amlich durch Transport �uber die Grenzenvon V und durch Erzeugung oder Vernichtung innerhalb von V . Wir schreiben daf�urdE(t)dt = �E + PE; (3.49)worin �E die Transportrate und PE die Erzeugungs{ oder Vernichtungsrate ist. DieTransportrate k�onnen wir in der Form�E = � Z@V df jE(r; t) (3.50)ansetzen. Es wird �uber die Grenz�ache @V von V integriert. Deren Fl�achenelementedf sollen die aus V nach au�en weisende Normalenrichtung haben. jE(r; t) ist dielokale Flu�dichte von E am Ort r zur Zeit t. Das Skalarprodukt df jE(r; t) bringtzum Ausdruck, da� nur die jE(r; t){Komponente parallel zu df zum Transport in Vhinein oder aus V heraus beitr�agt. Das Vorzeichen ber�ucksichtigt, da� eine jE(r; t){Komponente in die Normalenrichtung nach au�en zu einer Abnahme von E in V



68 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIKf�uhrt und umgekehrt. Unter Verwendung des Gau�schen Integralsatzes formen wir(3.50) um in �E = � ZV dV r jE(r; t): (3.51)Die Erzeugung oder Vernichtung von E wird im allgemeinen in V r�aumlich konti-nuierlich verteilt sein. Wir schreiben deshalbPE = ZV dV �E(r; t): (3.52)�E(r; t) ist die r�aumliche Dichte der Erzeugung (�E > 0) oder Vernichtung (�E < 0)von E pro Zeit. Aus (3.52) geht hervor, da� PE selbst eine extensive Gr�o�e ist.Wir setzen (3.51) und (3.52) in (3.49) ein und erhaltenZV dV  @@t�E(r; t) +r jE(r; t)� �E(r; t)! = 0 (3.53)Die zeitliche Ableitung d=dt konnten wir in das Integral hineinziehen, weil das In-tegrationsvolumen V nach Voraussetzung zeitlich konstant sein sollte. Vor einerFunktion von r und t m�ussen wir sie dann allerdings als partielle Ableitung @=@tschreiben, weil der Ort r im zeitlich festen Volumen nicht von der Zeitableitungbetro�en ist. (3.53) soll f�ur alle Volumina V gelten. Daraus folgt, da� der Integrandverschwindet, also @@t�E(r; t) +r jE(r; t) = �E(r; t): (3.54)Dieses ist die gesuchte kontinuierliche Bilanz der exentsiven Gr�o�eE, und zwar in dersogenannten expliziten Version, d.h., vom Standpunkt eines ruhenden Beobachtersaus. Wenn �E(r; t) = 0, also keine Erzeugung oder Vernichtung von E statt�ndet,ist E eine Erhaltungssgr�o�e und (3.54) (mit �E(r; t) = 0) ist die kontinuierlicheVersion eines Erhaltungssatzes.3.6.2 Bilanz der GesamtmasseEin Beispiel f�ur eine erhaltene Gr�o�e ist die Gesamtmasse. Transport von Mas-se erfolgt durch Str�omung in Fl�ussigkeiten, sogenannter konvektiver Transport.



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 69Wir bezeichnen die lokale Geschwindigkeit der Str�omung am Ort r zur Zeit tmit u(r; t). Es sei ferner �(r; t) die r�aumliche Dichte der Gesamtmasse. Dann istj(r; t) = �(r; t)u(r; t) die Flu�dichte der Gesamtmasse, die also rein konvektiv ist,d.h., ausschlie�lich durch die Str�omung getragen wird. Der lokale Erhaltungssatz f�urdie Gesamtmasse lautet damit@@t�(r; t) +r (�(r; t)u(r; t)) = 0: (3.55)Wir wollen das System auch vom Standpunkt eines Beobachters beschreiben, der sichmit der lokalen Geschwindigkeit u(r; t) mitbewegt. Es sei f(r; t) eine beliebige Funk-tion von Ort und Zeit. Der mitbewegte Beobachter wird nicht nur eine Ver�anderungin der Zeit, sondern auch eine Ver�anderung des Ortes r mit der Geschwindigkeitu(r; t) feststellen. Die entsprechende Zeitableitung hei�t totale Zeitableitung undwird als d=dt zum Unterschied von der partiellen Ableitung @=@t geschrieben. Wirberechnen ddtf(r; t) = lim�t!0 1�t [f(r(t+�t); t +�t)� f(r(t); t)]= @@t f(r; t) +r f(r; t)u=  @@t + ur! f(r; t): (3.56)r ist hier immer als r(t) zu interpretieren. Da f(r; t) beliebig ist, kann man dieseRelation als Operator{Identit�at lesen:ddt = @@t + ur: (3.57)Darin ist ur ein skalarer Operator, der in kartesischen Koordinatenur = 3X�=1 v� @@x� =: v�@�: (3.58)lautet. Im letzten Schritt haben wir die Summationskonvention benutzt: wenn ineinem Produktausdruck ein kartesischer Index doppelt auftritt, wird dar�uber sum-miert. Wir wenden diese Operator{Identit�at auf die Dichte � der Gesamtmasse an.Unter Verwendung der expliziten Bilanz (3.55) erhalten wir



70 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIKd�dt = @�@t + ur �= �r(�u) + ur � = ��ru;worin wir im letzten Schritt die Produktregel f�urr verwendet haben. Zur Vereinfa-chung der Schreibweise haben wir die Argumente (r; t) nicht mehr mitgeschrieben.Die obige Umrechnung liefert uns die sogenannte substantielle Bilanz der Gesamt-masse: d�dt + �ru = 0: (3.59)Die Bezeichnung "substantiell" weist darauf hin, da� sich der Beobachter dabei mitder Substanz, also mit der str�omenden Masse mitbewegt. Man nennt die Str�omunginkompressibel, wenn der mitbewegte Beobachter keine Dichte�anderung feststellt:d�=dt = 0. �Aquivalent damit ist ru = 0.Unter Verwendung der substantiellen Bilanz der Gesamtmasse in (3.59) k�onnen wirauch die substantielle Bilanz einer beliebigen extensiven Gr�o�e formulieren. Dazugreifen wir zwar auf die explizite Bilanz in (3.54) zur�uck, formulieren die substantielleBilanz aber f�ur die Massendichte �E := �E=�M anstelle der Volumendichte �E :=�E=�V . Es gilt �E = �E�V = �M�V �E�M = � �E: (3.60)Alternativ k�onnen wir auch schreibenE(t) = ZV dV �E = ZM dM �E:Hier sollM die im Volumen V enthaltene Masse bedeuten. �E = �E(r; t) hei�t auchdas spezi�sche E.In der folgenden Umrechnung benutzen wir die Operator{Identit�at (3.57) sowie dieProduktregel f�ur d=dt und f�ur r und die substantielle Bilanz (3.59):



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 71@�E@t = @@t(� �E) = ddt(� �E)� ur (� �E)= � d�Edt + �E d�dt � ur (� �E)= � d�Edt � � �Eru� ur (� �E)= � d�Edt �r (� �E u) :Einsetzen in die explizite Bilanz (3.54) ergibt die gesuchte substantielle Bilanz� d�Edt +rJE = �E; (3.61)worin JE = jE � � �E u = jE � �E u (3.62)die Flu�dichte ist, die der mitbewegte Beobachter relativ zum konvektiven Anteil� �E u = �E u feststellt.3.7 Die Bilanz der Komponentenmasse, Di�usionNachdem wir im vorangegangenen Abschnitt die Formulierung kontinuierlicher Bi-lanzen extensiver Gr�o�en allgemein vorbereitet haben, wollen wir im folgenden Bi-lanzen einzelner wichtiger Variablen diskutieren. Das Muster f�ur alle hier zu ent-wickelnden Bilanzen ist entweder die explizite Version (3.54) oder die substantielleVersion (3.61).Wir beginnen mit der Bilanz der Komponentenmassen. Es sei �k die r�aumlicheDichte der Masse der Komponente k, so da�Mk = ZV dV �kdie im Volumen V enthaltene Komponentenmasse Mk ist. Die Erzeugung oderVernichtung von Mk kann durch chemische Reaktionen erfolgen, deren Teilchen-zahl�anderungen wir bereits in (3.38) im Abschnitt 3.5 angegeben hatten. Wir kom-men damit zu der folgenden Form f�ur die Bilanz von Mk:



72 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK@@t�k +rjk = mk Xr �kr wr: (3.63)Hier ist jk die Flu�dichte der Masse der Komponente k. Auf der rechten Seite habenwir gegen�uber (3.38) die Reaktionsgeschwindigkeit Wr durch die r�aumliche Dichtewr der im System kontinuierlich verteilten Reaktionsgeschwindigkeit ersetzt, weilauch links eine r�aumliche Dichte �k bilanziert wird.mk ist die Masse pro Teilchen derKomponente k. Der Faktormk ber�ucksichtigt, da� der Reaktionsterm auf der rechtenSeite einen Teilchenumsatz z�ahlt, w�ahrend �k eine Massendichte ist. Eine alternativeFormulierung benutzt die Teilchenzahldichte oder Konzentration ck = �k=mk:@@tck +rjk =Xr �kr wr: (3.64)Bei der Verwendung der Einheit Mol wird mk die Molmasse. Die Dichten bzw.Flu�dichten �k; jk; wr sind im allgemeinen Funktionen vom Ort r und der Zeit t.Wenn wir in (3.63) �uber alle Komponenten k summieren, m�ussen wir wieder zu demexpliziten Erhaltungssatz (3.55) kommen. Das bedeutetXk �k = �; Xk jk = �u; Xr  Xk mk �kr! wr = 0: (3.65)Man kann die Massenu�dichte der Komponente k �aquivalent durch ein Komponen-ten{Str�omungsfeld beschreiben: jk = �k uk. Dann folgt aus (3.65)u =Xk �k� uk: (3.66)u ist also als Schwerpunktsgeschwindigkeit aller Komponenten zu interpretieren undwird deshalb auch baryzentrische Geschwindigkeit genannt. Da die dritte Bedingungin (3.65) f�ur beliebige Werte der Dichte der Reaktionsgeschwindigkeit wr gelten soll,folgt sogar Xk mk �kr = 0: (3.67)Diese Bedingung besagt, da� die Gesamtmasse in jeder chemischen Reaktion erhal-ten bleibt.



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 73Zur substantiellen Version der Bilanz (3.63) der Komponentenmasse Mk gelangenwir, indem wir Mk zun�achst durch ein Massenintegral darstellen:Mk = ZV dV �k = ZM dM �k� = ZM dM bk:Hier ist bk = �k=� der sogenannte Massenbruch, der konsequenterweise auch spezi�-sche Komponentenmasse genannt werden kann. Nach dem Schema der allgemeinensubstantiellen Bilanz in (3.61) lautet die substanstielle Bilanz der Komponenten-masse dann � ddtbk +rJk = mk Xr �kr wr; (3.68)worin Jk = jk � � bk u = jk � �k u = �k (uk � u): (3.69)Man bezeichnet die Flu�dichte Jk relativ zum konvektiven Anteil des Transportsvon Mk auch als Di�usionsu�dichte.Wenn man in die Bilanzgleichungen die bereits aus den Abschnitten 3.2 und 3.3 be-kannten linearen ph�anomenologischen Relationen f�ur die Flu�dichten einf�uhrt, erh�altman die sogenannten ph�anomenologischen Di�erentialgleichungen. Wir erl�autern dasan dem Fall eines Systems ohne Konvektion, also u = 0. Wir wollen annehmen,da� die Komponente k nur von ihrem eigenen Potentialgef�alle getrieben wird. Diekontinuierliche Version der linearen ph�anomenologischen Relation (3.20) aus demAbschnitt 3.3 hat dann zun�achst die Gestaltjk � �r�kT :Statt dessen wollen wir den Ansatz1mk jk = �Dkrck: (3.70)machen, also die Teilchenu�dichte jk=mk als proportional zum Konzentrationsgra-dientenrck setzen. (Wir erinnern daran, da� jk als Massenu�dichte de�niert war.)



74 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIKSp�ater werden wir sehen, da� das chemische Potential eine Funktion von T und ckist, so da� die beiden linearen Relationen zumindest f�ur rT = 0 �aquivalent sind.Wir setzen also voraus, da� thermisches Gleichgewicht bereits eingetreten ist. Derlineare ph�anomenologische Koe�zient Dk in (3.70) hei�t der Di�usionskoe�zientder Komponente k in dem betre�enden System. Wir setzen (3.70) in die expliziteBilanz (3.63) f�ur �k = mk ck ein und erhalten@@tck �r (Dkrck) =Xr �kr wr: (3.71)Es ist m�oglich, da� Dk auch von der Konzentration ck abh�angt. Darum ist im all-gemeinen r (Dkrck) = Dk� ck + @Dk@ck (rck)2 ;worin � der Laplace{Operator ist:� =r �r = 3X�=1 @2@x2� = @� @�:Da wir bereits einen linearen Ansatz f�ur die Flu�dichte als Funktion des Konzen-trationsgradienten rck gemacht haben, ist es konsequent, den quadratischen Term� (rck)2 zu streichen. Somit wird aus (3.71)@@tck �Dk� ck =Xr �kr wr: (3.72)Dieses ist eine partielle Di�erentialgleichung, aus der ck = ck(r; t) nach Vorgabevon Anfangs{ und Randbedingungen zu l�osen ist. Wenn die Komponente k nicht anchemischen Reaktionen beteiligt ist, entsteht die gew�ohnliche Di�usionsgleichung@@tck �Dk� ck = 0: (3.73)Die Ankopplung an eine chemische Reaktion erl�autern wir f�ur den Fall, da� dieKomponente k, dargestellt durch das Symbol C, ein Autokatalysator ist:



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 75C + A *) 2C:Hier soll A eine weitere Komponente sein, deren Konzentration cA r�aumlich undzeitlich konstant vorgegeben ist. Wir benutzen den Sto�zahlansatz f�ur die Reakti-onsgeschwindigkeit, vgl. (3.47) im Abschnitt 3.5, und �nden als ph�anomenologischeDi�erentialgleichung f�ur die Konzentration c von C:@@tc�DC � c = �0 cA c� �00 c2: (3.74)Dieses ist wieder eine geschlossene partielle Di�erentialgleichung f�ur c = c(r; t).Sie ist nicht{linear in c, und diese Eigenschaft kann f�ur die Entwicklung von c eineF�ulle von interessanten Ph�anomenen wie z.B. r�aumliche und zeitliche Musterbildungverursachen. Gleichungen vom Typ (3.74) hei�en Reaktions{Di�usions{Gleichungen.Sie stellen einen der Ausgangspunkte f�ur die Theorie der o�enen Systeme oder dieNicht{lineare Dynamik dar.3.8 Bilanz des Impulses, HydrodynamikW�ahrend uns die Bilanz der Komponentenmassen im vorhergehenden Abschnitt aufeine ph�anomenologische Formulierung f�ur die Di�usion gef�uhrt hat, werden wir indiesem Abschnitt erkennen, da� die Bilanz des Impulses auf eine ph�anomenologi-sche Formulierung f�ur die Hydrodynamik f�uhrt. Wir betrachten ein Massenelement�M = ��V in einem System mit einer Str�omungsgeschwindigkeit u = u(r; t). DerImpuls �M u des Massenelements �andert sich gem�a� dem 2. Newtonschen Prinzip:�M dudt = �F � Z@(�V ) df P (n): (3.75)Die Zeitableitung du=dt auf der linken Seite ist als totale Zeitableitung im Sinnedes Abschnitts 3.6.2 zu lesen, weil die Beschleunigung im 2. Newtonschen Prinzipl�angs der Bahn von �M , also von einem mit �M mitbewegt gedachten Beobachteraus zu bestimmen ist. �F ist eine auf �M wirkende intrinsische Kraft, z.B. dieSchwerkraft oder eine elektrische Kraft, falls �M geladen ist. Solche Kr�afte sindproportional zu �M : wir schreiben �F = f �M . Das gilt auch f�ur eine elektrischeKraft, wenn wir annehmen, da� die Ladung pro Masse einen gegebenen Wert besitzt.



76 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIKDas Integral auf der rechten Seite von (3.75) soll die auf �M einwirkenden Fl�achen-kr�afte beschreiben, wie sie z.B. durch den Druck p im System verursacht werden.Demgem�a� wird das Integral �uber die H�ull�ache @(�V ) des Volumens �V von �Merstreckt. Der Ausdruck df P (n) ist die Kraft auf ein Fl�achenelement df von @(�V ),das die (wie �ublich) nach au�en weisende Normalenrichtung n besitzt. Da im 2. New-tonschen Prinzip die Kraft aber immer auf das Massenelement �M = ��V bezogenwird, also gegen die Normalenrichtung n, tritt das Integral der Fl�achenkr�afte miteinem Minuszeichen auf.3.8.1 Ideale Fl�ussigkeiten, Eulersche GleichungWir nehmen nun an, da� die Fl�achenkr�afte ausschlie�lich durch den Druck p im Sy-stem verursacht werden. Da� das eine Einschr�ankung auf sogenannte ideale Fl�ussig-keiten darstellt, werden wir im folgenden Abschnitt erkennen. Mit dieser Ein-schr�ankung wird in (3.75) P (n) = n p, weil der Druck auf eine Fl�ache df immereine auf der Fl�ache senkrecht stehende bzw. in Normalenrichtung weisende Kraftaus�ubt. Wir setzen diesen Ausdruck in das Integral in (3.75) ein und �nden unterVerwendung des Gau�schen IntegralsatzesZ@(�V ) df P (n) = Z@(�V ) df n p = Z@(�V ) df p = Z�V dV rp: (3.76)(Im Anhang zu diesem Abschnitt wird die hier verwendete Version des Gau�schenIntegralsatzes erl�autert.) Wir f�uhren nun den Limes �V ! 0 durch, so da�Z�V dV rp! �V rp;und setzen in (3.75) ein. Nach K�urzung durch �V und mit �M = ��V erhaltenwir die Eulersche Gleichung der Hydrodynamik f�ur ideale Fl�ussigkeiten� dudt +rp = �f ; (3.77)bzw. f�ur deren �{Komponente � du�dt + @p@x� = � f�: (3.78)



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 77O�ensichtlich m�ussen wir diese Gleichung mit der allgemeinen Form einer substan-tiellen Bilanzgleichung (3.61) � d�Edt +rJE = �Evergleichen. Mit E = �{Komponente des Impulses wird �E = u�, und �E = � f�.Letzteres besagt, da� die Kraft eine "Quelle" oder "Senke" des Impulses ist, ent-sprechend der Aussage des 2. Newtonschen Prinzips. Allerdings hat der Term rpin (3.77) noch nicht die geforderte Struktur rJE. Das erreichen wir, wenn wir reinformal einen Tensor P�� = ��� p einf�uhren, so da� (3.78) in der Form� du�dt + @P��@x� = � f�: (3.79)geschrieben werden kann. In dieser Schreibweise haben wir die Summationskonven-tion verwendet: �uber alle in Produktausdr�ucken doppelt vorkommende kartesischeIndizes � soll von � = 1 bis � = 3 summiert werden. Ausf�uhrlich geschrieben istalso @P��@x� �= 3X�=1 @P��@x� = 3X�=1 ��� @p@x� = @p@x� :Jetzt erkennen wir, da� P�� die von einem mitbewegten Beobachter registrierte�{Komponente der Flu�dichte der �{Komponente der Impulsdichte ist. Diese De-�nition ist f�ur P�� = ��� p symmetrisch in � und �. Der Druck erh�alt also in derkontinuierlichen Schreibweise die Bedeutung eines Impulstransports.Mit der Operator{Identit�at (3.57),ddt = @@t + ur = @@t + u� @@x�(unter Verwendung der Summationskonvention, hier f�ur �), lautet die EulerscheGleichung (3.79) � @u�@t + � u� @u�@x� + @P��@x� = � f�: (3.80)



78 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIKMit den Umformungen� @u�@t = @@t (� u�)� u� @�@t ;@�@t = � @@x� (� u�) ; vgl. (3:55);� u� @u�@x� = @@x� (� u� u�)� u� @@x� (� u�)erhalten wir daraus die explizite Bilanz@@t (� u�) + @@x� (P�� + � u� u�) = � f� (3.81)nach dem Muster von (3.54). Hierin hat nunP�� + � u� u� = ��� p+ � u� u�die Bedeutung einer expliziten Flu�dichte �= jE f�ur den Impuls vom Standpunkteines ruhenden Beobachters aus.3.8.2 Z�ahigkeit, Navier{Stokes{GleichungDer Tensor P��, der die �{Komponente der Flu�dichte der �{Komponente der Im-pulsdichte darstellt und in idealen Fl�ussigkeiten die Gestalt P�� = ��� p besitzt,mu� erweitert werden, wenn die betre�ende Fl�ussigkeit nicht ideal ist, sondern dasPh�anomen der Z�ahigkeit aufweist. Darunter versteht man, da� Fl�ussigkeitsberei-che mit anfangs verschiedenen Geschwindigkeiten ihre Geschwindigkeitsunterschiedeausgleichen. Im Abschnitt 2.1 hatten wir diesen Vorgang als Beispiel daf�ur angef�uhrt,wie sich in einem isolierten System spontan ein Gleichgewichtszustand ausbildet.Den Geschwindigkeitsausgleich zwischen verschiedenen Bereichen einer Fl�ussigkeitkann man als spontanen Impulsaustausch interpretieren, der zu den uns bereits be-kannten Austauschvorg�angen von W�arme, Volumen und Teilchen hinzukommt. Seinetreibende Kraft ist o�ensichtlich ein Unterschied bzw. ein Gradient der Geschwin-digkeit, der ebenfalls ein Tensor @u�=@x� ist. Wir schlie�en also Z�ahigkeit in unsereBeschreibung ein, indem wir statt P�� = ��� p nunmehr



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 79P�� = ��� p� Z�� (3.82)schreiben, worin Z�� den Impulsaustausch durch Z�ahigkeit darstellt. P�� hei�t auchder Spannungstensor, insbesondere z�aher Spannungstensor, wenn Z�� 6= 0. Mankann nun zeigen, da� auch Z�� symmetrisch ist, also Z�� = Z��.Im Sinne einer linearen ph�anomenologischen Relation nehmen wir weiter an, da�Z�� und @u�=@u� linear voneinander abh�angen. Die allgemeinste lineare Relationzwischen diesen beiden Tensoren lautete (unter Verwendung der Summationskon-vention) Z�� = L���� @u�@x� : (3.83)Das Koe�zientenschema L���� besitzt 34 = 81 Koe�zienten. Aus Symmetrieargu-menten l�a�t sich diese Anzahl sehr weitgehend reduzieren, zumal in isotropen, alsorichtungsunabh�angigen Fl�ussigkeiten. Man kann zeigen da� dann nur mehr zweiunabh�angige Koe�zienten in L���� enthalten sind. Die lineare ph�anomenologischeRelation (3.83) schreibt man in diesem Fall in der FormZ�� = �  @u�@x� + @u�@x� � 23 @u�@x� ���!+ � @u�@x� ���: (3.84)Die beiden Koe�zienten � und � hei�en Z�ahigkeitskoe�zienten. Da der Impulsaus-tausch die Geschwindigkeitsunterschiede ausgleicht, also dem Geschwindigkeitsgra-dienten entgegengesetzt gerichtet ist und da wir Z�� in (3.82) mit dem negativenVorzeichen eingef�uhrt haben, sind � und � stets positiv. Der erste Term auf derrechten Seite mit dem sogenannten dynamischen Z�ahigkeitskoe�zienten � besitztdie Eigenschaft da� seine Spur verschwindet. Setzen wir in ihm � = � unter Be-achtung der Summationskonvention, d.h., summieren wir �uber � = �, so wird mit��� = 3 @u�@x� + @u�@x� � 23 @u�@x� ��� = 0:Der zweite Term mit dem Koe�zienten � tritt nur bei kompressiblen Fl�ussigkeitenauf, weil ja inkompressible Fl�ussigkeiten durch ru = 0 bzw. @�=@x� = 0 charak-terisiert sind, vgl. Abschnitt 3.6.2. Wenn man sich wie �ublich in der Theorie z�aherFl�ussigkeiten auf inkompressible Fl�ussigkeiten beschr�ankt, lautet (3.84)



80 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIKZ�� = �  @u�@x� + @u�@x�! (3.85)Wir setzen diese Relation in P�� in (3.82) und den daraus sich ergebenden Ausdruckweiter in die Bilanzgleichung (3.79) ein:� du�dt + @@x� "��� p� �  @u�@x� + @u�@x�!# = � f�: (3.86)Bei der Auswertung linearisieren wir in den Ableitungen @=@x�, d.h., wir nehmenden dynamischen Z�ahigkeitskoe�zienten, der im allgemeinen z.B. noch von der Tem-peratur und dem Druck abh�angt, als r�aumlich konstant an, und beachten, da�@@x� @u�@x� = @2u�@x2� �= 3X�=1 @2@x2� u� = �u�;@@x� @u�@x� = @@x� @u�@x� = @@x� ru = 0;letzteres wiederum f�ur inkompressible Fl�ussigkeiten. Wir erhalten damit die Navier{Stokes{Gleichung � du�dt + @p@x� = � f� + ��u�; (3.87)oder als vektorielle Gleichung� dudt +r p = �f + ��u: (3.88)Sie spielt o�ensichtlich die Rolle einer ph�anomenologischen Di�erentialgleichung f�urden Impuls. Wenn wir in (3.88) d=dt = @=@t + ur gem�a� der Operator{Identit�at(3.57) ausschreiben, also�  @@t + (ur)! u+r p = �f + ��u; (3.89)erkennen wir, da� die Navier{Stokes{Gleichung nicht{linear ist. Diese Eigenschaft istwesentlich f�ur das Verhalten von Str�omungen. Sie ist Ursache z.B. f�ur das Ph�anomender Turbulenz bei hohen Geschwindigkeiten. Die Navier{Stokes{Gleichung ist eineder Grundgleichungen in der Hydrodynamik.



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 813.8.3 Anhang: Gau�scher IntegralsatzDie �ubliche Form des Gau�schen Integralsatzes lautet f�ur ein Volumen V und einVektorfeld a = a(r) Z@V df a = ZV dV ra;vgl. auch Abschnitt 1.4.3. Hier ist df ein Fl�achenelement der Einh�ullenden @V vonV in Normalenrichtung n und dV ein Volumenelement von V . In Komponenten undunter Verwendung der Summationskonvention schreibt sich diese Normalversion desGau�schen Satzes in der FormZ@V df� a� = ZV dV @a�@x� :Der Gau�sche Satz gilt in gleicher Weise, wenn wir a� durch die �{Komponenteeines Tensors A�� ersetzen, alsoZ@V df�A�� = ZV dV @A��@x� :Wenn nun der Tensor A�� die Gestalt A�� = ��� A besitzt, also diagonal mit iden-tischen Diagonalelementen ist, folgt weiterZ@V df� A = ZV dV @A@x� :In dieser Form bzw. ihrer vektoriellen VersionZ@V df A = ZV dV rAhaben wir den Gau�schen Satz im Abschnitt 3.8.1 (mit A = p) verwendet.



82 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK3.9 Bilanz der inneren Energie und der Entropie,W�armeleitungIn einer konsequenten Darstellung der Theorie kontinuierlicher Systeme w�urde mannun alle bisher formulierten Bilanzen verwenden, um daraus Bilanzen f�ur die ki-netische, potentielle und die gesamte Energie des Systems und schlie�lich den 1.Hauptsatz zu gewinnen. Anschlie�end m�u�te man den 2. Hauptsatz in Ahnlehnungan seine Version f�ur diskrete Systeme neu formulieren. Diesen Weg �ndet man inder Literatur zur Kontinuumstheorie oder zur kontinuierlichen irreversiblen Ther-modynamik. Er w�urde den Rahmen der hier vorgestellten Einf�uhrung sprengen. Wirw�ahlen einen anderen Weg, indem wir unsere Formulierungen der beiden Haupts�atzeaus den Kapiteln 1 und 2 als Bilanzen f�ur Energie und Entropie in einem r�aumlichhomogenen System interpretieren und in physikalisch naheliegender Weise auf kon-tinuierliche Bilanzgleichungen f�ur r�aumlich inhomogene Systeme verallgemeinern.3.9.1 1. Hauptsatz: innere Energie und W�armeleitungDer erste Hauptsatz der Thermodynamik, z.B. in der Formulierung�U = �Q� p �V +Xk �k �Nk (3.90)aus dem Abschnitt 1.5, erh�alt f�ur zeitlich kontinuierliche, reale Prozesse die FormdUdt = dQdt +Xk �k dNkdt � p dVdt : (3.91)Diese beziehen wir auf ein zeitlich konstantes, mit einer m�oglichen Str�omung desSystems mitbewegtes Massenelement �M ! 0. Das bedeutet, da� wir die substan-tielle Version der Bilanz der inneren Energie gewinnen werden. Dementsprechendstellen wir die innere Energie U von �M durch ihre Massendichte oder spezi�scheinnere Energie �U dar: U = �U �M . Die beiden ersten Terme auf der rechten Seitevon (3.91) � dQ=dt und � dNk=dt sind o�ensichtlich Fl�usse der inneren Energiezwischen �M und seiner Umgebung, die wir durch die substantielle Flu�dichte JUdarstellen: dQdt +Xk �k dNkdt = � Z@�V df JU = � Z�V dV rJU= � Z�M dM 1�rJU ! �1�rJU �M: (3.92)



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 83Hier bedeuten �V und @�V das Volumen von �M und seine H�ull�ache. Die Um-rechnung des Terms p dV=dt ergibt f�ur V = �V = �M=�p dVdt �= p d�Vdt = p ddt  1� �M! = p ddt  1�! �M: (3.93)Einsetzen in (3.91) f�uhrt auf die substantielle Bilanz� d�Udt +rJU = �p � ddt  1�! : (3.94)Die Erzeugung bzw. Vernichtung der inneren Energie auf der rechten Seite k�onnenwir unter Verwendung der substantiellen Bilanz (3.59) aus dem Abschnitt 3.6 wiefolgt umformen: p � ddt  1�! = �p� d�dt = pru;also auch � d�Udt +rJU = �pru: (3.95)Aus dieser Schreibweise wird deutlich, da� die Kompression oder Expansion eineskompressiblen Systems als Quelle oder als Senke f�ur die innere Energie wirken kann.(3.95) ist auf der rechten Seite durch weitere Quellen oder Senken zu erweitern, z.B.durch jeE, wenn im System eine elektrische Stromdichte je in einem elektrischenFeldE auftritt. Wenn es sich dabei um Ohmsche Leitung handelt, ist stets jeE � 0,also dieser Term immer eine Quelle f�ur die innere Energie. Wir kommen darauf beider Diskussion der Bilanz der Entropie zur�uck.Aus unserer obigen Herleitung k�onnen wir auch entnehmen, da� die Flu�dichte derinneren Energie zwei Anteile besitzt,JU = JQ +Xk �k Jk; (3.96)und zwar eine reine W�armeu�dichte JQ und Beitr�age von den Teilchenu�dichtenbzw. Di�usionsu�dichten Jk der Komponenten k = 1; 2; : : :. Eine der wichtigsten



84 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIKAnwendungen der Bilanz der inneren Energie ist der Fall reiner W�armeleitung ineinem nicht str�omenden System (u = 0) und ohne Anwesenheit von Quellen undSenken f�ur U . Wir wollen daf�ur wiederum die ph�anomenologische Di�erentialglei-chung formulieren und benutzen analog zum Fall der Di�usion die lineare ph�anome-nologische Relation f�ur die W�armeu�dichte:JU = JQ = jQ = Lr 1T = ��rT; (3.97)vgl. auch die diskrete Version (3.8) im Abschnitt 3.2. � := L=T 2 hei�t die W�arme-leitf�ahigkeit. Wie im Fall der Di�usion im Abschnitt 3.7 linearisieren wirrJU = �r (�rT ) = ���T;worin � hier wieder der Laplace{Operator ist. Im Ausdruck d�U=dt = @�U=@t (f�uru = 0) denken wir uns die spezi�sche innere Energie als Funktion der Temperaturf�ur das spezielle System gegeben: �U = �U (T ). Dann wirdd�Udt = @�U@t = @�U@T @T@t = �C @T@t :Die spezi�sche W�arme �C := @�U@T (3.98)ist im allgemeinen noch eine Funktion der Temperatur. Wir setzen jedoch �C �const,da �C als Faktor neben @T=@t steht und wir die ph�anomenologische Gleichung li-nearisiert in rT und @T=@t herleiten wollen. Einsetzen dieser Umformungen undApproximationen in die Bilanz (3.94) f�uhrt auf die W�armeleitungsgleichung@T@t � �� �C �T = 0; (3.99)die dieselbe Gestalt wie die Di�usionsgleichung (3.73) besitzt. Aus dieser linea-ren partiellen Di�erentialgleichung ist nach Vorgabe von Anfangs{ und Randbe-dingungen der Verlauf der Temperatur als Funktion von Ort und Zeit zu berechnen:T = T (r; t). Die Kombination �=(� �C) entspricht einem Di�usionskoe�zienten f�urW�arme und wird auch der Temperaturleitwert genannt.



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 853.9.2 2. Hauptsatz: EntropieUnser Ausgangspunkt ist jetzt die Fundamentalrelation f�ur die Entropie aus demAbschnitt 2.5: dS = 1T dU + pT dV �Xk �kT dNk: (3.100)Wie im Fall der inneren Energie wollen wir diese Relation auf ein zeitlich konstantes,mit einer m�oglichen Str�omung des Systems mitbewegtes Massenelement �M ! 0beziehen, um damit eine r�aumlich und zeitlich kontinuierliche Entropiebilanz zu ge-winnen. Dieses Vorgehen ist problematisch, weil der �Ubergang zu einer r�aumlichkontinuierlichen Bilanz durch �M ! 0 die Voraussetzung verletzt, da� thermody-namische Aussagen immer nur asymptotisch f�ur eine unendlich gro�e Anzahl vonFreiheitsgraden m�oglich sind. Wir m�ussen deshalb an dieser Stelle voraussetzen,da� die angestrebte r�aumlich kontinuierliche Beschreibung hinreichend grob im Ver-gleich zur mikroskopischen Struktur des Systems ist. Diese Annahme wird auch alsdas Prinzip des lokalen Gleichgewichts bezeichnet: das Massenelement �M ! 0 sollimmer noch als ein thermodynamisches System im Gleichgewicht betrachtet werdenk�onnen.Wir gehen zur zeitlich kontinuierlichen Version von (3.100) �uber, stellen die innereEnergie U , die Entropie S und die Teilchenzahlen Nk der Komponenten durch ihrespezi�schen Werte bzw. durch ihre Massendichten dar,U = �U �M; S = �S �M; Nk = Mkmk = bkmk �M;und verwenden au�erdem noch aus dem Abschnitt 3.9.1 die Umrechnung (3.93):p dVdt = p ddt  1�! �M:Auf diese Weise erhalten wird�Sdt = 1T  d�Udt + p ddt 1�!� 1T Xk �kmk dbkdt : (3.101)



86 3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIKAus den Abschnitten 3.7 und 3.9.1 entnehmen wir die substantiellen Bilanzen (3.68)und (3.94) f�ur bk und �U in der Form� ddtbk = �rJk +mk Xr �kr wr;�T  d�Udt + p ddt 1�! = �rJU :Einsetzen in (3.101) ergibt� d�Sdt = � 1T rJU +Xk �kT rJk � 1T Xk;r �k �kr wr: (3.102)Mit der Produktregel f�ur den r{Operator f�uhren wir die folgenden Umformungendurch: 1T rJU = r� 1T JU�� JUr 1T ;�kT rJk = r��kT Jk�� Jkr�kT :Au�erdem verwenden wir die De�nition (3.42)Ar = �Xk �kr �kder A�nit�at der Reaktion r aus dem Abschnitt 3.5 und gelangen schlie�lich zursubstantiellen Bilanz der Entropie:� d�Sdt +rJS = JUr 1T +Xk Jk ��r�kT � +Xr wr ArT ; (3.103)worin JS := 1T  JU �Xk �kJk! = 1T JQ (3.104)



3. IRREVERSIBLE THERMODYNAMIK 87Flu�dichte JU Jk wr jeKraft r(1=T ) r(��k=T ) Ar=T E=TTabelle 3.1: Verallgemeinerte thermodynamische Flu�dichten und Kr�aftedie Flu�dichte der Entropie ist, vgl. auch (3.96). Auf der rechten Seite von (3.103)stehen die Quellterme der r�aumlichen Entropiedichte �S. Sie stellen die kontinuier-liche Analogie zur Entropieproduktion _Sirr im diskreten Fall dar. Zu ihnen k�onntenwir weitere Terme hinzuf�ugen, z.B. einen Term jeE=T f�ur den Fall, da� im Systemelektrische Leitung statt�ndet. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik l�a�t sichnun so ausdr�ucken, da� diese Quellterme nicht negativ sind:�S = JUr 1T +Xk Jk ��r�kT �+Xr wr ArT + je ET � 0: (3.105)Die Struktur der Quellterme ist ebenfalls analog zu der von _Sirr im diskreten Fall: essind Produkte bzw. Skalarprodukte aus jeweils einer Flu�dichte und einem Gradien-ten einer intensiven Variabeln. Diese bezeichnet man auch als verallgemeinerte ther-modynamische Fl�usse und Kr�afte. Bei chemischen Reaktionen ist die verallgemei-nerte thermodynamische Kraft Ar=T als diskrete Version eines Gradienten, n�amlichals Di�erenz der gewichteten chemischen Potentiale auf den beiden Reaktionsseitenzu interpretieren. Bei der elektrischen Leitung ist die Kraft als isothermer Gradient(T =konstant) des elektrischen Potentials � darstellbar: E=T = �r(�=T ). DieTabelle 3.1 stellt die verallgemeinerten Flu�dichten und Kr�afte zusammen.
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Kapitel 4
Thermodynamische Potentiale
In den bisherigen Formulierungen des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik haben wirdas Gleichgewicht isolierter Gesamtsysteme durch ein Maximalprinzip f�ur die Entro-pie charakterisiert. Wir erinnern insbesondere an die Formulierung im Abschnitt 2.4:dort hatten wir die Entropie eines isolierten Gesamtsystems als S = S(U; V;N ; x)beschrieben, worin U; V;N die konstanten Werte der inneren Energie, des Volumensund der Teilchenzahlen sind und die Variable x einen Satz interner extensiver Va-riablen darstellt, der gewisse Abweichungen vom vollst�andigen Gleichgewicht desSystems kennzeichnet. Wenn die internen Variablen festgelegte Werte haben, kanndas System nur ein partielles Gleichgewicht erreichen. Wenn sie freigegeben werden,geht das System spontan in ein vollst�andiges Gleichgewicht, das durch S =Maximumbez�uglich der internen Variablen x ausgezeichnet ist. Als interne Variablen kann mansich z.B. die Werte der inneren Energie, des Volumens oder der Teilchenzahlen vonTeilsystemen vorstellen.Wir wollen in diesem Kapitel das Gleichgewicht o�ener Systeme beschreiben, wo-bei wir nat�urlich noch genauer einschr�anken m�ussen, in welcher Weise ein Systemo�en sein kann. Im allgemeinen wird n�amlich ein o�enes System �uberhaupt keinGleichgewicht erreichen k�onnen. Als Beispiel nennen wir ein System, das thermischan zwei andere Systeme mit verschiedenen Temperaturen gekoppelt ist. Wir werdenuns deshalb im folgenden auf solche Systeme beschr�anken, die in bestimmter Weisean ein einziges, gro�es Umgebungssystem gekoppelt sind. In dieser Situation werdenwir das Gleichgewicht wiederum durch ein Extremalprinzip beschreiben, allerdingsnicht mehr f�ur die Entropie, sondern f�ur andere sogenannte thermodynamische Po-tentiale, die wir in diesem Kapitel kennenlernen werden.Bei unseren folgenden �Uberlegung in diesem Kapitel m�ussen wir noch eine weiterewichtige Einschr�ankung machen. Die zu betrachtenden o�enen Systeme sollen immerschon in einem thermischen Gleichgewicht sein. Denken wir uns ein solches System89



90 4. THERMODYNAMISCHE POTENTIALEim thermischen Gleichgewicht aus Teilsystemen zusammengesetzt wie im Abschnitt2.5 beschrieben. Dann gilt f�ur seine Entropie S und seine innere Energie US = X� S(�)(U (�); V (�); N (�));U = X� U (�); (4.1)worin � = 1; 2; : : : die Teilsysteme bezeichnet. Wenn thermisches Gleichgewicht zwi-schen den Teilsystemen besteht, sind deren Temperaturen gleich: T (�) = T f�ur alle� = 1; 2; : : :. Folglich gilt f�ur die Variation der Entropie S�S =X� 1T (�) �U (�) + : : : = 1T X� �U (�) + : : : = 1T �U + : : : : (4.2)Die hier nicht ausgeschriebenen Variationen + : : : betre�en nur die �V (�) und �N (�).Aus (4.2) folgt unmittelbar @S@U = 1T ; (4.3)worin die partielle Ableitung mit V (�) =konstant und N (�) =konstant auszuf�uhrenist.4.1 Maximale Entropie und minimale EnergieWir zeigen zuerst, da� die beiden Extremalprinzipien S =Maximum f�ur �U = 0und U =Minimum f�ur �S = 0 �aquivalent sind, wobei jeweils die Variablen V;Nkonstant gehalten werden. Variiert werden in beiden Prinzipien die internen Varia-blen x, die wir oben noch einmal in Erinnernung gebracht haben. Das erste PrinzipS =Maximum f�ur �U = 0 ist unsere bisherige Formulierung des 2. Hauptsatzes iso-lierter Gesamtsysteme. Das zweite Prinzip U =Minimum f�ur �S = 0 beschreibt einephysikalisch v�ollig andere Situation. Da die innere Energie variiert wird, mu� dasSystem o�en sein. Wegen �S = 0 kommen allerdings nur adiabatische Austauschpro-zesse mit der Umgebung in Betracht; das System soll also mechanische, elektrischeoder magnetische Energien mit einem mechanischem System, z.B. eine elastischeFeder, oder mit elektrischen oder magnetischen Feldern austauschen k�onnen.



4. THERMODYNAMISCHE POTENTIALE 91Wir geben zun�achst eine physikalisch anschauliche Begr�undung f�ur unsere obige�Aquivalenzbehauptung. Wenn die innere Energie U zu gegebener Entropie S nichtminimal w�are, dann k�onnte man dem System adiabatisch (S =konstant) Energie�W entziehen, z.B. mechanische Energie, und ihm denselben Betrag an Energiein Form von W�arme �Q = j�W j unter Entropiezunahme �S = �Q=T reversibelwieder zuf�uhren. Insgesamt bliebe dabei die Energie U unver�andert, aber die Entro-pie h�atte sich erh�oht. Umgekehrt, wenn die Entropie nicht maximal w�are, g�abe eseinen spontanen Proze� unter Entropiezunahme �S > 0. Diese Entropie k�onnteman dem System dann in Form von W�arme �Q = T�S wieder reversibel entneh-men. Insgesamt bliebe dabei die Entropie unver�andert, aber die Energie h�atte sicherniedrigt.Unser formaler Beweis f�ur die behauptete �Aquivalenz geht aus von der RelationS = S(U ; x). Da die Variablen V;N konstant zu halten sind, werden sie im folgendennicht mitgeschrieben. x steht wieder f�ur eine interne extensive Variable oder einenSatz solcher Variablen, bez�uglich derer sich das Gleichgewicht einstellen k�onnensoll. Jetzt benutzen wir die Voraussetzung, da� thermisches Gleichgewicht bereitsbesteht, so da� @S=@U = 1=T > 0, vgl. (4.3). Folglich l�a�t sich S = S(U ; x) nach Uumkehren, U = U(S; x), und es gilt auch @U=@S = T . Wir bilden die vollst�andigenDi�erentiale der beiden Relationen S = S(U; x) und U = U(S; x):dS = dUT +  @S@x!U dx; dU = T dS +  @U@x !S dx: (4.4)Durch Multiplikation von dS mit T und Addition der beiden Ausdr�ucke lassen sichT dS und dU eliminieren. Wir erhaltenT  @S@x!U +  @U@x !S = 0: (4.5)Hieraus folgt erstens, da� die beiden Extremalbedingungen (@S=@x)U = 0 und(@U=@x)U = 0 bzw. S =Extremum f�ur �U = 0 und U =Extremum f�ur �S = 0sich gegenseitig bedingen. Wegen T > 0 folgt weiter, da� (@S=@x)U > 0 wenn(@U=@x)U < 0 und umgekehrt, also U =Minimum f�ur �S = 0 wenn S =Maximumf�ur �S = 0 und umgekehrt.Wenn x ein Satz mehrerer interner Variablen ist, x = (x1; x2; : : :), mu� nach denxi; xj einzeln di�erenziert werden. Die zu (4.5) analoge Relation lautet dannT  @S@xi!U +  @U@xi!S = 0: (4.6)



92 4. THERMODYNAMISCHE POTENTIALEAuch hieraus folgt wieder die �Aquivalenz zwischen S =Maximum f�ur �U = 0 undU =Minimum f�ur �S = 0.Bei der obigen Herleitung haben wir angenommen, da� das Volumen V des Systemsunver�andert bleibt. Dennoch sollte das System bei einem x{Proze� auch mechanischeArbeit adiabatisch mit der Umgebung austauschen k�onnen. Ein Beispiel daf�ur ist eininterner Druckausgleich im System, z.B. zwischen zwei Teilsystemen, bei dem dasGesamtvolumen erhalten bleibt und die interne mechanische Arbeit adiabatisch mitder Umgebung ausgetauscht wird. Wir k�onnen ein Extremalprinzip aber auch f�urden Fall formulieren, da� nicht das Volumen, sondern der Druck konstant gehaltenwird. Dann benutzen wir nicht die innere Energie, sondern die EnthalpieH := U + p V (4.7)Wir schreiben den 2. Hauptsatz (bei konstanter Teilchenzahl) alsT dS = dU + p dV = d (U + p V )� V dp = dH � V dp; (4.8)so da� T =  @H@S !p (4.9)Wenn das betrachtete System noch nicht im Gleichgewicht ist, sondern �uber in-terne x{Prozesse in das Gleichgewicht strebt, schreiben wir H = H(S; p; x). Wennbereits thermisches Gleichgewicht eingetreten ist und eine einheitliche Tempera-tur T existiert, bleibt (4.9) analog zu (4.3) g�ultig. Jetzt k�onnen wir f�ur H(S; p; x)denselben �Aquivalenzbeweis mit p =konstant wie oben f�ur U(S; x) = U(S; V ; x)mit V =konstant f�uhren und kommen zu dem Extremalprinzip H =Minimum f�ur�S = 0; �p = 0.4.2 Freie Energie und freie EnthalpieDas Prinzip U =Minimum f�ur �S = 0 charakterisiert das Gleichgewicht eines adia-batisch o�enen Systems. Wir wollen in diesem Abschnitt das Gleichgewicht eines



4. THERMODYNAMISCHE POTENTIALE 93thermisch o�enen Systems durch ein Extremalprinzip beschreiben. Dazu betrach-ten wir ein thermodynamisches System � im thermischen Kontakt mit einem Um-gebungssystem �0. Das aus � und �0 bestehende Gesamtsystem sei isoliert. DieEntropie des Gesamtsystems sei gegeben durchS0 = S 0(U 0) + S(U ; x): (4.10)U und S(U ; x) sind die innere Energie und die Entropie von �, x sind wieder interneVariablen, bez�uglich derer sich � in ein Gleichgewicht entwickeln kann. Entsprechendsind U 0 und S 0(U 0) innere Energie und Entropie des Umgebungssystems �0. Dieanderen Variablen wie V;N und V 0; N 0 sind zun�achst nicht betro�en und werdendeshalb nicht mitgeschrieben. Wir wollen auch wieder voraussetzen, da� thermischesGleichgewicht bereits eingestellt ist, also@S@U = 1T = 1T 0 = @S 0@U 0 : (4.11)Zur Vereinfachung der Schreibweise der partiellen Ableitungen vereinbaren wir, da�die unabh�angigen Variablen durch (4.10) de�niert sind. Wenn nach einer dieserVariablen partiell di�erenziert wird, sollen die �ubrigen konstant gehalten werden.Wir berechnen nun die Variation der Gesamtentropie:�S0 = @S 0@U 0 �U 0 + @U@S �U + @S@x �x= 1T (�U 0 + �U) + @S@x �x= @S@x �x; (4.12)weil f�ur das isolierte Gesamtsystem �U 0 + �U = 0.Bei der Einstellung des Gleichgewichts bez�uglich der internen Variablen x von �wird sich die Temperatur T von � und �0 m�oglicherweise �andern. Wir wollen je-doch voraussetzen, da� das Umgebungssystem �0 sehr viel gr�o�er als � sein soll,symbolisch �0 � �, so da� die gemeinsame Temperatur T durch die x{Prozesse in� nicht ge�andert wird. Die x{Prozesse sollen isotherm ablaufen. Korrekt ist dieseVoraussetzung nur im Grenzfall �0 ! 1, den man aber in beliebiger Genauigkeiterreichen kann. Man nennt das Umgebungssystem �0 dann einen Thermostaten f�urdas System �.



94 4. THERMODYNAMISCHE POTENTIALEWir de�nieren die freie Energie F des Systems � durchF := U � T S (4.13)und berechnen deren Variation bei Variationen von U bzw. U 0 und x, jedoch beifester Temperatur T :�F = �U � T  @S@U �U + @S@x �x! = �T @S@x �x: (4.14)Wir vergleichen mit (4.12) und �nden�F = �T �S0: (4.15)Im Gleichgewicht bez�uglich der internen Variablen x ist �S0 = 0, folglich auch�F = 0. Bei spontanen Prozessen in das Gleichgewicht nimmt die GesamtentropieS0 zu, also �S0 > 0. Wegen T > 0 nimmt dann die freie Energie F ab, also �F < 0.Das bedeutet, da� f�ur ein System in einem Thermostaten mit T =konstant diebeiden Prinzipien S0 = Max; F = Min (4.16)�aquivalent sind. Der entscheidende Vorteil des Prinzips F =Min besteht darin, da�die freie Energie F gem�a� ihrer De�nition in (4.13) nur mehr Variablen des Systems� enth�alt.Ganz analog gehen wir vor, wenn das Umgebungssystem �0 f�ur das System � einenThermo{Mechano{Staten darstellt. Die Gesamtentropie lautetS0 = S(U 0; V 0) + S(U; V ; x): (4.17)Die beiden Systeme sollen W�arme und Volumen austauschen k�onnen, aber in Bezugauf diesen Austausch im Gleichgewicht sein,@S@U = @S 0@U 0 = 1T ; @S@V = @S 0@V 0 = pT ; (4.18)



4. THERMODYNAMISCHE POTENTIALE 95und das Umgebungssystem �0 soll hinreichend gro� sein, damit Temperatur T undDruck p bei den x{Prozessen in � konstant bleiben. Analog zu (4.12) lautet dieVariation der Gesamtentropie�S0 = @S 0@U 0 �U 0 + @S 0@V 0 �V 0 + @S@U �U + @S@V �V + @S@x �x= 1T (�U + �U 0) + pT (�V + �V 0) + @S@x �x= @S@x �x; (4.19)weil �U + �U 0 = 0 und �V + �V 0 = 0 wegen der Isolation des Gesamtsystems. Wirde�nieren die freie Enthalpie G des Systems � durchG := U + p V � T S = F + p V: (4.20)F�ur deren Variation erhalten wir mit T =konstant, p =konstant�G = �U + p �V � T  @S@U �U + @S@V �V + @S@x �x! = �T @S@x �x: (4.21)Der Vergleich mit (4.19) zeigt, da� �G = �T �S0. Somit besteht f�ur ein System ineinem Thermo{Mechano{Staten �Aquivalenz zwischen den PrinzipienS0 = Max; G = Min: (4.22)Das Prinzip G =Min enth�alt wiederum ausschlie�lich die Variablen des Systems �.O�enbar l�a�t sich zu jeder Kombination extensiver Variablen ein entsprechendes"Stat{System" konstruieren und ein Minimalprinzip f�ur ein geeignetes thermodyna-misches Potential angeben. In unseren obigen Beispielen waren das die freie Ener-gie F und die freie Enthalpie G. Voraussetzung f�ur eine solche Konstruktion ist,da� der Austausch mit dem Umgebungssystem �uber physikalisch sinnvolle W�andebzw. Randbedingungen erfolgt, wie wir sie im Abschnitt 1.6 diskutiert haben. Wirerw�ahnen noch den Thermo{Chemo{Staten, mit dem ein System � W�arme undTeilchen aller Komponenten austauscht. Die Gesamtentropie S0 und ihre Variation�S0 lauten



96 4. THERMODYNAMISCHE POTENTIALES0 = S 0(U 0; N 0) + S(U;N ; x); �S0 = @S@x �x: (4.23)Das zugeh�orige Potential ist	 := U � T S � �N bzw. 	 := U � T S �Xk �kNk: (4.24)Eine einfache Rechnung nach dem obigen Muster ergibt �	 = �T �S0, so da� f�ur einSystem � in einem Thermo{Chemo{Staten die Extremalprinzipien S0 =Max und	 =Min �aquivalent sind. Nat�urlich lassen sich nach diesem Muster auch Thermo{Chemo{Staten konstruieren, mit denen � W�arme und nur einige der Komponentenaustauscht.Wir merken schlie�lich noch an, da� ein Stat{System f�ur den Austausch s�amtli-cher extensiver Variablen nicht m�oglich ist. Ein solches Stat{System m�u�te s�amtli-che intensiven Variablen vorgeben, was nach der Gibbs{Duhem{Relation, vgl. Ab-schnitt 2.7, nicht m�oglich ist. Zum gleichen Schlu� gelangt man, wenn man f�ur dasvollst�andige Stat{System das zugeh�orige thermodynamische Potential zu konstruie-ren versucht. F�ur die Variablen U; V;N m�u�te esU � T S + p V � �N � 0 (4.25)lauten, vgl. Abschnitt 2.7. Mit einem identisch verschwindenden Potential ist o�en-sichtlich kein Extremalprinzip formulierbar.4.3 Fundamentalrelationen, Legendre{Transfor-mationDas Gleichgewicht thermodynamischer Systeme kann durch Extremalprinzipien f�urthermodynamische Potentiale charakterisiert werden. Das jeweils zu verwendendePotential richtet sich nach den Randbedingungen des Systems. Die Tabelle 4.1 stelltdiejenigen Extremalprinzipien zusammen, die wir in den vorangegangenen Abschnit-ten vorgestellt haben. Nach dieser physikalischen Motivation f�ur die Einf�uhrung derthermodynamischen Potentiale wollen wir in diesem Abschnitt einige wichtige Rela-tionen behandeln, die die Potentiale im thermodynamischen Gleichgewicht erf�ullen.Dabei wird es ausschlie�lich um quasistatische Prozesse gehen, also um Prozesse, indenen das System stets im Gleichgewicht bleibt. Aus diesem Grund wird in diesem



4. THERMODYNAMISCHE POTENTIALE 97Potential Extremum Thermisch Mechanisch ChemischEntropie S =Max �U = 0 �V = 0 �N = 0Energie U =Min �S = 0 �V = 0 �N = 0Enthalpie H =Min �S = 0 �p = 0 �N = 0Freie Energie F =Min �T = 0 �V = 0 �N = 0Freie Enthalpie G =Min �T = 0 �p = 0 �N = 0	 	 =Min �T = 0 �V = 0 �� = 0Tabelle 4.1: Extremalprinzipien f�ur thermodynamische PotentialeAbschnitt auch keine Nicht{Gleichgewichtsvariable x auftreten. Die quasistatischen�Anderungen des Gleichgewichts denken wir uns durch hinreichend langsame �Ande-rungen der extensiven oder intensiven thermodynamischen Variablen erzeugt.Im Abschnitt 2.6 haben wir bereits die Gibbs'schen Fundamentalrelationen f�ur dieEntropie und die innere Energie formuliert, n�amlichdS = 1T dU + pT dV � �T dN (4.26)dU = T dS � p dV + � dN: (4.27)Die beiden Relationen sind �aquivalent; auch alle weiteren Fundamentalrelationen,die wir im folgenden formulieren werden, sind mit (4.26) und (4.27) �aquivalent. DieBedeutung der Fundamentalrelationen liegt darin, da� wir aus ihnen die unabh�angi-gen Variablen ablesen k�onnen, als deren Funktionen wir die thermodynamischen Po-tentiale zu interpretieren haben, n�amlich die Entropie in (4.26) als S = S(U; V;N)und die innere Energie in (4.27) als U = U(S; V;N). Man nennt die zu einem Poten-tial geh�orenden unabh�angigen Variablen auch seine nat�urlichen Variablen. Fernerk�onnen wir aus den Fundamentalrelationen s�amtliche anderen thermodynamischenVariablen durch partielle Di�erentiation entnehmen: @S(U; V;N)@U !V;N = 1T (U; V;N) ; (4.28) @S(U; V;N)@V !U;N = p(U; V;N)T (U; V;N) ; (4.29) @S(U; V;N)@N !U;V = ��(U; V;N)T (U; V;N) ; (4.30) @U(S; V;N)@S !V;N = T (S; V;N); (4.31)



98 4. THERMODYNAMISCHE POTENTIALE @U(S; V;N)@V !S;N = p(S; V;N); (4.32) @U(S; V;N)@N !S;V = �(S; V;N): (4.33)Nach dem gleichen Muster k�onnen wir auch bei allen weiteren thermodynamischenPotentialen verfahren, z.B. bei der Enthalpie H:dH = d (U + p V ) = dU + p dV + V dp= T dS + V dp+ � dN (4.34)unter Verwendung von dU aus (4.27). Also ist H = H(S; p;N) und @H(S; p;N)@S !p;N = T (S; p;N); (4.35) @H(S; p;N)@p !S;N = V (S; p;N); (4.36) @H(S; p;N)@N !S;p = �(S; p;N): (4.37)Wir f�uhren noch die freie Energie F auf,dF = d (U � T S) = dU � T dS � S dT= �S dT � p dV + � dN; (4.38) @F (T; V:N)@T !V;N = �S(T; V;N); (4.39) @F (T; V;N)@V !T;N = �p(T; V;N); (4.40) @F (T; V;N)@N !T;V = �(T; V;N); (4.41)und die freie Enthalpie G:



4. THERMODYNAMISCHE POTENTIALE 99Potential De�nition unabh�angige FundamentalrelationVariablenEntropie S U; V;N dS = (1=T ) dU + (p=T ) dV�(�=T ) dNInnere Energie U S; V;N dU = T dS � p dV + � dNEnthalpie H = U + p V S; p;N dH = T dS + V dp+ � dNFreie Energie F = U � T S T; V;N dF = �S dT � p dV + � dNFreie Enthalpie G = F + p V T; p;N dG = �S dT + V dp+ � dNPsi 	 = F � �N T; V; � d	 = �S dT � p dV �N d�Tabelle 4.2: Thermodynamische Potentiale, ihre Variablen und ihre Fundamentalre-lationen. dG = d (F + p V ) = dF + p dV + V dp= �S dT + V dp+ � dN; (4.42) @G(T; p;N)@T !p;N = �S(T; p;N); (4.43) @G(T; p;N)@p !T;N = V (T; p;N); (4.44) @G(T; p;N)@N !T;p = �(T; p;N): (4.45)In der Tabelle 4.2 sind diese Relationen f�ur die Potentiale aus der Tabelle 4.1 nocheinmal zusammengestellt. Die unabh�angigen Variablen in der dritten Spalte sind dienat�urlichen Variablen des entsprechenden Potentials.Aus der Relation T S � p V + �N = U , vgl. Abschnitt 2.7, folgen f�ur G und 	 dieDarstellungenG = U � T S + p V = �N; 	 = U � T S � �N = �p V:Daraus folgt aber nicht etwa, da� G eine Funktion von N und � und 	 eine Funktionvon p und V sei. Vielmehr sind diese Darstellungen zu lesen alsG(T; p;N) = U � T S + p V = �(T; p;N)N;	(T; V; �) = U � T S � �N = �p(T; V; �)V:



100 4. THERMODYNAMISCHE POTENTIALEDie Transformationen zwischen den Potentialen sind Legendre{Transformationen.Das Schema solcher Transformationen besteht darin, da� in einem funktionalen Zu-sammenhang y = f(x) die Ableitung u := f 0(x) als neue unabh�angige Variableeingef�uhrt werden soll. In der Transformationen von U = U(S) zur freien EnergieF soll z.B. die Temperatur T = @U=@S als neue unabh�angige Variable eingef�uhrtwerden. Die Variablen V;N bleiben davon unber�uhrt. Wenn man nun u := f 0(x)umkehrt, x = g(u), und dadurch die Variable x in y = f(x) eliminieren w�urde,also y = f(g(u)), dann w�urde man den fr�uheren Zusammenhang y = f(x) darausnicht rekonstruieren k�onnen, bzw. Information verlieren. Das folgt daraus, da� dieRekonstruktion von y = f(x) auf die L�osung der Di�erentialgleichungy = f  g  dydx!!hinausl�auft, die eine beliebige Integrationskonstante c additiv zu x enth�alt. Mit an-deren Worten: alle funktionalen Zusammenh�ange f = f(x + c) f�uhren auf dieselbeRelation y = f(g(u)). Wenn weitere Variablen auftreten wie das in der Thermo-dynamik der Fall ist, z.B. V;N beim �Ubergang von U zu F , dann k�onnte c sogarnoch eine Funktion dieser weiteren Variablen sein. Man w�urde also die Informationfunktionaler Zusammenh�ange verlieren.Um diesen Verlust an Information zu vermeiden, geht man mit der Transformationx = g(u) der unabh�angigen Variablen gleichzeitig zu einer transformierten Funktion�uber, n�amlich zu z := y � x u = f(g(u))� g(u) u = F (u):Im thermodynamischen Beispiel entsprechen sich: y �= U; x �= S; u �= T; z �= F .Wenn wir nun die Legendre{Transformation wiederholen, also � = F 0(u) als neueunabh�angige Variable einf�uhren, dann erhalten wir� = dzdu = ddu (y � x u) = dydu � dxdu u� x= dydx dxdu � dxdu u� x = �x;also { bis auf ein Vorzeichen { die fr�uhere unabh�angige Variable x zur�uck. Dernochmals transformierte funktionale Zusammenhang ist� = z � (�x) u = z + u x = y;also auch die fr�uhere abh�angige Variable y. Die Legendre{Transformation ist durchWiederholung umkehrbar.



4. THERMODYNAMISCHE POTENTIALE 1014.4 Thermodynamische Umformungen, Maxwell-RelationenIn diesem Abschnitt werden wir einige mathematische Techniken kennenlernen, diebei Umformungen in der Thermodynamik des Gleichgewichts immer wieder undauch sp�ater in diesem Text noch verwendet werden. Wie im vorangegangenen Ab-schnitt geht es auch in diesem Abschnitt also ausschlie�lich um quasistatische �Ande-rungen oder Prozesse, bei dem das jeweilige System stets in einem Gleichgewichtbleibt. Wir beginnen mit der Bemerkung, da� aus einer Fundamentalrelation wiez.B. dU = T dS � p dV + � dN (4.46)durch Nebenbedingungen Aussagen wiedU = T dS V;N = const;dU = �p dV S;N = constfolgen, und daraus weiter z.B. @U@T !V;N = T  @S@T !V;N ;  @U@p !S;N = �p  @V@p !S;N : (4.47)Eine partielle Ableitung  @U@T !V;Nist so zu interpretieren, da� U hier als Funktion von T; V;N aufgefa�t wird,U = U(T; V;N), und unter den Bedingungen V =const und N =const nach T di�e-renziert wird. Damit ist auch schon gesagt, da� die thermodynamischen Potentialenicht notwendig immer als Funktionen derjenigen unabh�angigen Variablen aufgefa�twerden m�ussen, die als Di�erentiale in ihren Fundamentalrelationen auftreten. DieFunktion U(T; V;N) erh�alt man aus dem Potential, in dessen Fundamentalrelationdie Di�erentiale von T; V;N auftreten, also aus der freien Energie F = F (T; V;N),und zwar durch



102 4. THERMODYNAMISCHE POTENTIALEU = F + T S = F � T  @F@T !V;N = 241� T  @@T !V;N35 F (T; V;N) = U(T; V;N):(4.48)Allerdings verliert man thermodynamische Information beim �Ubergang vonF (T; V;N) zu U(T; V;N). Um das einzusehen, fragen wir, inwieweit die freie EnergieF (T; V;N) in (4.48) durch ein gegebenes U(T; V;N) festgelegt ist oder nicht. ZurBeantwortung dieser Frage betrachten wir (4.48) als eine Di�erentialgleichung f�urF (T; V;N). Diese Di�erentialgleichung ist von 1. Ordnung, linear und inhomogen.Ihre L�osungen unterscheiden sich durch beliebige L�osungen der zugeh�origen homo-genen Di�erentialgleichung f�ur U = 0. Da V;N konstant bleiben, k�onnen wir diehomogene Di�erentialgleichung in der FormF0(T )� T dF0(T )dT = 0schreiben. Deren L�osung erhalten wir durch Trennung der Variablen:dTT = dF0F0 ; � F0(T ) � T:Der Proportionalit�atsfaktor in F0(T ) � T kann aber jetzt noch von den konstantgehaltenen Variablen V;N abh�angen:F0(T; V;N) = �(V;N)T;worin �(V;N) eine beliebige Funktion von V;N ist. Folglich ist durch vorgegebenesU(T; V;N) die freie Energie nur bis auf die Addition beliebiger Funktionen vomTyp F0(T; V;N) = �(V;N)T bestimmt. Diese Beliebigkeit bedeutet einen Verlustan thermodynamischer Information.Wir bleiben noch bei der Funktion U = U(T; V;N) und dr�ucken das vollst�andigeDi�erential dU in den Variablen T; V;N aus:dU = T dS � p dV + � dN= T  @S@T !V;N dT + 24T  @S@V !T;N � p35 dV ++ 24T  @S@N !T;V + �35 dN: (4.49)



4. THERMODYNAMISCHE POTENTIALE 103Daraus ist direkt ablesbar @U@T !V;N = T  @S@T !V;N ; (4.50) @U@V !T;N = T  @S@V !T;N � p; (4.51) @U@N !T;V = T  @S@N !T;V + �: (4.52)(4.50) ist identisch mit der ersten Relation in (4.47). Nach diesem Schema kann mano�enbar eine F�ulle analoger Relationen gewinnen.Weitere wichtige thermodynamische Relationen sind die sogenannten Maxwell{Relationen, die nach dem folgenden Schema aus den Fundamentalrelationen herleit-bar sind. Ausgangspunkt sei wieder die Fundamentalrelation (4.46) f�ur dU . Darausfolgt @T@V !S;N =  @@V !S;N  @U@S !V;N =  @@S!V;N  @U@V !S;N = � @p@S!V;N : (4.53)Hier haben wir vorausgesetzt, da� die Reihenfolge der Di�erentiationen in der zwei-ten Ableitung der inneren Energie vertauschbar ist. Wir f�uhren noch ein zweitesBeispiel an. Aus der FundamentalrelationdF = �S dT � p dV + � dN (4.54)f�ur die freie Energie folgt nach demselben Schema wie in (4.53) @S@V !T;N =  @p@T !V;N : (4.55)Wir setzen diese Maxwell{Relation in (4.51) ein und erhalten eine sehr oft verwen-dete Relation  @U@V !T;N = T  @p@T !V;N � p: (4.56)



104 4. THERMODYNAMISCHE POTENTIALEWir erw�ahnen schlie�lich noch eine Herleitungstechnik f�ur den Fall, da� zwischendrei Variablen x; y; z eine Relation �(x; y; z) = 0 besteht. Dann gilt f�ur dasvollst�andige Di�erential d�d� = �x dx+ �y dy + �z dz = 0; (4.57)worin �x =  @�@x!y;zusw. zyklisch f�ur y; z. Aus (4.57) folgt auch @x@y!z =  @y@x!�1z = ��y�x (4.58)usw. zyklisch f�ur y; z. Durch Multiplikation der partiellen Ableitungen in (4.58) mitihren zyklischen Vertauschungen f�ur y; z �nden wir @x@y!z  @y@z!x  @z@x!y = �1: (4.59)Wir wenden diese Relation auf den Fall x = p; y = T; z = V an. F�ur N =const gibtes einen Zusammenhang p = p(T; V ), der z.B. aus der freien Energie folgt:p(T; V;N) = � @F (T; V;N)@V !T;N :Analog zu (4.59) ist zun�achst @p@T !V;N  @T@V !p;N  @V@p !T;N = �1: (4.60)Daraus folgt wiederum



4. THERMODYNAMISCHE POTENTIALE 105 @p@T !V;N = � 1(@T=@V )p;N (@V=@p)T;N = �(@V=@T )p;N(@V=@p)T;N : (4.61)Die in diesem Abschnitt aufgef�uhrten thermodynamischen Umformungen sollen alsBeispiele f�ur Techniken dienen, mit denen man thermodynamische Relationen her-leiten oder �uberpr�ufen kann. Ganz o�ensichtlich ist die F�ulle m�oglicher thermody-namischer Aussagen so gro�, da� es sich verbietet, sie systematisch aufzulisten.4.5 Magnetische SystemeBei der Formulierung des 1. Hauptsatzes im Kapitel 1 hatten wir die M�oglichkeiteingeschlossen, da� ein thermodynamisches System elektrisch und magnetisch �uberFelder E bzw. H mit der Umgebung wechselwirkt und dadurch eine elektrischePolarisation P bzw. eine Magnetisierung M erf�ahrt. Der vollst�andige 1. Haupt-satz unter Einschlu� thermischer, mechanischer und chemischer Wechselwirkungenlautete dann �U = �Q� p �V + � �N + V E �P + V B0 �M : (4.62)Hier ist B0 = �0H die magnetische Flu�dichte au�erhalb des Systems. Der FaktorVolumen V erscheint in den elektrischen und magnetischen Wechselwirkungstermen,weil P undM als Polarisation bzw. Magnetisierung pro Volumen de�niert sind, soda� V P bzw. V M die entsprechenden extensiven Variablen sind. Wenn wir nun dieFormulierung des 2. Hauptsatzes aus dem Kapitel 2 auf Systeme mit elektrischen undmagnetischen Wechselwirkungen erweitern, erhalten wir o�ensichtlich die folgendeFundamentalrelation f�ur die innere Energie:dU = T dS � p dV + � dN + V E dP + V B0 dM ; (4.63)d.h., das Potential U besitzt die nat�urlichen Variablen S; V;N;P ;M : U =U(S; V;N;P ;M): �Aquivalent damit ist S = S(U; V;N;P ;M): Es ist auch o�en-sichtlich, da� jetzt eine Vielzahl neuer Potentiale durch Legendre{Transformationengebildet werden kann: jede neue Variable verdoppelt die Anzahl m�oglicher Legendre{Transformationen. Wir wollen uns deshalb auf ein einfaches Beispiel beschr�anken:keine mechanische Wechselwirkung, also V =konstant, keine chemischen Wechsel-wirkungen, also N =konstant, und nur magnetische Wechselwirkungen, also P = 0.Au�erdem nehmen wir an, da� die MagnetisierungM und die externe Flu�dichteB0stets parallel oder antiparallel sind, wie das in isotropen Systemen oder in Systemen



106 4. THERMODYNAMISCHE POTENTIALEmit einfacher Symmetrie immer der Fall ist. Dann lautet die Fundamentalrelationstatt (4.63) dU = T dS + V B0 dM: (4.64)Dieser Fall eines einfachen magnetischen Systems ist die in Anwendungen amh�au�gsten vorkommende Situation eines thermdynamischen Systems in einem ex-ternen Feld. Das elektrische Analogon l�a�t unmittelbar daraus ablesen. Eine ersteLegendre{Transformation f�uhrt uns zur freien Energie als Funktion von T und M ,F = F (T;M): F = U � T S : dF = �S dT + V B0 dM: (4.65)Hieraus folgt insbesondere B0 = 1V  @F@M !T : (4.66)Eine zweite Legendre{Transformation eliminiert die Variable M zugunsten von B0.Im Fall der Variablen S; V bzw. T; V f�uhrte das auf die freie Enthalpie G. DieseBezeichnung ist hier nicht angebracht. Wir schreiben~F = F � V B0M : d ~F = �S dT � V M dB0; (4.67)so da� ~F = ~F (T;B0) und M = � 1V  @ ~F@B0!T : (4.68)Beide Potentiale, F und ~F werden als freie Energien bezeichnet. Wichtig ist, da�man sie anhand der nat�urlichen Variablen unterscheidet. H�au�ger wird allerdings~F verwendet und oft als F geschrieben. Das ist sinnvoll, wenn keine Gefahr derVerwechslung mit F = F (T;M) besteht.



Kapitel 5
Thermodynamische Stabilit�at undverallgemeinerte Suszeptibilit�aten
Gleichgewichtszust�ande thermodynamischer Systeme lassen sich durch Extremal-prinzipien f�ur thermodynamische Potentiale charakterisieren, z.B. S =Max f�ur iso-lierte Systeme oder F =Min f�ur Systeme in einem Thermostaten. Die Auswahldes Potentials f�ur das Extremalprinzip richtet sich nach den Randbedingungendes betrachteten Systems. Die Auswertung der Extremaleigenschaft S =Extr oderF =Extr bzw. �S = 0 oder �F = 0 usw. f�uhrt auf Gleichgewichtsbedingungen, z.B.Gleichheit der Temperaturen oder des Druckes im Inneren des Systems. Damit istnoch nichts �uber die Stabilit�at des Gleichgewichts gesagt, die erst durch S =Maxoder F =Min usw. garantiert ist. Diese Situation ist dieselbe wie bei der Diskus-sion des Extremums einer Funktion f(x) an einer Stelle x = x0: die Bedingungf 0(x0) = 0 ist notwendig f�ur ein Extremum bei x = x0, aber erst das Vorzeichender zweiten Ableitung f 00(x) ist hinreichend f�ur ein Maximum oder ein Minimum 2.Ordnung von f(x) bei x = x0, n�amlich f 00(x0) < 0 f�ur ein Maximum und f 00(x0) > 0f�ur ein Minimum. Wir wollen diese Diskussion auf die Extrema der thermodynami-schen Potentiale �ubertragen und nach hinreichenden Kriterien fragen, unter denendas Gleichgewicht eines Systems stabil ist. Dazu wollen wir die Schreibweise derVariationen h�oherer Ordnung, n�amlich der zweiten Ordnung verwenden, die unsdie Formulierung der Stabilit�atskriterien insbesondere im Fall mehrerer Variablenerleichtern wird.5.1 Variationen h�oherer OrdnungAusgangspunkt f�ur Variationen h�oherer Ordnung ist die gew�ohnliche Taylor{Entwicklung einer Funktion f(x+ �x) nach �x:107



108 5. THERMODYNAMISCHE STABILIT�ATf(x + �x) = f(x) + f 0(x) �x + 12 f 00(x) (�x)2 + : : := f(x) + �f(x) + 12 �2f(x) + : : : : (5.1)Hier haben wir lediglich die formalen De�nitionen�f(x) := f 0(x) �x; �2f(x) := f 00(x) (�x)2 (5.2)bzw. allgemein �nf(x) := fn(x) (�x)n (5.3)eingef�uhrt, worin fn(x) die n{te Ableitung von f(x) bedeutet. Wenn wir nun die�x als di�erentielle Variationen der unabh�angigen Variablen x interpretieren, dannwerden auch die �nf(x) zu di�erentiellen Variationen, und zwar jeweils von der Ord-nung O((�x)n). Sie werden kurz auch als Variationen der Ordnung n bezeichnet. F�urdie Funktion f(x) = x, also f�ur die unabh�angige Variable x selbst ist o�ensichtlichnur die erste Variation �x von Null verschieden und �nx = 0 f�ur n > 1.Die Funktion f(x) besitze nun an einer Stelle x = x0 ein relatives Maximum 2.Ordnung. Das l�a�t sich jetzt �aquivalent durch die beiden folgenden Formulierungenausdr�ucken: f 0(x0) = 0; f 00(x0) < 0 (5.4)oder �f(x)jx=x0 = 0; �2f(x)���x=x0 < 0; (5.5)analog auch f�ur ein relatives Minimum von f(x) bei x = x0. (5.5) wird auch verk�urztals �f(x0) = 0; �2f(x0) < 0 (5.6)geschrieben.



5. THERMODYNAMISCHE STABILIT�AT 109F�ur die Variation 1. Ordnung der Ableitung f 0(x) der Funktion f(x) erhalten wirnach der Regel (5.3) �f 0(x) = f 00(x) �x; (5.7)eingesetzt in den Ausdruck �2f(x) in (5.2):�2f(x) = �f 0(x) �x: (5.8)Diese Beziehung kann man auch dadurch gewinnen, da� man � wie einen Di�eren-tialoperator behandelt, f�ur den die Produktregel gilt:�2f(x) = � (�f(x)) = � (f 0(x) �x) = �f 0(x) �x+ f 0(x) �2x:Weil aber �2x = 0 f�ur die unabh�angige Variable x, folgt daraus (5.8).F�ur eine Funktion f(x) nur einer Variablen x bietet die Schreibweise der Variationenkaum Vorteile gegen�uber der gew�ohnlichen Schreibweise. Das �andert sich aber imFall von Funktionen mehrerer Variablen f = f(x1; x2; : : :). Die Taylor{Entwicklunglautet hier f(x1 + �x1; x2 + �x2; : : :) = f + �f + 12 �2f + : : : ; (5.9)worin �f =Xi @f@xi �xi; �2f =Xi;j @2f@xi @xj �xi �xj; : : : (5.10)Zur Vereinfachung der Schreibweise lassen wir die Argumente x1; x2; : : : in der Funk-tion f fort. Auch hier verschwinden die Variationen h�oherer als 1. Ordnung derunabh�angigen Variablen x1; x2; : : :, so da� analog zum Fall einer Variablen wieder�2f =Xi �  @f@xi! �xi: (5.11)



110 5. THERMODYNAMISCHE STABILIT�ATDie Funktion f besitze an einem Punkt x0 = (x1;0; x2;0; : : :) ein relatives Maximum2. Ordnung. In der gew�ohnlichen Schreibweise w�urde das zu beschreiben sein als @f@xi!x0 = 0;  @2f@xi @xj!x0 ist negativ de�nit, (5.12)entsprechend f�ur ein relatives Minimum. In der Sprechweise der Variationen lautetderselbe Sachverhalt f = Max () �f = 0; �2f < 0;f = Min () �f = 0; �2f > 0: ) (5.13)Diese Schreibweise werden wir in den folgenden Abschnitten bei der Formulierunghinreichender Kriterien f�ur die Stabilit�at thermodynamischer Gleichgewichte benut-zen.5.2 Hinreichende Kriterien f�ur Stabilit�atZur Diskussion der Stabilit�at thermodynamischer Gleichgewichte greifen wir auf dieKonstruktion zur�uck, die wir bereits im Abschnitt 2.5 beschrieben haben: ein insge-samt isoliertes Gesamtsystem bestehe aus beliebig vielen Teilsystemen � = 1; 2; : : :,deren jedes in einem thermodynamischen Gleichgewicht sein und bleiben soll, be-schrieben durch eine Entropie S(�)(U (�); V (�); N (�)). Je nach der Art der Randbe-dingung f�ur die W�ande zwischen den Teilsystemen k�onnen zwischen ihnen W�arme,Volumen und Teilchen ausgetauscht werden. In diese Situation eingeschlossen sindv�ollig o�ene Teilsysteme, die entweder durch ein bestimmtes Volumen, also durch�V (�) = 0, oder durch eine bestimmte Masse, also �M (�) = 0 oder �N (�) = 0 de�-niert sind. Mit dieser Konstruktion k�onnen wir o�ensichtlich s�amtliche Variationenvon Gleichgewichten beschreiben, soweit wir sie bisher �uberhaupt diskutiert haben,z.B. auch Systeme in Stat{Systemen, vgl. Kapitel 4. Eingeschlossen sind auch r�aum-lich di�erentielle Teilsysteme, wie wir sie in den Abschnitten 3.6 und 3.7 verwendethaben.Die Gesamtentropie S0 ist die Summe der Entropien der Teilsysteme:S0 =X� S(�)(U (�); V (�); N (�)): (5.14)Dasselbe gilt f�ur die Variationen 1. und 2. Ordnung der Gesamtentropie:



5. THERMODYNAMISCHE STABILIT�AT 111�S0 =X� �S(�); �2S0 =X� �2S(�): (5.15)Hier haben wir die Variablen U (�); V (�); N (�) zur Vereinfachung der Schreibweisenicht mehr mitgeschrieben. Das Gleichgewicht des isolierten Gesamtsystems ist sta-bil, wenn �2S0 < 0. Wenn bereits f�ur jedes Teilsystem � die Stabilit�atsbedingung�2S(�) < 0 erf�ullt ist, dann ist damit auch ein hinreichendes Stabilit�atskriterium f�urdas Gesamtsystem erf�ullt. Dieses Kriterium ist nat�urlich bei weitem nicht notwen-dig, denn es k�onnten einzelne Summanden in der Summe f�ur �2S0 positiv sein, wennnur die Summe insgesamt negativ ist, d.h. einzelne Teilsysteme k�onnten durchausinstabile Gleichgewichte besitzen, wenn sie nur durch die �ubrigen Teilsysteme sta-bilisiert werden. Wir wollen uns jedoch darauf beschr�anken, hinreichende Kriterienf�ur die Stabilit�at der Teilsysteme zu �nden, also f�ur �2S(�) < 0 f�ur alle �. Damitk�onnen wir unsere Aufgabenstellung wie folgt formulieren: wir suchen Kriterien f�ur�2S < 0 f�ur beliebige thermodynamische Systeme im Gleichgewicht. Als unabh�angi-ge Variationen sollen �U; �V; �N gelten. Wir gehen aus von der Fundamentalrelation�S = 1T �U + pT �V � �T �N; (5.16)aus der, wie im vorangegangenen Abschnitt gezeigt,�2S = � � 1T � �U + � � pT � �V � � ��T � �N: (5.17)folgt. Die Variationen �(1=T ); �(p=T ); �(�=T ) kann man nun wieder durch die�U; �V; �N ausdr�ucken und dann untersuchen, unter welchen Bedingungen die entste-hende quadratische Form negativ de�nit ist. Wir werden der �Ubersichtlichkeit wegenzun�achst anders vorgehen, n�amlich die einzelnen Terme in (5.17) getrennt untersu-chen, d.h., thermische, mechanische und chemische Stabilit�at einzeln diskutieren.Es erscheint einleuchtend, da� dann auch Stabilit�at bei kombinierten thermischen,mechanischen und chemischen Variationen besteht, doch bedarf diese Verallgemei-nerung eines formalen Nachweises.5.3 Thermische, mechanische und chemische Sta-bilit�atWir beginnen mit der thermischen Stabilit�at und untersuchen zun�achst, unter wel-chen Bedingungen in (5.17) f�ur �V = 0; �N = 0



112 5. THERMODYNAMISCHE STABILIT�AT�2S = � � 1T � �U < 0 (5.18)ist. Wir formen um:� � 1T � = ��TT 2 ; �U =  @U@T !V;N �T = CV �T;wo CV =  @U@T !V;N (5.19)die W�armekapazit�at des Systems bei V =const ist. H�au�g wird in der Thermodyna-mik die spezi�sche W�armekapazit�at CV =M diskutiert, also die W�armekapazit�at proMasse, die auch spezi�sche W�arme genannt wird. Wir k�onnen in (5.18) allerdingsauch �T durch �U darstellen:�T =  @T@U !V;N �U = 1CV �U:Wir �nden also zwei m�ogliche Darstellungen f�ur die zweite Variation �2S der Entro-pie: �2S = �CVT 2 (�T )2 ;= � 1T 2 CV (�U)2 : (5.20)In jedem Fall lautet die thermische Stabilit�atsbedingung CV > 0: die W�armekapa-zit�at bzw. die spezi�sche W�arme (bei konstantem Volumen) mu� positiv und endlichgro� sein. Eine Verletzung dieser Stabilit�atsbedingung kann bei Phasen�uberg�angeneintreten, z.B. beim Schmelzen von Eis zu Wasser unter W�armezufuhr �Q > 0. BeiV =const und N =const ist nach dem 1. Hauptsatz �U = �Q > 0. W�ahrend desSchmelzvorgangs bleibt die Temperatur unver�andert: �T = 0. Folglich wird dortdie W�armekapazit�at formal unendlich gro�: CV = @U=@T ! 1. Da �U hier alsunabh�angige Variation auftritt, m�ussen wir das Stabilit�atskriterium aus der zweitenZeile von (5.20) heranziehen, aus dem dann �2S = 0 folgt. Aus der physikalischen



5. THERMODYNAMISCHE STABILIT�AT 113Anschauung heraus emp�nden wir nat�urlich auch den Schmelzvorgang als thermischstabil. O�ensichtlich m�ussen wir zu seiner vollst�andigen Beschreibung die Umwand-lung von Eis zu Wasser als weiteren thermodynamischen Freiheitsgrad einf�uhren unddamit das System als Zwei{Komponenten{System darstellen. Wir werden darauf beider Behandlung von Phasen�uberg�angen zur�uckkommen.Wir k�onnen die thermische Stabilit�at auch unter ver�anderten thermodynamischenBedingungen, z.B. unter p =const statt V =const diskutieren. Dazu formen wir(5.16) um: �S = 1T �U + pT �V � �T �N= 1T � (U + p V )� VT �p� �T �N= 1T �H � VT �p� �T �N; (5.21)worin H = U+p V die Enthalpie ist, vgl. Abschnitt 4.1. F�ur p =const und N =constfolgt daraus weiter �2S = � � 1T � �H= �CpT 2 (�T )2 ;= � 1T 2Cp (�H)2 : (5.22)Hier ist Cp :=  @H@T !p;N (5.23)die W�armekapazit�at bei konstantem Druck bzw. cp = Cp=M die spezi�sche W�armebei konstantem Druck. Die Stabilit�atsbedingung lautet jetzt, da� die W�armekapa-zit�at Cp bzw. die spezi�sche W�arme cp positiv und endlich sein mu�. Sp�ater werdenwir zeigen, da� die beiden Bedingungen f�ur thermische Stabilit�at bei V;N =constund bei p;N =const nicht unabh�angig sind.Ganz analog untersuchen wir die mechanische Stabilit�at und fragen, unter welcherBedingung �2S < 0 f�ur �T = 0 und �N = 0:



114 5. THERMODYNAMISCHE STABILIT�AT�2S = � � pT � �V = 1T �p �V= 1T  @V@p !T;N (�p)2 = �V �TT (�p)2= 1T  @p@V !T;N (�V )2 = � 1T V �T (�V )2: (5.24)Hier haben wir die isotherme Kompressibilit�at�T := � 1V  @V@p !T;N (5.25)eingef�uhrt, die die relative Volumen�anderung pro Druck�anderung mi�t. Da T > 0und V > 0, ist das thermodynamische System mechanisch stabil, wenn die isother-me Kompressibilit�at �T positiv und endlich ist. Das bedeutet, da� das Volumen Vdes Systems abnehmen mu�, wenn der Druck p zunimmt und umgekehrt. Diese Fol-gerung entspricht unserer physikalischen Anschauung von mechanischer Stabilit�at.Wir k�onnen die mechanische Stabilit�at auch unter adiabatischer Randbedingung,also bei S =const untersuchen. Dazu ziehen wir U =Min als Bedingung f�ur einstabiles Gleichgewicht heran. Die Stabilit�atsbedingung lautet dann �2U > 0. F�urS;N =const ist �U = �p �V , und somit�2U = ��p �V= � @V@p !S;N (�p)2 = V �S (�p)2;= � @p@V !S;N (�V )2 = 1V �S (�V )2: (5.26)Hier haben wir die adiabatische Kompressibilit�at�S := � 1V  @V@p !S;N (5.27)in Analogie zu �T in (5.25) eingef�uhrt. Das thermodynamische System ist adia-batisch mechanisch stabil, wenn die adiabatische Kompressibilit�at �S positiv und



5. THERMODYNAMISCHE STABILIT�AT 115endlich ist. Wir werden im folgenden Abschnitt lernen, da� die beiden mechani-schen Stabilit�atskriterien f�ur isotherme und adiabatische Randbedingungen nichtunabh�angig sind.Schlie�lich erw�ahnen wir noch die chemische Stabilit�at f�ur T; V =const:�2S = � 1T �� �N = � 1T  @�@N !T;V (�N)2 (5.28)und analog, wenn wir �2S durch (��)2 ausdr�ucken. Das thermodynamische Systemist chemisch stabil, wenn (@�=@N)T;V positiv und endlich ist. Das chemische Poten-tial � mu� also zunehmen, wenn die Teilchenzahl N zunimmt und umgekehrt. Wenndas thermodynamische System mehrere Komponenten k = 1; 2; : : : enth�alt, wird�2S = � 1T Xk;k0  @�k@Nk0!T;V �Nk �Nk0: (5.29)Das thermodynamische System ist stabil, wenn die Matrix (@�k=@Nk0)T;V positivde�nit ist. Aus der Fundamentalrelation f�ur die freie Energie,dF = �S dT � p dV +Xk �k �Nk;folgt als eine Maxwell-Relation, da� die Matrix (@�k=@Nk0)T;V symmetrisch ist: @�k@Nk0!T;V =  @�k0@Nk!T;V (5.30)Nach dem hier angegebenen Schema lassen sich Stabilit�atsbedingungen f�ur weitereRandbedingungen formulieren, insbesondere auch die Bedingung daf�ur, da� das ther-modynamische System sowohl thermisch als auch mechanisch und chemisch stabilist. Als ein Beispiel daf�ur formulieren wir die Bedingung f�ur die gekoppelte thermi-sche und mechanische Stabilit�at, ausgedr�uckt durch �T und �V . Unser Ausgangs-punkt ist (5.17) mit �N = 0 bzw. N =konstant:�2S = � � 1T � �U + � � pT � �V: (5.31)



116 5. THERMODYNAMISCHE STABILIT�ATAls unabh�angige Variablen vereinbaren wir f�ur die folgenden Umformungen T undV , so da� wir bei den partiellen Ableitungen Nebenbedingungen nicht explizit mit-schreiben m�ussen. In (5.31) f�uhren wir aus:
� � 1T � = ��TT 2 ;�U = @U@T �T + @U@V �V = CV �T + @U@V �V;� � pT � = �pT � p �TT 2 ;�p = @p@T �T + @p@V �V:Einsetzen in (5.31) f�uhrt nach einer elementaren Rechnung und unter Verwendungder isothermen Kompressibilit�at aus (5.25) auf

�2S = �CVT 2 (�T )2 � 1T V �T (�V )2� 1T 2 "@U@V � T @p@T + p# �T �V: (5.32)Im vorhergehenden Kapitel haben wir gezeigt, da�@U@V = T @p@T � p(mit T; V;N als unabh�angigen Variablen), so da� der Ausdruck in [: : :] in (5.32)verschwindet: �2S = �CVT 2 (�T )2 � 1T V �T (�V )2 : (5.33)Das System ist stabil, wenn sowohl CV > 0 als auch �T > 0.



5. THERMODYNAMISCHE STABILIT�AT 1175.4 Verallgemeinerte Suszeptibilit�atenIm vorhergehenden Abschnitt haben wir die Stabilit�at des Gleichgewichts thermo-dynamischer Systeme dadurch bestimmt, da� gewisse thermodynamische Gr�o�enwie die W�armekapazit�aten CV und Cp, die Kompressibilit�aten �T und �S oder dieAbleitungen @�=@N endlich und positiv sein mu�ten. Diese Gr�o�en werden auchverallgemeinerte Suszeptibilit�aten genannt. In diesem Abschnitt wollen wir nach-weisen, da� die Stabilit�atsbedingungen unter verschiedenen Randbedingungen nichtunabh�angig sind. Das wird sich dadurch �au�ern, da� zwischen den verallgemeinertenSuszeptibilit�aten gewisse Beziehungen existieren. Wir beginnen mit den W�armeka-pazit�aten, f�ur die wir zun�achst alternative Darstellungen angeben, n�amlichCV =  �Q�T !V;N ; Cp =  �Q�T !p;N : (5.34)Dieses ist die allgemeinere De�nition f�ur CV und Cp, die noch nicht einmal einenquasistatischen Proze� f�ur die W�arme�ubertragung voraussetzt. Aus (5.34) folgenunsere fr�uheren De�nitionen. F�ur quasistatische W�arme�ubertragung ist n�amlichdQ = T dS, so da� aus (5.34) auchCV = T  @S@T !V;N ; Cp = T  @S@T !p;N : (5.35)folgt. Nun ist f�ur V;N =const T dS = dU , und f�ur p;N =const T dS = dH, vgl.(5.21), also auch CV =  @U@T !V;N ; Cp =  @H@T !p;N (5.36)in �Ubereinstimmung mit unseren fr�uheren De�nitionen.Bei den folgenden Umformungen sei stets N =const, so da� wir die N{Abh�angigkeitunber�ucksichtigt lassen k�onnen. Wir wollen einen Ausdruck f�ur die Di�erenz Cp�CVder W�armekapazit�aten bei konstantem Druck p und bei konstantem Volumen Vherleiten. Aus (5.35) entnehmen wirCp � CV = T 24 @S@T !p;N �  @S@T !V;N35 : (5.37)



118 5. THERMODYNAMISCHE STABILIT�ATZur Umrechnung von @=@T bei p =const auf die Nebenbedingung V =const denkenwir uns V = V (T; p) in S = S(T; V ) eingesetzt. Dann wird @S@T !p;N =  @S@T !V;N +  @S@V !T;N  @V@T !p;N : (5.38)Wir setzen in (5.37) ein und erhaltenCp � CV = T  @S@V !T;N  @V@T !p;N : (5.39)Aus der Fundamentalrelation f�ur die freie Energie folgt als eine Maxwell-Relation @S@V !T;N =  @p@T !V;N ; (5.40)vgl. auch Abschnitt 4.4. Au�erdem f�uhren wir den Ausdehnungskoe�zienten� := 1V  @V@T !p;N (5.41)ein, der die relative Volumen�anderung pro Temperatur�anderung bei konstantemDruck (und konstanter Teilchenzahl) angibt. Schlie�lich verwenden wir einen Hilfs-satz aus dem Abschnitt 4.4, der f�ur den funktionalen Zusammenhang p = p(T; V )(f�ur N =const) auf  @p@T !V;N = �(@V=@T )p;N(@V=@p)T;N = ��T (5.42)f�uhrt. Im letzten Schritt haben wir au�er dem Ausdehnungskoe�zienten � aus (5.41)die isotherme Kompressibilit�at �T aus (5.25) verwendet. Wir setzen diese Umfor-mungen in (5.39) ein und erhalten f�ur Cp � CV den AusdruckCp � CV = �2 T V�T : (5.43)



5. THERMODYNAMISCHE STABILIT�AT 119Diese Relation besagt, da� Cp > CV , wenn das System mechanisch isotherm stabilist, also �T > 0 und endlich. Dann schlie�t die thermische Stabilit�at bei V =constdiejenige bei p =const ein.Einen weiteren wichtigen Zusammenhang zwischen den verallgemeinerten Suszepti-bilit�aten Cp; CV ; �T ; �S gewinnen wir, wenn wir das Di�erential T dS einmal in denVariablen T; V und zum anderen in T; p ausdr�ucken (N =const):T dS = T  @S@T !V;N dT + T  @S@V !T;N dV;T dS = T  @S@T !p;N dT + T  @S@p !T;N dp: (5.44)Die Ableitungen T @S=@T bei V =const bzw. p =const ersetzen wir durch CV bzw.Cp, vgl. (5.35), ferner verwenden wir die Maxwell-Relation (5.40) und eine analogeMaxwell-Relation  @S@p !T;N = � @V@T !p;N ;die aus der Fundamentalrelation f�ur die freie Enthalpie G folgt. Schlie�lich ver-wenden wir noch die De�nition (5.41) f�ur den Ausdehungskoe�zienten � sowie dieRelation (5.42) und erhalten aus (5.44)T dS = CV dT + �T�T dV; T dS = Cp dT � �T V dp: (5.45)Insbesondere gelten diese beiden Relationen f�ur adiabatische di�erentielle (quasista-tische) Prozesse. F�ur diese erhalten wir mit dS = 0CV dT = �� T�T dV; Cp dT = �T V dp: (5.46)Die Division dieser beiden Relationen f�uhrt auf den gew�unschten ZusammenhangCpCV = ��T V  @p@V !S;N = �T�S ; (5.47)



120 5. THERMODYNAMISCHE STABILIT�ATvgl. (5.27). Da Cp > CV unter der Annahme mechanischer Stabilit�at, ist auch�T > �S: jedes thermisch stabile thermodynamische System ist isotherm st�arkerkompressibel als adiabatisch. Die adiabatische mechanische Stabilit�at schlie�t dieisotherme mechanische Stabilit�at ein.Die verallgemeinerten Suszeptibilit�aten lassen sich immer als zweite Ableitungenentsprechender thermodynamischer Potentiale schreiben, z.B.:CV = T  @S@T !V;N = T  @2F@T 2!V;N ; (5.48)Cp = T  @S@T !p;N = T  @2G@T 2!p;N ; (5.49)�T = � 1V  @V@p !T;N = � 1V  @2G@p2 !T;N ; (5.50)�S = � 1V  @V@p !S;N = � 1V  @2H@p2 !S;N ; (5.51)desgleichen der Ausdehnungskoe�zient� = 1V  @V@T !p;N = 1V  @@T !p;N  @G@p !T;N : (5.52)In diesen Zusammenhang geh�ort auch die magnetische Suszeptibilit�at, die durch�M :=  @M@H !T = �0  @M@B0!T (5.53)de�niert ist. Hier ist M die Magnetisierung und B0 = �0H die Flu�dichte desexternen Feldes H. Im Abschnitt 4.5. haben wir die Magnetisierung als Ableitungder freien Energie ~F = ~F (T;B0) dargestellt,M = � 1V  @ ~F@B0!T ;so da�



5. THERMODYNAMISCHE STABILIT�AT 121�M = ��0V  @2 ~F@B20 !T : (5.54)Die magnetische Suszeptibilit�at �M kann in diamagnetischen Systemen allerdingsauch negativ werden. Eine vollst�andige Stabilit�atsanalyse mu� dort dann auch dieEnergie des magnetischen Feldes einschlie�en.



122 5. THERMODYNAMISCHE STABILIT�AT



Kapitel 6
Thermodynamische Prozesse
Auch in den vorangegangenen Kapiteln war von thermodynamischen Prozessenschon h�au�ger die Rede. In diesem Kapitel wird es um thermodynamische Prozessegehen, in denen ein System mit seiner Umgebung Arbeit und W�arme austauscht,und um die Frage, ob sich die ausgetauschten Gr�o�en unter gewissen Bedingungenoptimieren lassen. Der Anwendungsbereich solcher �Uberlegungen sind thermody-namische Maschinen, also zeitlich periodisch verlaufende Prozesse. Die Optimierungthermodynamischer Prozesse hat in der Entwicklung der Thermodynamik historischam Anfang gestanden, z.B. in den Formulierungen des 2. Hauptsatzes durch Clau-sius und Kelvin, auf die wir sp�ater in diesem Kapitel zur�uckkommen werden. Invielen Texten �uber Thermodynamik steht aus diesem Grund das Kapitel �uber ther-modynamische Maschinen am Anfang. Wir haben statt dessen eine allgemeinereGrundlegung der Thermodynamik versucht, durch die der Eindruck vermieden wer-den soll, die thermodynamischen Maschinen bildeten notwendigerweise die logischeGrundlage der Theorie.6.1 Die maximale Arbeit eines thermodynami-schen SystemsWir stellen zu Beginn die Frage, welche Arbeit ein thermodynamisches System �bei einem Proze� A ! B zwischen zwei Zust�anden A und B maximal nach au�enleisten kann. Wir wollen annehmen, da� die beiden Zust�ande A und B Gleichge-wichtszust�ande von � sind, m�oglicherweise partielle Gleichgewichte. In jedem Fallsind die Entropien S(A); S(B) von � in den Zust�anden A und B de�niert. DerProze� A ! B soll jedoch nicht notwendig quasistatisch sein. Die vom System zuleistende Arbeit��W denken wir uns an einen externen, nicht{thermodynamischen123



124 6. THERMODYNAMISCHE PROZESSESpeicher abgegeben, z.B. an eine mechanische Feder, an ein Gewicht, das im Schwe-refeld der Erde angehoben wird, oder als elektrische Arbeit an einen Kondensator.Im Fall mechanischer Arbeit kann man sich vorstellen, da� sich das System � beidem Proze� A ! B ausdehnt, aber � k�onnte auch ein zusammengesetztes Systemsein, in dem interne mechanische Prozesse unter Abgabe von Arbeit ablaufen, z.B.ein interner Ausdehnungsproze�, dessen Arbeitsleistung nach au�en abgegeben wird.In diesem Fall w�aren A und m�oglicherweise auch B partielle Gleichgewichte.Wir wollen weiter annehmen, da� das System � w�ahrend des Prozesses A ! BW�arme �Q mit einem W�armereservoir �0 austauscht. Das W�armereservoir �0 f�uhrtdabei einen Proze� A0 ! B0 aus, der quasistatisch sein soll, so da���Q = Z B0A0 dS 0 T 0(S 0): (6.1)Hier sind T 0 und S 0 die Temperatur und die Entropie von �0 und T 0(S 0) die thermi-sche Zustandsgleichung von �0, die aus T 0(S 0) = @U 0(S 0)=@S 0 folgt. Das Minuszei-chen in (6.1) ber�ucksichtigt, da� �Q die von � aufgenommene und demnach von �0abgegebene W�arme ist. Wenn wir schlie�lich noch annehmen, da� das Arbeitssystem� bei dem Proze� A! B keine Teilchen mit der Umgebung austauscht, dann lautetder 1. Hauptsatz �U := U(B)� U(A) = �Q+�W: (6.2)Wir betrachten das Gesamtsystem � + �0 als isoliert, so da��S +�S 0 � 0; (6.3)worin �S := S(B)� S(A); �S 0 := S 0(B0)� S 0(A0); (6.4)und �S+�S 0 = 0 genau dann, wenn der Proze� A! B in � quasistatisch ist, dennder Proze� A0 ! B0 in �0 war ja bereits als quasistatisch vorausgesetzt. Die von �nach au�en zu leistende Arbeit ist ��W , da �W als Arbeit an � gez�ahlt wird.Aus (6.2) folgt, da� ��W = �Q��U maximal wird, wenn �Q maximal ist, weil�U = U(B)�U(A) durch die Zust�ande A;B vorgegeben ist. Aus (6.1) folgt weiter,da� �Q maximal wird, wenn �S 0 minimal ist, weil T 0 > 0 und T 0(S 0) als thermischeZustandsgleichung f�ur einen quasistatischen Proze� A0 ! B0 eindeutig vorgegeben



6. THERMODYNAMISCHE PROZESSE 125ist. Aus (6.3) in der Form �S 0 � ��S entnehmen wir, da� der minimale Wert von�S 0 durch �S 0min = ��S gegeben ist. Die von � nach au�en abgegebene Arbeit��W ist also maximal, wenn der Proze� A! B in � quasistatisch ist.Wir betrachten insbesondere die Situation, da� das W�armereservoir �0 ein Ther-mostat f�ur � ist, so da� T 0 = T =const. Dann folgt aus (6.1), da� �Q = �T �S 0und ��W = �Q��U = �T �S 0 ��U � T �S ��U = ��F; (6.5)worin wir wieder von �S 0 � ��S Gebrauch gemacht haben. Die Abnahme��F derfreien Energie ist die maximale Arbeit, die von einem System in einem isothermenProze� nach au�en abgegeben werden kann.Wenn �0 nicht nur ein Thermostat, sondern sogar ein Thermo{Mechano{Stat ist,also die Temperatur T 0 = T =const und auch der Druck p0 = p =const sind, dannenth�alt �W zwei Anteile, n�amlich die mit �0 ausgetauschte mechanische Arbeit�p�V und die nach au�en zu leistende Arbeit � ~W . Der 1. Hauptsatz lautet jetztstatt (6.2) �U = �Q� p�V +� ~W: (6.6)Nach wie vor ist �Q = �T �S 0 und �S 0 � ��S. F�ur die nach au�en abzugebendeArbeit � ~W erhalten wir jetzt die Ungleichung�� ~W = ��U +�Q� p�V= ��U � T �S 0 � p�V� ��U + T �S � p�V = ��G: (6.7)Die maximale Arbeit, die von einem System in einem isothermen und isobaren Pro-ze� nach au�en abgegeben werden kann, ist die Di�erenz der freien Enthalpie. DieseSchlu�folgerung kann auf andere Randbedingungen von � mit den jeweils zugeh�ori-gen thermodynamischen Potentialen �ubertragen werden.6.2 Periodische ProzessePeriodische oder zyklische thermodynamische Prozesse bilden das Grundmuster f�urthermodynamische Maschinen. In einem periodischen Proze� kehrt ein thermody-namisches System in seinen Ausgangszustand zur�uck. Das gilt nicht notwendig auch



126 6. THERMODYNAMISCHE PROZESSEf�ur seine Umgebung, ganz im Gegenteil: der Sinn thermodynamischer Maschinenbesteht gerade darin, z.B. W�arme Q in mechanische Arbeit W umzuwandeln oderumgekehrt. Wir wollen uns in diesem Abschnitt grunds�atzlich mit periodischen Pro-zessen thermodynamischer Systeme besch�aftigen und dabei annehmen, da� das Sy-stem keine Teilchen mit seiner Umgebung austauscht. Dann lautet der 1. Hauptsatzf�ur eine di�erentielle Variation �U = �Q + �W: (6.8)Wir integrieren den 1. Hauptsatz �uber eine Periode des Prozesses bzw. �uber einenUmlauf: I �U = I �Q+ I �W: (6.9)Da die innere Energie U eines Zustandsfunktion bzw. �U ein vollst�andiges Di�eren-tial ist, verschwindet das Umlau�ntegral �uber U und wir erhalten:I �Q+ I �W = 0: (6.10)Diese Beziehung ist o�ensichtlich die Version des 1. Hauptsatzes f�ur periodischeProzesse. Wir wollen jetzt auch eine Version des 2. Hauptsatzes f�ur periodischeProzesse herleiten. Dazu gehen wir zur�uck auf die �Uberlegungen aus dem Abschnitt3.2 und teilen die Variation �S der Entropie in einen reversiblen Beitrag �Srev =�Q=T und einen irreversiblen Beitrag �Sirr � 0 auf:�S = �QT + �Sirr � �QT : (6.11)Wieder integrieren wir �uber eine Periode des Prozesses:I �S = I �QT + I �Sirr � I �QT : (6.12)Da auch die Gesamtentropie S auf der linken Seite eine Zustandsfunktion ist, ver-schwindet ihr Umlau�ntegral, und wir erhaltenI �QT + I �Sirr = 0 (6.13)



6. THERMODYNAMISCHE PROZESSE 127oder auch I �QT � 0: (6.14)Dieses ist die gesuchte periodische Version des 2. Hauptsatzes, die auch Clausius{Theorem genannt wird. Das Gleicheitszeichen gilt genau dann, wenn es keine irre-versiblen Beitr�age zur Entropiebilanz gibt. Aus unserer Herleitung folgt auch, da�� I �QT = I �Sirr � 0 (6.15)ein Ma� f�ur die Irreversibilit�at des Prozesses ist. Diese Gr�o�e kann man im entro-pischen Sinn auch als Verlustterm interpretieren, allerdings nicht im energetischenSinne, denn die Energie bleibt gem�a� (6.10) erhalten. Wir kommen auf den entro-pischen Verlust im folgenden Abschnitt zur�uck.Es gibt weitere, �aquivalente Aussagen f�ur periodische Versionen des 2. Hauptsatzes,die in der Geschichte der Thermodynamik eine Rolle gespielt haben. Da ist zun�achstdie Kelvinsche Aussage, da� es kein perpetuum mobile 2. Art geben kann. Ein perpe-tuum mobile 1. Art ist eine Maschine, die nur Arbeit abgibt. Eine solche Maschineist o�ensichtlich bereits durch den 1. Hauptsatz verboten. Ein perpetuum mobi-le 2. Art ist eine Maschine, die ausschlie�lich W�arme bei einer festen Temperaturaufnimmt und daf�ur Arbeit abgibt. Die Einschr�ankung "ausschlie�lich" bedeutet,da� die Maschine keine weiteren Wechselwirkungen mit ihrer Umgebung hat. Einperpetuum mobile 2. Art w�are durch den 1. Hauptsatz nicht auszuschlie�en; dieabgegebene Arbeit m�u�te nur dem Betrag nach gleich der aufgenommenen W�armesein: � I �W = I �Q > 0:Das perpetuum mobile 2. Art widerspricht aber dem Clausius{Theorem (6.14), dennwenn W�arme nur aufgenommen werden soll, w�are stets �Q > 0 und somit wegenT > 0 auch I �QT > 0:Diese �Uberlegung zeigt �ubrigens, da� auch ein verallgemeinertes perpetuum mobile2. Art, in dem W�arme bei beliebigen Temperaturen ausschlie�lich aufgenommenwird, verboten ist.



128 6. THERMODYNAMISCHE PROZESSEEine weitere �aquivalente Aussage f�ur die periodische Version des 2. Hauptsatz ist dieClausiussche Aussage, da� es keine Maschine gibt, die ausschlie�lich W�arme Q1 > 0bei einer niedrigeren Temperatur T1 aufnimmt und dieselbe W�armemenge Q2 demBetrage nach bei einer h�oheren Temperatur T2 wieder abgibt: Q2 = �Q1 < 0 Auchhier bedeutet "ausschlie�lich", da� keine weitere Wechselwirkung mit der Umgebungstatt�ndet. Auch diese Clausiussche Maschine w�are allein nach dem 1. Hauptsatzerlaubt. Allerdings widerspricht auch sie dem Clausius{Theorem, denn es w�areI �QT = Q1T1 + Q2T2 = � 1T1 � 1T2� Q1 > 0;weil voraussetzungsgem�a� T1 < T2 und Q1 > 0 sein sollte.Bei den Anwendungen des Clausius{Theorems (6.14) auf reale periodische Prozessemu� vorausgesetzt werden, da� dort stets eine Temperatur T existiert, d.h., da�stets thermisches Gleichgewicht besteht. Bei beliebigen Prozessen ist das nat�urlichnicht notwendig der Fall. Dann l�a�t sich nur noch festhalten, da� es eine irreversibleEntropiezunahme _Sirr > 0 gibt.6.3 W�armekraftmaschinenWir beginnen mit der W�armekraftmaschine, die als periodischer Proze� im Sinnedes vorhergehenden Abschnitts mit einer Netto{Abgabe von mechanischer Arbeitde�niert ist: A := � I �W > 0: (6.16)Das bedeutet zugleich, da� die Maschine insgesamt W�arme aufnehmen mu�, dennwegen des 1. Hauptsatzes ist dannQ := I �Q = � I �W > 0: (6.17)Die Maschine kann aber nicht nur W�arme aufnehmen, weil sie dann ein verall-gemeinertes perpetuum mobile 2. Art w�are, wie es im vorhergehenden Abschnittbeschrieben wurde. Also mu� die W�armekraftmaschine bei verschiedenen Tempera-turen W�arme aufnehmen und abgeben. Die einfachste Version einer W�armekraftma-schine arbeitet bei zwei Temperaturen T1; T2, bei denen die W�armemengen Q1 bzw.Q2 ausgetauscht werden sollen. Es sei T2 > T1. Aus dem 1. Hauptsatz folgt jetzt



6. THERMODYNAMISCHE PROZESSE 129A = � I �W = Q1 +Q2; (6.18)und aus dem 2. Hauptsatz in der Form des Clausius{TheoremsI �QT = Q1T1 + Q2T2 = � I �Sirr =: �Sirr � 0: (6.19)Diese beiden Gleichungen bilden ein lineares Gleichungssystem, aus dem A und Q1bestimmt werden k�onnen: A = �1� T1T2� Q2 � T1 Sirr;Q1 = �T1T2 Q2 � T1 Sirr: (6.20)Aus dem 2. Hauptsatz, Sirr � 0, und aus der Bedingung T1 < T2 folgt, da� Q2 > 0sein mu�, damit Arbeit A > 0 abgegeben wird: W�arme Q2 wird bei der h�oherenTemperatur aufgenommen. Ebenso folgt, da� Q1 < 0: W�arme wird bei der tieferenTemperatur abgegeben. Eine physikalisch und technisch wichtige Gr�o�e ist der Wir-kungsgrad � der W�armekraftmaschine, der das Verh�altnis aus abgegebener Arbeit Azu aufgenommener W�arme Q2 angibt. Aus (6.20) folgt f�ur den Wirkungsgrad� = AQ2 = 1� T1T2 � T1 SirrQ2 � 1� T1T2 : (6.21)Es gibt also einen idealen Wirkungsgrad 1 � T1=T2, den eine W�armekraftmaschineohne entropische Verluste, also mit Sirr = 0, erreichen w�urde. Eine solche Maschinem�u�te streng quasistatisch arbeiten, d.h., das System m�u�te sich jederzeit in ei-nem Gleichgewichtszustand be�nden. Das bedeutet insbesondere, da� die Maschine1{langsam laufen w�urde, weil jeder Proze� in endlicher Zeit notwendigerweise zuirreversiblen Fl�ussen bzw. Flu�dichten im Sinne des Kapitels 3 f�uhren w�urden. An-dererseits sollte der Wirkungsgrad � aber zumindest positiv sein, damit �uberhauptArbeit A abgegeben wird. Das ist o�enbar der Fall, wennT1 SirrQ2 < 1� T1T2 bzw. Sirr < � 1T1 � 1T2� Q2:Eine Faustregel besagt, da� technisch reale Maschinen etwa mit dem halben idealenWirkungsgrad laufen k�onnen.
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Abbildung 6.1: Carnot-Zyklus im T � S�DiagrammEine spezielle Realisierung einer W�armekraftmaschine, die zwischen zwei Tempera-turen T1 < T2 l�auft, ist der Carnot{Zyklus, der wieder in der Geschichte der Thermo-dynamik eine Rolle gespielt hat. Dieser Zyklus ist in der Abbildung 6.1 dargestellt,und zwar in einem T � S�Diagramm. Der Zyklus besteht aus vier Teilschritten:1. A! B: isotherme Expansion bei T2 mit reversibler W�armeaufnahme Q2 > 0,Q2 = T2 (S2 � S1) = T2�S; �S := S2 � S1:2. B ! C: adiabatische Expansion unter Abk�uhlung T2 ! T1.3. C ! D: isotherme Kompression bei T1 mit reversibler W�armeabgabe Q1 > 0,Q1 = T1 (S1 � S2) = �T1�S:4. D! A: adiabatische Kompression unter Erw�armung T1 ! T2.Die abgegebene Arbeit bestimmen wir aus dem 1. Hauptsatz zuA = � I �W = I �Q = Q2 +Q1 = (T2 � T1)�S; (6.22)und daraus den Wirkungsgrad



6. THERMODYNAMISCHE PROZESSE 131� = AQ2 = (T2 � T1)�ST2�S = 1� T1T2 : (6.23)Das ist erwartungsgem�a� der ideale Wirkungsgrad, weil die W�armeaustauschpro-zesse bei T1 und T2 als reversibel und die adiabatischen Prozesse als streng ohneEntropiezunahme angenommen wurden.6.4 K�altemaschinenBei K�altemaschinen wird Arbeit W > 0 aufgewendet, um W�arme Q1 > 0 einemReservoir �01 bei der Temperatur T1 zu entnehmen und W�arme Q2 < 0 bei einerh�oheren Temperatur T2 > T1 an ein anderes Reservoir �02 abzugeben. Nach dem 1.Hauptsatz ist I �Q = Q1 +Q2 = � I �W =: �W: (6.24)Wegen der Voraussetzung W > 0 ist die abgegebene W�armejQ2j = �Q2 = Q1 +W > Q1dem Betrage nach gr�o�er als die aufgenommene W�arme Q1. Wir l�osen die beidenlinearen Gleichungen (6.18) und (6.19) aus dem vorhergehenden Abschnitt jetzt nachQ1 und Q2 auf und erhalten (mit A = �W )Q1 = (W=T2 � Sirr) T11� T1=T2 ;Q2 = �W � T1 Sirr1� T1=T2 : (6.25)Damit tats�achlich bei T1 W�arme aufgenommen wird, also Q1 > 0, mu� o�ensichtlichdie Bedingung Sirr < W=T2 erf�ullt sein. Dann ist auchT1 Sirr < W T1T2 < W;



132 6. THERMODYNAMISCHE PROZESSEund damit auch Q2 < 0: bei T2 wird W�arme abgegeben.Es sind vor allem zwei Versionen von K�altemaschinen zu unterscheiden. Da ist einmaldie K�uhlmaschine, bei der es darauf ankommt, eine m�oglichst gro�e W�armemengeQ1 bei der Temperatur T1 aufzunehmen. Als Wirkungsgrad �K der K�uhlmaschinede�niert man deshalb, wieviel W�armeQ1 pro aufgewendeter ArbeitW aufgenommenwird. Unter Verwendung von (6.25) erhalten wir�K := Q1W = 1� T2 Sirr=WT2=T1 � 1 � 1T2=T1 � 1 : (6.26)(T2=T1 � 1)�1 ist der ideale Wirkungsgrad der K�uhlmaschine f�ur verschwindendenentropischen Verlust.Bei derW�armepumpe kommt es dagegen darauf an, eine m�oglichst gro�e W�arme-menge Q2 > 0 bei der Temperatur T2 abzugeben. Der Wirkungsgrad �W ist zude�nieren als abgegebene W�arme �Q2 pro aufgewendeter Arbeit W . Aus (6.25)erhalten wir �W = �Q2W = 1� T1 Sirr=W1� T1=T2 � 11� T1=T2 : (6.27)(1� T1=T2)�1 ist der ideale Wirkungsgrad der W�armepumpe.6.5 Thermodynamische TemperaturskalaDie Tatsache, da� der Wirkungsgrad einer idealen W�armekraftmaschine unabh�angigvon der verwendeten Substanz (z.B. Gas oder Fl�ussigkeit) immer durch � = A=Q2 =1 � T1=T2 gegeben ist, wird gelegentlich dazu herangezogen, eine thermodynami-sche Temperaturskala auf reine Energiemessungen der Arbeit A und der zugef�uhrtenW�arme Q2 zu gr�unden. O�ensichtlich wird dadurch die Temperaturskala nur bis aufeinen Faktor festgelegt, der in dem Verh�altnis T1=T2 herausf�allt. Dem entspricht,da� wir auch in unserer De�nition der Temperatur im Abschnitt 2.6,1T :=  @S@U !V;N ; (6.28)die T{Skala nur bis auf einen Faktor bestimmen konnten, weil die De�nition derEntropie S nur bis auf einen Faktor festgelegt werden konnte. Andere, n�amlich



6. THERMODYNAMISCHE PROZESSE 133nicht{lineare Skalentransformationen sind f�ur die Entropie S nicht erlaubt, weil Seine extensive Variable sein sollte, also S � N . Der noch o�ene Skalenfaktor kanndurch einen Temperatur�xpunkt festgelegt werden, z.B. durch den Tripelpunkt (Ko-existenz der gasf�ormigen, �ussigen und festen Phase) von Wasser, auf der Kelvin{Skala der Temperatur bei T = 273; 16 K.Die Bestimmung der thermodynamischen Temperaturskala durch Wirkungsgradeeiner W�armekraftmaschine ist h�ochstens von prinzipiellem Interesse, aber nur schwerpraktikabel, weil sie die Existenz einer idealen W�armekraftmaschine voraussetzt. Esgibt direktere Zug�ange zur Bestimmung der thermodynamischen Temperaturskala,z.B. durch die Messung der W�armezufuhr �Q, die erforderlich ist, um bei einerDruck�anderung �p die Temperatur eines beliebigen Systems konstant zu halten.Wir denken uns die Temperatur zun�achst durch eine empirische Skala � , z.B. durchdie Ausdehnung einer Fl�ussigkeitss�aule in einem engen Rohr, gegeben und suchennach dem Zusammenhang T = T (�), wo T die thermodynamische Temperatur imSinne der De�nition (6.28) ist. Die Nebenbedingungen T =const und � =const sind�aquivalent. Nun ist bei reversibler W�armezufuhr (stets N =const) �Q�p !� = T  @S@p!T = �T  @V@T !p = �T  @V@� !p d�dT ; (6.29)worin wir eine Maxwell{Relation aus der Fundamentalrelation f�ur die freie Enthalpieverwendet haben. Aus (6.29) folgtdTT d� = dd� lnT (�) = �(@V=@�)p(�Q=�p)� : (6.30)Auf der rechten Seite ist au�er dem bereits erw�ahnten (�Q=�p)� noch (@V=@�)p zubestimmen, also die Volumen�anderung pro �Anderung der empirischen Temperatur� unter konstantem Druck. Beide Gr�o�en sind direkt und ohne Kenntnis der ther-modynamischen T{Skala wenigstens prinzipiell me�bar. Die resultierende T{Skalaist unabh�angig vom verwendeten System. Sie ist allerdings auch wieder nur bis aufeinen Faktor bestimmt, weil die Integration von d lnT=d� nur bis auf eine additiveKonstante bestimmt ist, die sich unter dem Logarithmus als ein Faktor auswirkt.
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Kapitel 7
Ideale Systeme
In den bisherigen Kapiteln haben wir die Thermodynamik als eine Rahmentheoriekennengelernt, in der aufgezeigt wird, wie sich z.B. aus den thermodynamischenPotentialen die thermischen Gleichgewichtseigenschaften eines Systems ermittelnlassen oder wodurch die Stabilit�at des Gleichgewichts bedingt ist. In diesem Kapitelwollen wir diesen Rahmen zum ersten Mal mit physikalischen Aussagen �uber spe-zielle Systeme ausf�ullen, indem wir angeben, wie dort nun tats�achlich der Druck poder die innere Energie U von den Variablen T; V;N abh�angen. Wir beginnen hiermit einer Idealisierung, n�amlich mit verd�unnten Systemen, die man auch als idealeSysteme bezeichnet. Dazu geh�oren ideale Gase, Mischungen idealer Gase, aber auchetwa verd�unnte L�osungen. Tats�achlich geh�oren diese idealen Systeme zu den ganzwenigen thermodynamischen Systemen, von denen wir s�amtliche thermischen Eigen-schaften des Gleichgewichts in elementar analytischer Form ausdr�ucken k�onnen.7.1 Ideales GasDie Idealisierung eines verd�unnten thermodynamischen Systems wollen wir dadurchausf�uhren, da� wir s�amtliche thermodynamischen Funktionen asymptotisch f�ur ver-schwindende Teilchendichte c := N=V ! 0 (als Teilchen pro Volumen oder als Molepro Volumen) auswerten. Pr�aziser ausgedr�uckt: wir werden die thermodynamischenFunktionen in eine Taylor{Reihe nach der Dichte c entwickeln und nur die niedrig-sten nichtverschwindenden Ordnungen ber�ucksichtigen. F�ur ein einkomponentigesGas (aus einer Art von Teilchen bestehend) schreiben wir die Taylor{Entwicklungenf�ur die innere Energie U und den Druck p in der FormU(T; V;N)=N = 1X�=0 u�(T ) c� = u0(T ) + u1(T ) c+ : : : ; (7.1)135



136 7. IDEALE SYSTEMEp(T; V;N) = 1X�=0 b�(T ) c� = b0(T ) + b1(T ) c+ : : : : (7.2)Dabei haben wir bereits von der Extensivit�at von U Gebrauch gemacht, die eineDarstellung U(T; V;N) = N u(T; c) erlaubt, desgleichen von der Intensivit�at von p,die eine Darstellung p(T; V;N) = ~p(T; c) erlaubt. Aus physikalischen Argumentenschlie�en wir, da� b0(T ) = 0: im Grenzfall verschwindender Dichte c ! 0 mu�auch der Druck verschwinden. Der Druck entsteht durch den Aufprall thermischbewegter Teilchen auf die W�ande, so da� kein Druck auftreten kann, wenn keineTeilchen vorhanden sind. Dagegen ist u0(T ) als Energie pro Teilchen (oder pro Mol)im Grenzfall c ! 0 endlich. In niedrigster nichtverschwindender Ordnung in c giltalso f�ur den Druck p = b1(T ) NV ; (7.3)auch Boylesches Gesetz f�ur das ideale Gas genannt.Die beiden Entwicklungen von U und p in (7.1) und (7.2) sind nicht unabh�angig.Im Abschnitt 4.4 hatten wir die Beziehung @U@V !T;N = T  @p@T !V;N � p: (7.4)hergeleitet, die wir auf die beiden Entwicklungen (7.1) und (7.2) anwenden wollen.Dazu formen wir um @@V !T;N =  @c@V !T;N  @@c!T = � NV 2  @@c!T ;angewendet auf (7.4) mit U = N u f�uhrt auf�c2  @u@c!T = T  @p@T !V;N � p: (7.5)Aus den Reihenentwicklungen (7.1) und (7.2) folgt (mit b0(T ) = 0)



7. IDEALE SYSTEME 137�c2  @u@c!T = �c2 1X�=1 � u�(T ) c��1 = � 1X�=2(� � 1) u��1(T ) c�; (7.6)T  @p@T !V;N � p = 1X�=1 [T b0�(T )� b�(T )] c�; (7.7)worin b0�(T ) die Ableitung von b�(T ) nach T bedeutet. (7.6) und (7.7) eingesetzt in(7.5) f�uhrt auf�(� � 1) u��1(T ) = T b0�(T )� b�(T ); � = 1; 2; : : : ; (7.8)woraus f�ur � = 1 die Bedingung T b01(T )� b1(T ) = 0 oderdb1b1 = dTT ; b1(T ) � T (7.9)folgt. Wir schreiben b1(T ) = k T und erhalten f�ur die Entwicklung des Drucksp = c k T + b2(T ) c2 + : : : = c k T [1 +B2(T ) c+ : : :] : (7.10)Diese Entwicklung wird auch Virialentwicklung genannt und B�(T ) = b�(T )=(k T )die Virialkoe�zienten. Es wird sich nun in der statistischen Theorie der idealenGase herausstellen, da� die Konstante k einen universellen Wert f�ur alle idealenGase besitzt, der nat�urlich von der verwendeten Temperaturskala und auch davonabh�angt, ob die Teilchenzahl N in c = N=V in Teilchen oder in Molen angegebenwird. Wir setzen k = 1 und erhalten damit eine Temperaturskala in Einheiteneiner Energie. Eine solche Skala hatten wir bereits im Abschnitt 2.6 vereinbart,allerdings war dort die Temperatur durch die De�nition 1=T = (@S=@U)V;N nurbis auf einen Faktor bestimmt, denn alle Aussagen des Abschnitts 2.6 �uber dieEntropie S tre�en auch auf eine Entropie S 0 zu, die sich von S durch einen beliebigen(positiven) Faktor unterscheidet. Auch die thermodynamische Temperaturskala ausdem Abschnitt 6.5 de�nierte nur Verh�altnisse T1=T2 von Temperaturen und lie�somit noch einen beliebigen Faktor in der T{Skala o�en. Die Temperaturmessungmit einem idealen Gas, also mit dem niedrigsten nichtverschwindenden Term T =p=c = p V=N , ist nun durch die Wahl der Proportionalit�atskonstante k = 1 eindeutiggeworden.Bei Verwendung der Kelvin{Skala wird k = kB = 1; 3805�10�23 J/K, die Boltzmann{Konstante, gesetzt, vgl. auch Abschnitt 2.6. Bei Verwendung der Einheit Mol f�ur



138 7. IDEALE SYSTEMEdie Teilchenzahlen ist N=L =: n die Anzahl von Molen, wobei L = 6; 0225 � 1023 dieAvogadro{Zahl ist. Die Virialentwicklung (7.10) schreibt sich dann alsp = nV RT �1 + ~B2(T ) nV + : : :� ; (7.11)worin ~B2(T ) = LB2(T ) und R = k L, also R = L f�ur die Temperaturskala mit k = 1bzw. R = kB L = 8; 314 J/MolKf�ur die Kelvin{Skala. R = kB L hei�t auch die Gaskonstante.Die Eigenschaft (@U=@V )T;N = 0 f�ur ein ideales Gas wird durch den Drosselversuchvon Gay{Lussac nachgewiesen. Man l�a�t unter isolierenden Randbedingungen einideales Gas aus einem Anfangsvolumen VA in ein Endvolumen VB > VA entspannen.Dieser Entspannungsvorgang ist im allgemeinen kein quasistatischer Proze�. Wegender Isolation des Systems gilt aberU(TA; VA; N) = U(TB; VB; N);worin TA und TB die Anfangs{ und Endtemperaturen des Entspannungsprozessessind. Das Versuchsergebnis f�ur ein ideales, also bereits im Anfangszustand A hinrei-chend verd�unntes Gas lautet TB = TA, so da� dannU(TA; VA; N) = U(TA; VB; N);woraus f�ur beliebige Werte von VA 6= VB die Aussage (@U=@V )T;N = 0 folgt.Wir de�nieren ein ideales Gas jetzt also durch die niedrigsten nichtverschwindendenTerme von (7.1) und (7.10), d.h., durch die ZustandsgleichungenU(T; V;N) = N u(T ); p V = N T; (7.12)wobei wir nochmals darauf hinweisen, da� diese beiden Aussagen nicht unabh�angigsind; die erste folgt aus der zweiten, vgl. (7.5). Zur Vereinfachung schreiben wir die



7. IDEALE SYSTEME 139innere Energie pro Teilchen (f�ur c ! 0) in (7.12) und im folgenden als u(T ) stattu0(T ).Unsere �Uberlegungen in diesem Abschnitt beruhen auf der Annahme, da� �uberhauptTaylor{Entwicklungen von U und p in Potenzen der Konzentration c = N=V m�oglichsind, d.h., da� diese Variablen analytische Funktionen von c sind. F�ur hinreichendhohe Temperaturen ist diese Annahme gerechtfertigt. Wir werden aber sehen, da�im Grenzfall T ! 0 die Voraussetzung der Analytizit�at nicht mehr zutri�t, bzw.,da� dann die Reihenfolge der Grenz�uberg�ange c ! 0 und T ! 0 wichtig werdenkann.Da� in einem idealen Gas die innere Energie pro Teilchen U=N = u(T ) bei gegebe-ner Temperatur T nicht von seiner Dichte c = N=V abh�angt, f�uhrt zu der Konse-quenz, da� die Teilchen in zwei idealen Gasen gleicher Temperatur, z.B. im thermi-schen Kontakt, aber verschiedener Dichte gleiche mittlere Energien besitzen. Darausfolgt o�ensichtlich, da� die mittleren Energien der Teilchen keine Beitr�age von etwavorhandenen Wechselwirkungen zwischen ihnen tragen k�onnen. Dem entspricht dieIdealisierung einer hinreichenden Verd�unnung: die Teilchen sind im Mittel soweitvoneinander entfernt, da� Wechselwirkungen keine Rolle mehr spielen k�onnen. Mankann sich vorstellen, da� jedes der Teilchen in einem idealen Gas sich so verh�alt, alsg�abe es keine anderen Teilchen in dem Gas. Dennoch soll eine statistische Mittelung�uber die mikroskopischen Teilchenbewegungen statt�nden. Das ist im Bild des idea-len Gases nur dadurch m�oglich, da� die Teilchen im thermischen Gleichgewicht mitden W�anden des Systems stehen.7.2 Thermodynamik des idealen Gases im Gleich-gewichtWir wenden in diesem Abschnitt die allgemeinen thermodynamischen Relationenaus den Kapiteln 4 und 5 auf das ideale Gas an, das durch die beiden Zustandsglei-chungen (7.12) de�niert ist. Wir beginnen mit der isothermen Kompressibilit�at �T(vgl. Abschnitt 5.3) und dem thermischen Ausdehnungskoe�zienten (vgl. Abschnitt5.4):
�T = � 1V  @V@p !T;N = � 1V  @@p!T;N N Tp = N Tp2 V = 1p; (7.13)� = 1V  @V@T !p;N = 1V  @@T !p;N N Tp = NpV = 1T : (7.14)



140 7. IDEALE SYSTEMEBei T ! 0 h�atte das ideale Gas also einen unendlich gro�en Ausdehnungskoe�zi-enten. Das ist ein unphysikalisches Ergebnis, das darauf hinweist, da� bei T ! 0das ideale Gas eine unerlaubte Idealisierung darstellt. F�ur die W�armekapazit�atenCV und Cp (vgl. Abschnitt 5.3) erhalten wirCV =  @U@T !V;N = N u0(T ); (7.15)Cp =  @H@T !p;N =  @@T !p;N [N u(T ) + p V ] = N [u0(T ) + 1] ; (7.16)f�ur ihre Di�erenz Cp � CV = N: (7.17)Dasselbe Ergebnis erhalten wir auch durch Anwendung der allgemeinen Beziehungf�ur Cp � CV aus dem Abschnitt 5.4:Cp � CV = �2 T V�T = N: (7.18)Wir hatten noch eine weitere Relation zwischen CV und Cp im Abschnitt 5.4 herge-leitet, n�amlich CpCV = �T�S : (7.19)Hier war �S die adiabatische Kompressibilit�at, de�niert als�S = � 1V  @V@p !S;N : (7.20)Wir wollen nun annehmen, da� das Verh�altnis Cp=CV =  konstant ist. Nach wievor ist aber auch Cp � CV = N : Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich Cp undCV bestimmen: CV = N � 1 ; Cp = N  � 1 :



7. IDEALE SYSTEME 141 =const bedeutet also, da� die W�armekapazit�aten selbst konstant sind. Das ist nunf�ur sehr viele ideale Gase tats�achlich der Fall. Sp�ater in der statistischen Theoriewerden wir zeigen, da� die Modellierung idealer Gase als Systeme unabh�angigerTeilchen exakt auf konstante W�armekapazit�aten f�uhrt. Wir setzen jetzt �T =  �Sund �T = 1=p, vgl. (7.14), in (7.20) ein und erhalten @V@p !S;N = �V �S = �V �T = � V p: (7.21)Wir integrieren diese Relation unter der Nebenbedingung S =const und N =const:dpp +  dVV = 0;ln (p V ) = const;p V  = const: (7.22)(7.22) wird auch adiabatische Zustandsgleichung des idealen Gases genannt. Einephysikalisch bessere Schreibweise istpp0 � VV0� = 1; (7.23)worin V0; p0 Referenzwerte f�ur Volumen und Druck sind, die selbst die adiabatischeZustandsgleichung erf�ullen. Unter Benutzung der Zustandsgleichung p V = N T �n-den wir auch die folgenden �aquivalenten Formen der adiabatischen Zustandsglei-chung: T V �1 = const; p1� T  = const (7.24)Wir erinnern daran, da� hier au�er S =const auch stets N =const angenommen wor-den war. Die Konstanten auf den rechten Seiten in (7.24) enthalten von N abh�angigeTerme.Bei der Beschreibung des idealen Gases haben wir hier die Variablen T; V;N benutzt,zu denen die freie Energie F (T; V;N) als thermodynamisches Potential geh�ort, vgl.Abschnitt 4.3. Wir wollen die freie Energie des idealen Gases aus F = U � T Sberechnen, worin U(T; V;N) = N u(T ), vgl. (7.12). Wir bestimmen deshalb zun�achstdie Entropie des idealen Gases als Funktion von T; V;N , und zwar mit dem Ansatz



142 7. IDEALE SYSTEMES(T; V;N) = N s(T; v); v := V=N = 1=c: (7.25)Die Entropie S ist eine extensive Gr�o�e, die Entropie pro Teilchen s(T; v) ist intensivund kann nur noch von den intensiven Variablen T; v abh�angen, v = V=N ist dasVolumen pro Teilchen (oder das molare Volumen). Wir wenden die Fundamentalre-lation der Entropie, dS = 1T dU + pT dV � �T dN; (7.26)auf s(T; v) an. Dabei ist dN = 0, weil s(T; v) die Entropie pro Teilchen (oder proMol) ist, also f�ur eine feste Teilchenzahl. Wir erhalten dannds = 1T du+ pT dv: (7.27)Es ist du = du(T ) = u0(T ) dT: (7.28)u0(T ) ist die W�armekapazit�at pro Teilchen bei konstantem Volumen (oder molareW�arme, falls die Teilchenzahlen in Mol gez�ahlt werden), vgl. (7.16). F�ur p=T setzenwir in (7.27) die Zustandsgleichung p=T = N=V = 1=v ein. Wir erhaltends = u0(T )T dT + dvv : (7.29)Da die beiden Summanden auf der rechten Seite jeweils nur von T bzw. v abh�angen,k�onnen wir unmittelbar integrieren:s(T; v) = s0(T ) + ln v: (7.30)Hierin ist s0(T ) durch ds0(T )dT = u0(T )T ; (7.31)



7. IDEALE SYSTEME 143also nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. Die Schreibweise ln v in (7.30)macht den Wert des Logarithmus von der verwendeten Einheit f�ur v abh�angig, z.B.Mol/l oder mM/l. Der Unterschied ist wiederum eine Konstante, die man sich nachFestlegung der Einheit in s0(T ) enthalten denken kann. Eine andere Ausdrucksweisedaf�ur ist, da� (7.30) nur Di�erenzen der Entropie festlegt, n�amlichs(T2; v2)� s(T1; v1) = s0(T2)� s0(T2) + ln v2v1 == Z T2T1 dT 0 u0(T 0)T 0 + ln v2v1 : (7.32)Diese Gleichung kann auch so gelesen werden, da� die Entropie durch (7.30) immernur bez�uglich eines Referenzzustands s0; T0; v0 mit s0 = s(T0; v0) festgelegt ist:s(T; v) = s0 + Z TT0 dT 0 u0(T 0)T 0 + ln vv0 : (7.33)An dieser Schreibweise wollen wir noch einmal die Transformation auf Temperaturenauf der Kelvin{Skala erl�autern: T ! kB T und entsprechend s ! s=kB. Da dieW�arme pro Teilchen u0(T ) = du(T )=dT eine Ableitung nach T enth�alt, transformiertsie sich wie eine Entropie: u0 ! u0=kB, insgesamt also f�ur die Entropie pro Teilchenauf der Kelvin{Skala s(T; v) = s0 + Z TT0 dT 0 u0(T 0)T 0 + kB ln vv0 :Daraus ist auch die molare Entropie ablesbar, indem u0 als molare W�arme gelesenund kB durch die Gaskonstante R ersetzt wird.Aus (7.30) bestimmen wir die Entropie pro Teilchen als Funktion von T; p, indemwir die Zustandsgleichung v = T=p in ln v einsetzen:s(T; p) = ~s0(T )� ln p; ~s0(T ) = s0(T ) + lnT: (7.34)Daraus folgt d~s0(T )dT = ds0(T )dT + 1T = u0(T ) + 1T ; (7.35)



144 7. IDEALE SYSTEMEvgl. auch (7.17). F�ur die freie Energie pro Teilchen f(T; v) �nden wirf(T; v) = u(T )� T s(T; v) = f0(T )� T ln v; f0(T ) = u(T )� T s0(T ): (7.36)Da s0(T ) nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist, ist die freie Energie nurbis auf eine additive lineare Funktion in T bestimmt. F�ur die freie Enthalpie proTeilchen, also das chemische Potential pro Teilchen erhalten wir daraus�(T; v) = f(T; v) + p v = f(T; v) + T = �0(T )� T ln v;�0(T ) = f0(T ) + T = u(T )� T s0(T ) + T: (7.37)Oft m�ochte man das chemische Potential als Funktion von T; p statt T; v ausdr�ucken.Mit der Zustandsgleichung v = T=p �nden wir�(T; p) = ~�0(T ) + T ln p; ~�0(T ) = �0(T )� T lnT: (7.38)7.3 Mehrkomponentiges ideales GasWir erweitern unsere �Uberlegungen jetzt auf den Fall, da� sich in einem VolumenV mehrere ideale Gase k = 1; 2; : : : jeweils mit den Teilchenzahlen Nk be�nden.Wir nehmen an, da� sich jedes der idealen Gase f�ur sich so verh�alt, als w�are esallein in dem Volumen V vorhanden. Diese Annahme ist eine konsequente Verall-gemeinerung der Vorstellung eines idealen Gases f�ur ein System bei hinreichenderVerd�unnung. Bereits am Ende des Abschnitts 7.1 hatten wir ja �uberlegt, da� sichin einem einkomponentigen idealen Gas jedes Teilchen so verh�alt, als g�abe es keineanderen Teilchen in dem System. Diese Vorstellung �ubertragen wir jetzt also aufein mehrkomponentiges ideales Gas. Sie f�uhrt auf die folgenden Ausdr�ucke f�ur dieinnere Energie U und die Entropie S des Gesamtsystems:U = Xk Nk uk(T ); (7.39)S = Xk Nk sk(T; vk): (7.40)



7. IDEALE SYSTEME 145Hier soll uk(T ) die innere Energie pro Teilchen (oder pro Mol) der idealen Kom-ponente k sein, nicht zu verwechseln mit den Koe�zientenfunktionen u�(T ) in derReihenentwicklung (7.1). sk(T; vk) ist die Entropie pro Teilchen der idealen Kompo-nente, die nach (7.30) durchsk(T; v) = s0;k(T ) + ln vk; k = 1; 2; : : : (7.41)gegeben ist. vk = V=Nk ist das Volumen pro Teilchen der Komponente k, und s0;k(T )ist zu bestimmen aus ds0;k(T )dT = u0k(T )T ; (7.42)vgl. (7.31). u0k(T ) ist die W�armekapazit�at pro Teilchen (oder die Molw�arme) derKomponente k bei V =const. Ebenso erhalten wir f�ur die freie Energie F des Ge-samtsystems nach dem Vorbild von (7.36)F = Xk Nk [f0;k(T )� T ln vk] ; (7.43)f0;k(T ) = uk(T )� T s0;k(T ): (7.44)Aus der freien Energie F berechnen wir den Druck p = �(@F=@V )T;Nk des Ge-samtsystems. Die Variable V tritt auf der rechten Seite in den vk = V=Nk auf. DieRechnung ergibt p = � @F@V !T;Nk =Xk Nk TV = N TV : (7.45)Hier ist N :=Xk Nkdie gesamte Teilchenzahl des Systems. Der Gesamtdruck p erf�ullt formal die Zu-standsgleichung eines idealen Gases mit N Teilchen unabh�angig davon, da� dieseverschiedenen Komponenten angeh�oren. Eine andere Schreibweise ist



146 7. IDEALE SYSTEMEp =Xk pk; pk = Nk TV : (7.46)pk ist der Druck jeder einzelnen Komponente; man nennt ihn auch Partialdruck. Auf-grund der Annahme der Unabh�angigkeit der Komponenten addieren sich die Parti-aldrucke zum Gesamtdruck. Das ist o�ensichtlich eine spezielle Version des Superpo-sitionsprinzips, dessen G�ultigkeit in einem idealen System nicht{wechselwirkenderTeilchen o�ensichtlich ist. Die Partialdrucke k�onnen auch als Bruchteile des Gesamt-drucks dargestellt werden:pk = Nk TV = xk p; xk := NkN : (7.47)Die Br�uche xk hei�en auch Molenbr�uche. Alle weiteren thermodynamischen Eigen-schaften des mehrkomponentigen idealen Gases ergeben sich nach demselben Muster,z.B.: CV (T ) =  @U@T !V;Nk =Xk Nk u0k(T ); (7.48)H = U + p V =Xk Nk hk(T ); hk(T ) = uk(T ) + T; (7.49)Cp(T ) =  @H@T !p;Nk =Xk Nk [u0k(T ) + 1] ; (7.50)G = F + p V =Xk Nk �k(T; vk); (7.51)�k(T; vk) = �0;k(T )� T ln vk; �0;k(T ) = f0;k(T ) + T: (7.52)F�ur das chemische Potential �k(T; vk) der Komponente k sind noch andere Schreib-weisen, n�amlich als Funktionen der Teilchendichten ck = Nk=V = 1=vk oder derMolenbr�uche xk �ublich: �k(T; vk) = �0;k(T ) + T ln ck (7.53)�k(T; p; xk) = �0;k(T; p) + T lnxk; (7.54)�0;k(T; p) = ~�k;0(T ) + T ln p; (7.55)~�k;0(T ) = �k;0(T )� T lnT: (7.56)Auch die Gesamtentropie S wollen f�ur sp�atere Zwecke als Funktion von T; p und derTeilchenzahlen Nk ausdr�ucken. Wir gehen aus von (7.40) und (7.41):



7. IDEALE SYSTEME 147S =Xk Nk [s0;k(T ) + ln vk]und dr�ucken vk aus durch 1vk = NkV = xk NV = xk pT ;so da� S(T; p;N1; : : :) = Xk Nk [sk(T; p)� lnxk] ; (7.57)sk(T; p) = s0;k(T ) + ln Tp :7.4 Die MischungsentropieEin isoliertes Gesamtsystem bestehe aus zwei Teilsystemen, die durch eine diather-me, aber mechanisch feste und undurchl�assige Wand getrennt seien. Die beidenTeilsysteme haben die Volumina V1; V2. Zu Anfang sollen die beiden Teilsystemejeweils ein ideales Gas mit Teilchenzahlen N1; N2 enthalten. Die Teilchenarten inden beiden Teilsystemen k�onnen gleich oder verschieden sein. Wir nehmen an, da�sich in dieser Angangssituation ein partielles Gleichgewicht A des Gesamtsystemseingestellt hat; die gemeinsame Temperatur sei TA.Jetzt wird die Trennwand entfernt: es �ndet eine Durchmischung der Teilchen derbeiden Teilsysteme statt. Dieses ist im allgemeinen ein spontaner, irreversibler Pro-ze�, der mit einer Zunahme der Gesamtentropie verbunden ist. Die Durchmischungf�uhrt in ein neues Gleichgewicht E mit einer Temperatur TE. Wir bilanzieren dieinneren Energien des Anfangs{ und Endzustands A bzw. E. Da die beiden Gaseideal sein sollten, gilt UA = N1 u1(TA) +N2 u2(TA);UE = N1 u1(TE) +N2 u2(TE): (7.58)



148 7. IDEALE SYSTEMEWeil der Durchmischungsproze� in einem isolierten Gesamtsystem abl�auft, gilt UA =UE, und zwar f�ur beliebige Teilchenzahlen N1; N2. Daraus folgt TA = TE. Wirk�onnen den Durchmischungsproze� deshalb in gleicherWeise in einem Gesamtsystemablaufen lassen, das an einen Thermostaten mit einer Temperatur T gekoppelt ist.Wir stellen jetzt die Entropiebilanz auf. Vor der Durchmischung im AnfangszustandA lautet die GesamtentropieSA = N1 s1 �T; V1N1�+N2 s2 �T; V2N2�= N1 �s0;1(T ) + ln V1N1�+N2 �s0;2(T ) + ln V2N2� : (7.59)Nach der Durchmischung im Endzustand E lautet die Gesamtentropie f�ur verschie-dene ideale Gase in den Teilsystemen aufgrund der �Uberlegungen im vorangegange-nen Abschnitt:S(6=)E = N1 s1 �T; VN1�+N2 s2 �T; VN2�= N1 �s0;1(T ) + ln VN1� +N2 �s0;2(T ) + ln VN2� ; (7.60)worin V = V1 + V2 das Gesamtvolumen ist. Wir berechnen die Entropiedi�erenz�S(6=) = S(6=)E � SA: �S(6=) = S(6=)E � SA = N1 ln VV1 +N2 ln VV2 : (7.61)Da V > V1 und V > V2, ist �S(6=) > 0. Das war zu erwarten, weil die Durchmischungverschiedener Gase ein irreversibler Proze� ist. Der Zuwachs �S(6=) von Entropie in(7.61) hei�t Mischungsentropie.Wenn die beiden Teilsysteme vor der Durchmischung dasselbe Gas, d.h., dieselbeTeilchenart enthielten, dann haben wir im durchmischten Endzustand E ein einkom-ponentiges ideales Gas mit N = N1 +N2 Teilchen in einem Volumen V = V1 + V2:S(=)E = (N1 +N2) s0(T ) + (N1 +N2) ln VN1 +N2 : (7.62)



7. IDEALE SYSTEME 149Wir m�ussen dann nur noch s0;1(T ) = s0;2(T ) = s0(T ) in SA in (7.59) setzen. DieEntropiedi�erenz �S(=) = S(=)E � SA lautet jetzt�S(=) = S(=)E � SA = N1 ln� VN1 +N2 N1V1 �+N2 ln� VN1 +N2 N2V2 �: (7.63)Es ist �S(=) � 0. Das sehen wir, wenn wir (7.63) mit � := V1=V und � := N1=Numformen in ��S(=)N = � ln �� + (1� �) ln 1� �1� � ;Jetzt benutzen wir die Ungleichung lnx � x�1 f�ur x > 0. Das Gleichheitszeichen giltgenau dann, wenn x = 1. Diese Ungleichung angewendet auf den obigen Ausdruckf�ur ��S(=)=N f�uhrt unter Beachtung von 0 < � < 1 und 0 < � < 1 unmittelbarauf ��S(=)=N � 0 bzw. �S(=) � 0. Das Gleichheitszeichen �S(=) = 0 gilt genaudann, wenn � = �, also V1V = N1N bzw. N1V1 = NV :Dann ist aber auch N2=V2 = N=V . Die "Durchmischung" von Systemen mit der-selben Teilchenart und derselben Dichte f�uhrt nicht zu einer Entropiezunahme.Tats�achlich handelt es sich dann auch nicht um eine Durchmischung von Systemen,sondern um eine identische Vervielfachung eines Systems.7.5 Verd�unnte L�osungenIn der Einleitung zu diesem Kapitel hatten wir ideale Systeme als verd�unnte Systemede�niert. Die Verd�unnung bestand bisher darin, da� Gasmolek�ule eine hinreichendgeringe Teilchendichte pro Volumen c = N=V besitzen und ihre thermodynami-schen Eigenschaften in niedrigster Ordnung einer Entwicklung nach der Teilchen-dichte darstellbar sind. In diesem Abschnitt werden wir lernen, da� ganz analogeEntwicklungen m�oglich sind, wenn Teilchen in hinreichend geringer Dichte in einemL�osungsmittel gel�ost sind. Das L�osungsmittel, z.B. Wasser oder Alkohole, tritt alsoan die Stelle des Vakuums bei den idealen Gasen. Die gel�osten Teilchen k�onnen wie-der Molek�ule, aber auch Ionen sein. Im letzteren Fall beschreiben wir dann verd�unnteElektrolyten.



150 7. IDEALE SYSTEMEWir wollen im folgenden das L�osungsmittel immer als die Komponente k = 0 desSystems bezeichnen, die gel�osten Teilchen als die Komponenten k = 1; 2; : : :. Alsthermodynamische Variable werden wir T; p und die Teilchenzahlen (oder Molzah-len) N0; N1; N2; : : : benutzen. Als verd�unnt werden wir eine L�osung bezeichnen, f�urdie Nk � N0 f�ur alle k � 1 ist. Als Entwicklungsparameter wird uns das Verh�alt-nis Nk=N0 dienen. Wir beginnen mit der Entwicklung der inneren Energie in derForm U = U(T; p;N0; N1; : : :). Wir schreiben diese Entwicklung nur bis zur erstenOrdnung in Nk=N0 auf. Sie mu� die FormU(T; p;N0; N1; : : :) = Xk�0Nk uk(T; p) + � � � (7.64)haben. Das folgt daraus, da� der Term 1. Ordnung linear in den Nk f�ur k > 0 seinund das korrekte Skalenverhalten bez�uglich der extensiven Variablen U;N0; N1; : : :haben mu�. Der Term 0{ter Ordnung ist die innere Energie des reinen L�osungsmittels(Nk = 0 f�ur k > 0), die sich in der FormU(T; p;N0) = N0 u0(T; p)schreiben l�a�t, worin u0(T; p) die innere Energie pro Teilchen des reinen L�osungs-mittels als Funktion von T; p ist. Dieselbe Entwicklung ist o�ensichtlich auch f�ur dasVolumen als Funktion von T; p;N0; N1; : : : m�oglich:V (T; p;N0; N1; : : :) = Xk�0Nk vk(T; p) + � � � (7.65)Hier ist v0(T; p) das Volumen pro Teilchen (oder das Molvolumen) des reinenL�osungsmittels. Bei unseren weiteren �Uberlegungen wollen wir nun in den Ent-wicklungen von U und V analog zum idealen Gas nur die niedrigsten Terme inden Teilchenzahlen der gel�osten Komponenten ber�ucksichtigen, d.h., wir brechendie Entwicklungen (7.64) und (7.65) nach den linearen Termen in den Nk ab.Unser n�achstes Ziel ist die Berechnung der Entropie S = S(T; p;N0; N1; : : :) derL�osung. Wir werden sehen, da� f�ur S eine Entwicklung vom Typ (7.64) oder (7.65)unzureichend ist. Wir gehen aus von der Fundamentalrelation f�ur die Entropie f�urNk =const und setzen die Entwicklungen (7.64) und (7.65) f�ur U und V ein:dS = dU + p dVT =Xk Nk duk(T; p) + p dvk(T; p)T : (7.66)



7. IDEALE SYSTEME 151Auf der linken Seite steht ein vollst�andiges Di�erential dS, so da� auch die rech-te Seite ein vollst�andiges Di�erential sein mu�. Da die Teilchenzahlen Nk beliebigw�ahlbar sind, m�ussen bereits die einzelnen Summanden vollst�andige Di�erentialesein. Wir schreiben dsk(T; p) := duk(T; p) + p dvk(T; p)T : (7.67)Hieraus sind durch Integration die Funktionen sk(T; p) bestimmbar. Bei der Inte-gration der Gesamtentropie ausdS = Xk�0Nk dsk(T; p) (7.68)ist jedoch zu beachten, da� Nk =const gehalten worden war, so da� bei der Integrati-on eine von N1; N2; : : : abh�angige Funktion SM(N0; N1; N2; : : :) additiv hinzukommt:S(T; p;N0; N1; N2; : : :) = Xk�0Nk sk(T; p) + SM(N0; N1; N2; : : :): (7.69)Um SM(N0; N1; N2; : : :) zu bestimmen, denken wir uns die L�osung soweit verd�unnt,da� sie in ein mehrkomponentiges ideales Gas �ubergeht. Dieser rein gedanklicheSchritt schlie�t die Verdampfung des L�osungsmittels ein. Das ist erreichbar durcheine hinreichende Verringerung des Drucks p bei Nk =const, so da� die FunktionSM(N0; N1; N2; : : :) davon nicht betro�en ist. �Aquivalent dazu ist eine hinreichendeErh�ohung der Temperatur T bei konstantem Druck. Auf jeden Fall mu� die FunktionSM(N0; N1; N2; : : :) also mit den T{ und p{unabh�angigen Termen der Entropie einesmehrkomponentigen idealen Gases �ubereinstimmen, die wir aus (7.57) ablesen:SM(N0; N1; : : :) = �Xk�0Nk lnxk; (7.70)worin xk = Nk=N wieder die Teilchenzahl{Br�uche (oder Molenbr�uche) sind und dieSummation �uber k = 0; 1; : : : zu erstrecken ist, also unter Einschlu� des L�osungs-mittels. Die Gesamtentropie der verd�unnten L�osung lautet alsoS(T; p;N0; N1 : : :) = Xk�0Nk [sk(T; p)� lnxk] : (7.71)



152 7. IDEALE SYSTEMEWir erkennen, da� die Mischungsentropie SM der L�osung nicht durch eine Entwick-lung nach den Molenbr�uchen xk berechenbar ist, weil sie logarithmische Terme vomTyp xk lnxk bzw. Nk lnNk enth�alt.Aus der Entropie S in (7.71) bestimmen wir freie Energie, freie Enthalpie und diechemischen Potentiale der Komponenten der verd�unnten L�osung:F (T; p;N0; N1; : : :) = Xk�0Nk [uk(T; p)� T sk(T; p) + T lnxk] ; (7.72)G(T; p;N0; N1; : : :) = Xk�0Nk [uk(T; p)� T sk(T; p) + p vk(T; p) + T lnxk] ;(7.73)�k(T; p; xk) = �0;k(T; p) + T lnxk; k = 0; 1; 2; : : : (7.74)�0;k(T; p) = uk(T; p)� T sk(T; p) + p vk(T; p):Die freie Energie F ist hier nicht als Funktion ihrer nat�urlichen VariablenT; V;N0; N1; : : : dargestellt, l�a�t sich aber sofort in diese umrechnen.7.6 Chemisches Gleichgewicht, Massenwirkungs-gesetzIm Abschnitt 3.5 hatten wir chemische Reaktionen als spontane, irreversible Pro-zesse beschrieben, die ein thermodynamisches System unter der Randbedingung derIsolation, aber auch in einem Thermo{ oder in einem Thermo{Mechano{Staten indas Gleichgewicht f�uhren. Das thermodynamische Gleichgewicht, das im Fall ei-ner chemischen Reaktion auch als chemisches Gleichgewicht bezeichnet wird, warbeschrieben durch das Verschwinden der A�nit�aten s�amtlicher Reaktionen. Die Af-�nit�at einer Reaktion� 01C1 + � 02 C2 + : : : *) � 001 C1 + � 002 C2 + : : : :war de�niert alsA = �Xk �k �k =Xk � 0k �k �Xk � 00k �k; �k := � 00k � � 0k: (7.75)Wir setzen jetzt den Ausdruck (7.54) f�ur das chemische Potential einer Komponentek in einem mehrkomponentigen idealen Gas,



7. IDEALE SYSTEME 153�k(T; p; xk) = �0;k(T; p) + T lnxk;gleichlautend mit dem Ausdruck (7.74) f�ur das chemische Potential einer Kompo-nente in einer verd�unnten L�osung, in die Gleichgewichtsbedingung A = 0 f�ur diechemische Reaktion ein und erhaltenXk �k �0;k(T; p) + T Xk �k lnxk = 0oder Yk x�kk = K(T; p) := exp(� 1T Xk �k �0;k(T; p)): (7.76)Durch die GleichgewichtskonstanteK(T; p) ist das Verh�altnis der Teilchenzahlbr�uche(oder Molenbr�uche) xk bestimmt. Jeder Teilchenzahlbruch xk tritt als Faktor so oftauf, wie es seinem st�ochiometrischen Koe�zienten �k entspricht. Die Gleichgewichts-relation (7.76) wird auch das Massenwirkungsgesetz genannt.L�auft die chemische Reaktion in einem mehrkomponentigen idealen Gas ab, dannk�onnen wir gem�a� (7.55) auch noch�0;k(T; p) = ~�k;0(T ) + T ln pbenutzen. F�ur die Gleichgewichtskonstante K(T; p) erhalten wir dannK(T; p) = exp(� 1T Xk �k �0;k(T; p)) = K(T ) p���; (7.77)K(T ) = exp(� 1T Xk �k ~�0;k(T )); �� :=Xk �k:Durch �Anderung des Druckes p kann man das Reaktionsgleichgewicht so verschieben,da� es sich bei Druckerh�ohung auf die Seite des kleineren Volumens, d.h., wegenp V = N T auf die Seite der kleineren Teilchenzahlen (oder Molzahlen) verschiebt,und umgekehrt. Als Beispiel w�ahlen wir



154 7. IDEALE SYSTEME3H2 +N2 *) 2NH3; (7.78)vgl. Abschnitt 3.5. Die Komponenten und ihre st�ochiometrischen Koe�zienten be-zeichnen wir mit H2: k = 1 �1 = �3N2: k = 2 �2 = �1NH3: k = 3 �3 = +2,�� = �2, so da� x23x31 x2 = K(T ) p2: (7.79)Hier verschiebt eine Erh�ohung des Druckes die Reaktion auf die Seite von NH3,weil dort nur 2 Teilchen (oder Mole), auf der Seite von H2 und N2 aber 4 Teilchen(oder Mole) auftreten. Die Druckabh�angigkeit des chemischen Gleichgewichts ist einspezielles Beispiel des Prinzips des kleinsten Zwangs, auch Prinzip von le Chatelierund Braun genannt: ein thermodynamisches System weicht der �Anderung �au�ererBedingungen immer in der Weise aus, da� es deren Auswirkungen bzw. deren Zwangvermindert.Wir wollen das Ergebnis (7.76) mit dem Sto�zahlansatz vergleichen, der die Reakti-onsgeschwindigkeit W einer chemischen Reaktion alsW = V  �0 Yk c�0kk � �00 Yk c�00kk ! : (7.80)ansetzt. Daraus folgt f�ur das chemische Gleichgewicht W = 0Yk c�kk = �0�00 : (7.81)Wir schreiben ck = NkV = NkN NV = xk c;



7. IDEALE SYSTEME 155worin N die Gesamtteilchenzahl und c = N=V die Gesamtkonzentration sind. Ein-setzen in (7.81) f�uhrt auf Yk x�kk = �0�00 c���: (7.82)In einem mehrkomponentigen idealen Gas ist c = p=T , so da� diese Gleichgewichts-bedingung mit (7.76) �ubereinstimmt, wenn wir�0�00 � pT ���� = K(T; p)setzen. Wir erkennen daran, da� die Ratenkonstanten �0 und �00 im allgemeinenFunktionen von T; p sind.In einer verd�unnten L�osung k�onnen wir in (7.82) c � N0=V = 1=v0(T; p) annehmen,so da� wir durch die Setzung �0�00 v��0 (T; p) = K(T; p) (7.83)�Ubereinstimmung mit (7.76) �nden.7.7 OsmoseWir betrachten zwei verd�unnte L�osungen �0;�00 mit demselben L�osungsmittel. Diebeiden Systeme seien durch eine mechanisch feste, aber diatherme und f�ur dasL�osungsmittel durchl�assige Wand getrennt. Die gel�osten Komponenten k = 1; 2; : : :sollen die Wand nicht durchdringen k�onnen. Es bestehe bereits thermisches Gleich-gewicht, also T 0 = T 00 =: T , sowie auch Gleichgewicht in bezug auf den Austauschvon L�osungsmittel zwischen �0 und �00, also�0(T; p0; x00) = �0(T; p00; x000); (7.84)Wenn x00 6= x000, d.h., wenn die beiden Systeme eine unterschiedliche Zusammen-setzung in bezug auf die gel�osten Komponenten besitzen, dann erwarten wir eine



156 7. IDEALE SYSTEMEDruckdi�erenz �p := p0 � p00 6= 0 zwischen ihnen, den sogenannten osmotischenDruck. Wir wollen den osmotischen Druck berechnen und setzen dazu die expliziteForm des chemischen Potentials �0(T; p0; x00) des L�osungsmittels aus (7.74) in (7.84)ein: �0;0(T; p0) + T lnx00 = �0;0(T; p00) + T lnx000; (7.85)woraus ln x00x000 = 1T [�0;0(T; p00)� �0;0(T; p0)] (7.86)folgt. Nun ist lnx00 = ln0@1�Xk�1 x0k1A = �Xk�1x0k +O �x02k � (7.87)mit einer Taylor{Entwicklung nach den x0k; k � 1, entsprechend f�ur lnx000. F�urverd�unnte L�osungen ist x0k � 1; x00k � 1, so da� wir die Entwicklungen nach demlinearen Term abbrechen k�onnen. Einsetzen in (7.86) f�uhrt aufXk�1(x00k � x0k) = 1T [�0;0(T; p00)� �0;0(T; p0)] : (7.88)Hieraus erkennen wir, da� auch die rechte Seite von der Ordnung� 1 ist, so da� wirnach der Druckdi�erenz �p := p0 � p00 entwickeln k�onnen. In niedrigster Ordnungerhalten wir �0;0(T; p00)� �0;0(T; p0) = ��p  @�0;0(T; p)@p !T : (7.89)Schlie�lich entnehmen wir aus der Gibbs{Duhem{Relation, vgl. Abschnitt 2.7, f�urdas reine L�osungsmittel (k = 0),�S0 dT + V0 dp�N0 d�0;0 = 0; (7.90)die Beziehung



7. IDEALE SYSTEME 157 @�0;0(T; p)@p !T = V0N0 = v0: (7.91)v0 ist das Volumen pro Teilchen (oder Molvolumen) des reinen L�osungsmittels. Ein-setzen von (7.89) und (7.91) in (7.88) ergibt f�ur die osmotische Druckdi�erenz dasErgebnis �p = p0 � p00 = Tv0 Xk�1(x0k � x00k): (7.92)Die Ausdr�ucke Xk�1x0k; Xk�1x00knennt man auch die Osmolarit�aten der L�osungen �0;�00. Die L�osung mit der h�oherenOsmolarit�at, also mit dem h�oheren Teilchenzahlanteil der gel�osten Komponenten,besitzt den h�oheren Druck. Stellt man in den beiden L�osungen denselben Druck ein,z.B. durch einen gemeinsamen Thermo{Mechano{Staten, dann geht soviel L�osungs-mittel durch die Wand zwischen �0 und �00, bis die Osmolarit�aten sich ausgeglichenhaben: p0 � p00 = 0 () Xk�1(x0k � x00k) = 0: (7.93)Wir betrachten noch den Sonderfall, da� �00 das reine L�osungsmittel ohne gel�osteKomponenten enth�alt, also x00k = 0 f�ur k � 1, und schreiben n�aherungsweise f�ur eineverd�unnte L�osung in �0: x0k = N 0kN 0 � N 0kN 00 ; N 00 v00 � V 0f�ur k � 1. Dann lautet die Druckdi�erenz�p = p0 � p00 = TV 0 Xk�1N 0k: (7.94)Diese Beziehung ist formal v�ollig analog zu der, die den Druck in einem mehrkom-ponentigen idealen Gas angibt, vgl. Abschnitt 7.3 (van't Ho�, 1886).
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Kapitel 8
Reale Gase und Phasen�uberg�ange
Im vorangegangenen Kapitel haben wir ideale Gase durch die niedrigsten nichtver-schwindenden Ordnungen der Virialentwicklung von innerer Energie U und Druckp nach der Teilchendichte charakterisiert. Das Modell des idealen Gases beschreibtdas thermodynamische Verhalten von Gasen bei hinreichend niedriger Dichte oder,was bei konstantem Druck p �aquivalent ist, bei hinreichend hoher Temperatur Tsehr gut. Bei hohen Dichten oder tiefen Temperaturen wird jedoch in realen Gaseneine Erscheinung beobachtet, die das Modell des idealen Gases nicht beschreibenkann: die Kondensation aus dem gasf�ormigen in den �ussigen Zustand. Die Werteder Dichten oder Temperaturen, bei denen Kondensation eintritt, k�onnen sehr un-terschiedlich und sogar um Gr�o�enordnungen verschieden sein. Sie h�angen von denmikroskopischen Parametern des jeweiligen Gases ab. Wir werden in diesem Kapitelein sehr einfaches Modell f�ur die Kondensation realer Gase kennenlernen, n�amlichdas van der Waals{Modell. Die mikroskopischen Grundlagen dieses Modells werdenwir sp�ater im statistischen Teil der Thermodynamik verstehen.Die Kondensation vom gasf�ormigen in den �ussigen Zustand ist ein sogenannterPhasen�ubergang 1. Ordnung. Das van der Waals{Modell zeigt au�erdem einen Pha-sen�ubergang 2. Ordnung, f�ur den ein bestimmtes Verhalten in der Umgebung eineskritischen Punktes typisch ist. Wir werden dieses Verhalten, soweit es im Rahmeneiner ph�anomenologischen Theorie verst�andlich ist, ebenfalls in diesem Kapitel be-schreiben.8.1 Das van der Waals{ModellDas Modell des idealen Gases stellt die Entwicklung der Thermodynamik in nied-rigster nichtverschwindender Ordnung f�ur unendliche Verd�unnung c := N=V ! 0159



160 8. REALE GASE UND PHASEN�UBERG�ANGEdar. Wie wir bereits am Ende des Abschnitts 7.1 �uberlegt hatten, entspricht dieserGrenzfall dem Verhalten unabh�angiger Teilchen ohne jede Wechselwirkung. Das vander Waals{Modell f�ur reale Gase macht nun sehr grobe Annahmen �uber eine Wech-selwirkung zwischen den Teilchen, die bei zunehmender Dichte, d.h., abnehmendenmittleren Abst�anden zwischen den Teilchen des Gases das thermodynamische Ver-halten des Systems immer mehr mitbestimmen wird. Auch die Kondensation ausdem gasf�ormigen in den �ussigen Zustand beruht auf Wechselwirkungen zwischenden Teilchen, denn im �ussigen Zustand gibt es o�enbar eine Art von Bindung zwi-schen den Teilchen, die allerdings nicht etwa eine chemische Bindung ist.Es gibt im allgemeinen sowohl absto�ende wie anziehende Wechselwirkungen zwi-schen den Teilchen eines thermodynamischen Systems. Eine absto�ende Wechsel-wirkung kommt dadurch zustande, da� bei sehr hohen Dichten das Eigenvolumender Teilchen physikalisch wirksam wird. Im idealen Gas mit seiner sehr starkenVerd�unnung spielte das Eigenvolumen der Teilchen keine Rolle; die Teilchen warendort ebenso gut als Punktteilchen denkbar. Das Eigenvolumen der Teilchen realerGase macht sich dadurch bemerkbar, da� das Gas nicht beliebig kompressibel ist.Wenn deren mittlerer Abstand ungef�ahr gleich dem doppelten Teilchenradius wird,erwarten wir, da� die Teilchen sich als gegenseitig undurchdringlich erweisen, weilsich schlie�lich ihre Elektronenh�ullen ber�uhren w�urden, was zu einer sehr starkenelektrostatischen Absto�ung Anla� gibt. Das van der Waals{Modell ber�ucksichtigtdas Eigenvolumen der Teilchen, indem es das Volumen pro Teilchen v = V=N umdas Eigenvolumen b reduziert. Aus der Zustandsgleichung p v = T des idealen Gaseswird dann p (v � b) = T: (8.1)Bei etwa kugelf�ormigen Teilchen ist b = 4 � r30=3, worin r0 Teilchenradius ist.Anziehende Wechselwirkungen zwischen elektrisch neutralen Teilchen k�onnen aufverschiedenste Weisen zustandekommen, z.B. dadurch, da� die Teilchen feste, sta-tische elektrische Dipolmomente tragen wie etwa Wassermolek�ule. Aber auch zwi-schen rotationssymetrischen Teilchen, die nicht polar sind, kommt es zu einer anzie-henden Wechselwirkung, indem Quantenuktuation in den elektronischen Struk-turen zweier eng benachbarter Teilchen zu Dipolmomenten f�uhren, die sich ge-genseitig anziehen. Dieser Typ einer anziehenden Wechselwirkung hei�t van derWaals{Wechselwirkung. Die Dipole aufgrund der Quantenuktuationen sind abernicht etwa statisch; im quantentheoretischen Erwartungswert erscheinen die einzel-nen Teilchen nach wie vor rotationssymmetrisch, also nicht polar. In der Quanten-theorie zeigt man die van der Waals{Wechselwirkung, indem man nachweist, da�die Grundzustandsenergie zweier benachbarter Teilchen aufgrund der Coulomb{Wechselwirkung zwischen Kernen und Elektronen gegen�uber der Kon�guration



8. REALE GASE UND PHASEN�UBERG�ANGE 161r�aumlich getrennter Teilchen abgesenkt ist. Die einfachsten Versionen dieser Theoriezeigen ein Abstandsverhalten � 1=r6 f�ur die anziehende Wechselwirkung, wo r derAbstand zwischen den Kernen der Teilchen ist.Das van der Waals{Modell ber�ucksichtigt die anziehende Wechselwirkung zwischenTeilchen nur sehr grob, so da� deren typische Einzelheiten keine Rolle spielen. Aufjedes Teilchen Nr. i wirkt eine anziehende KraftF i =Xj 6=iF ij;worin F ij die Wechselwirkungskraft zwischen den Teilchen Nr. i und j ist. Die An-zahl der Summanden, f�ur die F ij 6= 0 ist, erwarten wir als proportional zur Dichtec = N=V des Systems. Der Druck der Teilchen auf eine Wand�ache des Systemsentsteht durch den Aufprall der Teilchen auf die Wand und die damit verbunde-ne Impulsumkehr. Dieser Druck ist nun gegen�uber dem Fall wechselwirkungsfreierTeilchen in einem idealen Gas reduziert, weil die Teilchen an der Wand eine einsei-tige Anziehung nach innen erfahren. Die gesamte Druckreduktion �p erhalten wirdurch Summation �uber die Anziehungskr�afte der Teilchen i 2 W an der Wand proWand�ache A: �p = 1A �����Xi2W F i����� = 1A ������Xi2WXj F ij������ : (8.2)Auch die Anzahl der Summanden in der i 2 W � �Summe pro Wand�ache Aerwarten wir proportional zur Dichte des Systems, insgesamt also �p � (N=V )2 =1=v2, worin v wieder das Volumen pro Teilchen ist. Wir schreiben �p = a=v2. Umdiese Druckdi�erenz ist der Druck p aus der Zustandsgleichung (8.1) zu reduzieren.Wir erhalten also p = Tv � b ! Tv � b � av2 (8.3)oder �p+ av2� (v � b) = T: (8.4)Dieses ist die Zustandsgleichung, die das van der Waals{Modell f�ur reale Gase cha-rakterisiert, und wird auch einfach als van der Waals{Zustandsgleichung bezeichnet.



162 8. REALE GASE UND PHASEN�UBERG�ANGE8.2 Kondensation, Phasen�ubergang und Max-well{Konstruktion8.2.1 KondensationIn der Abbildung 8.1 zeigen wir einige Isothermen des van der Waals{Modells, d.h.,einige Kurven, die den Druck p(T; v) = Tv � b � av2 (8.5)als Funktion des Teilchenvolumens (oder des Molvolumens) v jeweils f�ur konstan-te Temperatur T angeben, und zwar f�ur verschiedene Werte der Temperatur alsKurvenparameter.

0

Druck p

Volumen v
T

Abbildung 8.1: Formale Isothermen des van der Waals{Modells mit steigender Tem-peratur in Pfeilrichtung.F�ur hinreichend tiefe Temperaturen kann der aus (8.5) berechnete Druck negativwerden. Dieses unphysikalische Ergebnis schlie�en wir aus, indem wir das Modellnur f�ur entsprechend hohe Temperaturen verwenden. Aber auch f�ur p > 0 zeigt dieZustandsgleichung (8.5) Bereiche, in denen



8. REALE GASE UND PHASEN�UBERG�ANGE 163 @p@v!T = � T(v � b)2 + 2 av3 (8.6)positiv werden kann. Dort w�are dann die isotherme Kompressibilit�at�T = �1v  @v@p!Tnegativ, also das System mechanisch instabil. Solche Bereiche treten in realen Ga-sen nicht auf. Dort beobachtet man jedoch Kondensation, d.h., einen �Ubergang vonder gasf�ormigen in die �ussige Phase, und umgekehrt. Diese Kondensation erfolgtals Funktion des Volumens v isotherm ( T =const) bei einem konstantem DruckpD(T ), der von der jeweiligen Temperatur abh�angt. Zur Beschreibung der isother-men Kondensation erscheint es also naheliegend, die formalen Isothermen des vander Waals{Modells in der Abbildung 8.1 durch p = pD im Volumenbereich der Kon-densation abzu�andern, wie es in der Abbildung 8.2 gezeigt ist. Der Wert p = pDschneidet die formale Isotherme in drei Punkten v1 < v2 < v3. In v > v3 ist dasSystem gasf�ormig, in v < v1 �ussig. In v1 � v � v3, dem sogenannten Koexistenzge-biet, �ndet Kondensation bei p = pD statt. Der Verlauf der formalen Isotherme desvan der Waals{Modells wird in diesem Bereich als unphysikalisch verworfen.Im Koexistenzgebiet v1 � v � v3 ist das Volumen v additiv aus den Voluminader koexistierenden Phasen Gas und Fl�ussigkeit zusammengesetzt: v = vg + vfl.Da v = v3 reines Gas und v = v1 reine Fl�ussigkeit bedeutet, bestimmen sich dieVolumenanteile von Gas und Fl�ussigkeit ausvg = � v3; vfl = (1� �) v1; 0 � � � 1; (8.7)so da� � = 1 reines Gas und � = 0 reine Fl�ussigkeit bedeuten. Daraus und ausv = vg + vfl folgt die sogenannte Hebel{Regel:vg = v � v1v3 � v1 v3; vfl = v3 � vv3 � v1 v1: (8.8)v1; v3 sind also die Volumina pro Teilchen (oder Molvolumina) der �ussigen bzw.gasf�ormigen Phase an den Grenzen des Koexistenzgebietes zur Temperatur T derbetrachteten Isothermen.F�ur hinreichend hohe Temperaturen (T ! 1) und hinreichend gro�e Verd�unnung(v !1) geht die van der Waals{Zustandsgleichung in die des idealen Gases �uber:p = Tv � b � av2 ! Tv � b ! Tv : (8.9)
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pD(T )Druck p

Volumen vv1 v2 v3Abbildung 8.2: Isotherme eines realen Gases mit Kondensation im Bereich v1 � v �v3 bei konstantem Druck p = pD.8.2.2 Maxwell{KonstruktionWir wollen jetzt den Druck pD = pD(T ) bestimmen, bei dem zu gegebener und kon-stanter Temperatur T der Phasen�ubergang zwischen �ussig und gasf�ormig erfolgt.Dazu diskutieren wir das chemische Potential � des van der Waals{Modells. Aus derGibbs{Duhem{Relation im Abschnitt 2.7,S dT � V dp+N d� = 0;folgt f�ur T =const d� = v dp und somit�(T; p) = �(T; pa) + Z ppa dp0 v(T; p0): (8.10)Hier ist pa ein beliebiger Referenzwert des Druckes, bei dem wir die Integrationbeginnen. Das Problem der Integration besteht darin, da� v(T; p) als Funktion desDrucks (bei T =const) im van der Waals{Modell (zun�achst ohne Abschneidungdurch pD) in einigen Bereichen mehrdeutig ist. Wir wollen die Integration in (8.10)



8. REALE GASE UND PHASEN�UBERG�ANGE 165nun so durchf�uhren, da� wir bei einem pa im Gasbereich beginnen und dann derformalen van der Waals{Isotherme folgen. Dazu k�onnen wir uns die Isotherme durcheinen Kurvenparameter s beschrieben denken, z.B. durch die Bogenl�ange, so da�Z ppa dp0 v(p0) = Z ssa ds0 dp(s0)ds0 v(s0):(Da die Temperatur T bei den folgenden �Uberlegungen weiterhin konstant gehaltenwird, schreiben wir zur Vereinfachung v(p) statt v(T; p)). Als Kurvenparameter sk�onnen wir auch das Volumen v verwenden:�(T; p) = �(T; pa) + Z vva dv0 dp(v0)dv0 v0: (8.11)In dieser Gleichung h�angen p und v �uber die van der Waals{Zustandsgleichungp = p(v) (ausf�uhrlich p = p(T; v)) zusammen. Durch partielle Integration und an-schlie�ende elementare Integrationen erhalten wirZ vva dv0 dp(v0)dv0 v0 = [p(v0) v0]vva � Z vva dv0 p(v0)= p(v) v � p(va) va � Z vva dv0 Tv0 � b + Z vva dv0 av02= p(v) v � p(va) va � T ln v � bva � b � a �1v � 1va� : (8.12)Dieses Ergebnis stellt zugleich einen Algorithmus zur Erstellung einer Kurve f�ur� = �(T; p) (bei T =const) dar. Wir geben einen Wert f�ur das Volumen v ein, be-rechnen den zugeh�origen Druck p = p(v) aus der van der Waals{Zustandsgleichung,das chemische Potential relativ zum Referenzwert �(T; pa) aus dem Ergebnis der In-tegration in (8.12) und stellen �(T; p) als Funktion des Drucks p dar. Das Ergebnisist in der Abbildung 8.3 gezeigt. Der obere Teil der Abbildung zeigt die mehrdeutigeUmkehrung v = v(p) der van der Waals{Isothermen, der untere Teil das ebenfallsmehrdeutige chemische Potential. Bei der Integration von a nach c nimmt � alsFunktion von p zu. Im Punkt c kehrt der Druck um, so da� � dort eine Spitze hatund unter Abnahme zur�uckl�auft. Die Abnahme von � ist hier aber schw�acher als dieZunahme auf dem Ast von a nach c, weil der Integrand v auf dem Ast von a nachc gr�o�er ist als auf dem Ast von c nach e. Im Punkt e kehrt der Druck nochmalsum, so da� � dort wieder eine Spitze hat und jetzt unter Zunahme zur�uckl�auft.Wiederum ist die letztere Zunahme schw�acher als die Abnahme auf dem Ast von c



166 8. REALE GASE UND PHASEN�UBERG�ANGEnach e. Das bedeutet, da� die Kurve f�ur � sich selbst schneiden mu�. Dies geschiehtin den Punkten b und f, also Z ba dp v(p) = Z fa dp v(p)oder auch Z fb dp v(p) = Z db dp v(p) + Z fd dp v(p) = 0: (8.13)Volumen v
Chem. Potential �

Druck pe
e

a

a

b,fd fd b c
c

Abbildung 8.3: Integration der Funktion v(p) (oben) zur Berechnung des mehrdeu-tigen chemischen Potentials � (unten).Unter Beachtung der Vorzeichen der Integrationsdi�erentiale dp erkennen wir ausdieser Beziehung, da� die Linie b-d-f aus der Funktion v(p) im oberen Teil der Ab-bildung 8.3 zwei gleich gro�e Fl�achen b-c-d und d-e-f ausschneidet. Diese sogenannteMaxwell{Konstruktion hat nun eine unmittelbare thermodynamische Bedeutung f�urdie Stabilit�at des Systems, die bei gegebenen Werten der Variablen T; p;N durchG = N �(T; p) =Minimum bestimmt ist. DaN =const, reduziert sich die Stabilit�ats-bedingung auf �(T; p) =Minimum. Das bedeutet, da� im Bereich b-c-d-e-f, wo dasdurch formale Integration gewonnene � mehrdeutig ist, immer nur der Zustand mitdem jeweils tiefsten �{Wert stabil ist. F�ur das Volumen v = v(p) als Funktion desDruckes p besagt das, da� v(p) am Punkt b auf den Wert am Punkt f unstetig springt



8. REALE GASE UND PHASEN�UBERG�ANGE 167bzw. umgekehrt. Der Druckwert des Sprungs, also der Wert von pD, vgl. Abbildung8.2, ist durch die Maxwell{Konstruktion gleicher Fl�achen der abgeschnittenen vander Waals{Isotherme bestimmt.Der unstetige Sprung der extensiven Variablen Volumen bzw. Volumen pro Teilchen(oder pro Mol) v, die als erste Ableitung des Potentials G(T; p;N) bzw. �(T; p)darstellbar ist, v =  @�@p!T = 1N  @G@p !T;N ;f�uhrt zu der Bezeichnung Phasen�ubergang 1. Ordnung. Eine andere, heute �ublichereBezeichnungsweise ist diskontinuierlicher Phasen�ubergang. In einem sp�ateren Ab-schnitt dieses Kapitels werden wir auch einen Phasen�ubergang 2. Ordnung bzw.einen kontinuierlichen Phasen�ubergang kennenlernen.8.3 2{Phasen{Beschreibung, Gibbssche Phasen-regelEine andere, physikalisch �aquivalente Beschreibung der Kondensation, die der Be-gri�sbildung Phasen�ubergang noch besser entspricht, interpretiert Gas (gekennzeich-net durch den Index g) und Fl�ussigkeit (Index fl) als zwei Phasen derselben Kom-ponente, z.B. Wasser H2O oder CO2. Es seien Ng und Nfl die Teilchenzahlen (oderMolzahlen) der Komponente in den beiden Phasen, so da�Ng +Nfl = N (8.14)die gesamte Teilchenzahl der Komponente ist. F�ur die freie Enthalpie gilt dannentsprechend G = Ng �g +Nfl �fl (8.15)mit den chemischen Potentialen �g; �fl der Gas{ bzw. Fl�ussigkeitsphase. Das Sy-stem ist bei gegebenen Werten von T; p;N thermodynamisch stabil, wenn G =Minbez�uglich der Aufteilung der Komponente in ihre beiden Phasen. Daraus folgt not-wendigerweise �G = 0:



168 8. REALE GASE UND PHASEN�UBERG�ANGE�G = �g(T; p) �Ng + �fl(T; p) �Nfl = 0; (8.16)bzw., weil �Ng + �Nfl = �N = 0, vgl. (8.14),�G = (�g � �fl) �Ng = 0; (8.17)also �g = �fl. In dem thermodynamischen Bereich, in dem die beiden Phasen ko-existieren k�onnen sollen, m�ussen ihre chemischen Potentiale �ubereinstimmen. DiesesErgebnis entspricht der Maxwell{Konstruktion im vorhergehenden Abschnitt. Ausdieser Konstruktion haben wir dort auch den Koexistenzdruck pD gra�sch bzw.numerisch bestimmt. Diese Bestimmung wollen wir jetzt auch analytisch nachvoll-ziehen. Unser Ausgangspunkt ist �g(T; pD) = �fl(T; pD). Diese Identit�at l�a�t sichso lesen, da� aus ihr bei Vorgabe der Temperatur T der Koexistenzdruck pD alsFunktion von T bestimmbar ist: pD = pD(T ). Bei einer di�erentiellen �Anderung dTund dpD gilt dann auch d�g(T; pD) = d�fl(T; pD) (8.18)worin wir d�g(T; pD) und d�fl(T; pD) durch die Gibbs{Duhem{Relation pro Teilchender Phasen g und fl ausdr�ucken:d�g = �sg dT + vg dpD; d�fl = �sfl dT + vfl dpD: (8.19)sg und sfl sind die Entropien pro Teilchen in den Phasen g und fl, vg und vfl dieVolumina pro Teilchen. Einsetzen von (8.19) in (8.18) f�uhrt aufdpDdT = sg � sflvg � vfl : (8.20)Wir denken uns nun den �Ubergang fl! g quasistatisch und isotherm durchgef�uhrt:sg � sfl = Z flg ds = Z flg dqT = 1T Z flg dq = T̀ : (8.21)Hier ist ` die W�arme, die dem System bei einem isothermen und quasistatischen�Ubergang g ! fl pro Teilchen (oder pro Mol) zugef�uhrt werden mu�, auch latenteW�arme oder Verdampfungsw�arme genannt. Entsprechend hei�t der Koexistenzdruck



8. REALE GASE UND PHASEN�UBERG�ANGE 169pD auch der Dampfdruck, d.h., der Druck des Gases �uber seiner �ussigen Phase.Einsetzen von (8.21) in (8.20) f�uhrt auf die Clausius{Clapeyron{Gleichung:dpDdT = `T (vg � vfl) : (8.22)Unter der Annahme, da� vfl � vg und da� das Gas n�aherungsweise als idealesGas beschreibbar ist, also vg � T=pD, l�a�t sich die Clausius{Clapeyron{Gleichungintegrieren: dpDdT = ` pDT 2 ;dpDpD = ` dTT 2 ;ln pDp0 = � T̀ ;pD(T ) = p0 exp � T̀ !: (8.23)Hier ist p0 eine Integrationskonstante, die durch den Wert des Dampfdrucks bei einerspeziellen Temperatur T festzulegen ist.Die Koexistenz von verschiedenen Phasen derselben Komponente l�a�t sich auf denallgemeinen Fall von k = 1; 2; : : : ; K Komponenten erweitern, von denen jede inden Phasen � = 1; 2; : : : ;� existieren k�onnen soll. Die Gesamtheit der intensiventhermodynamischen Variablen dieses Systems sei gegeben durch T; p; xk;�, wobeixk;� den Molenbruch der Komponente k in der Phase � bedeuten soll. Die Anzahldieser intensiven Variablen betr�agt o�ensichtlich K � + 2. Sie sind allerdings nichtunabh�angig. Zun�achst gilt, da� die Summe der Molenbr�uche in jeder Phase wiederden Wert 1 ergeben mu�:Xk xk;� = 1; � = 1; 2; : : : ;�: (8.24)Das sind insgesamt � Bedingungen. Ferner mu� jede Komponente k mit sich selbstin s�amtlichen Phasen im Gleichgewicht stehen, also:�k;1 = �k;2 = : : : = �k;�; k = 1; 2; : : : ; K: (8.25)



170 8. REALE GASE UND PHASEN�UBERG�ANGEDas sind K (�� 1) Bedingungen. Insgesamt besitzt das System demnachf = K � + 2� ��K (�� 1) = K + 2� � (8.26)unabh�angige intensive Variablen oder Freiheitsgrade. Dieses ist die Gibbssche Pha-senregel. F�ur unseren obigen Fall einer Komponente (K = 1) in zwei Phasen (� = 2),z.B. gasf�ormig und �ussig, ergibt die Gibbssche Phasenregel f = 1+ 2� 2 = 1, alsoz.B. die Temperatur T , mit der ja auch der Dampfdruck pD bereits festgelegt ist. Zudiesen f unabh�angigen intensiven Variablen tritt noch eine extensive Variable, z.B.das Gesamtvolumen V oder die gesamte Teilchenzahl N hinzu, damit das Systemthermodynamisch vollst�andig beschrieben ist.8.4 Der kritische PunktUnsere �Uberlegungen im Abschnitt 8.2 haben gezeigt, da� die Existenz zweier re-lativer Extrema der Funktion p = p(v) (bei T =const), n�amlich eines Minimumsund eines Maximums, notwendig f�ur die Beschreibung von Kondensation durch eineMaxwell{Konstruktion war. F�ur sehr hohe Temperaturen, T !1, geht die van derWaals{Zustandsgleichung aber in die monotone Funktion p = T=(v � b) �uber, diekein Extremum besitzt. Es gibt also eine kritische Temperatur Tc, oberhalb dererkeine Kondensation mehr auftritt. F�ur T < Tc erwarten wir zwei relative Extremain p = p(v), f�ur T > Tc eine monotone Funktion p = p(v). Also mu� es f�ur T = Tceinen kritischen Punkt bei einem v = vc, an dem p = p(v) einen Wendepunkt besitzt:(@2p=@v2)c = 0. Im van der Waals{Modell istp = Tv � b � av2 ; (8.27) @p@v!T = � T(v � b)2 + 2 av3 ; (8.28) @2p@v2!T = 2T(v � b)3 � 6 av4 : (8.29)Der kritische Punkt ist dann dadurch de�niert, da� bei T = Tcpc = Tcvc � b � av2c ; (8.30)



8. REALE GASE UND PHASEN�UBERG�ANGE 171 @p@v!Tc = � Tc(vc � b)2 + 2 av3c = 0; (8.31) @2p@v2!Tc = 2Tc(vc � b)3 � 6 av4c = 0: (8.32)Durch Elimination von Tc aus den beiden Gleichungen (8.31) und (8.32) folgtzun�achst vc = 3 b; (8.33)daraus durch Einsetzen in (8.31) Tc = 827 ab ; (8.34)und daraus weiter durch Einsetzen in (8.30)pc = 127 ab2 : (8.35)Aus vc; Tc; pc k�onnen wir eine dimensionslose Kombination bilden, die auch Realgas-faktor genannt wird: Tcpc vc = 83 : (8.36)Das van der Waals{Modell macht also eine Vorhersage �uber die experimentell be-stimmbaren Gr�o�en Tc; pc; vc. Der Vergleich mit den bei realen Gasen tats�achlichgemessenen Werten des Realgasfaktors f�uhrt dann zu einem Kriterium f�ur die An-wendbarkeit des Modells. Die gemessenen Werte liegen in der Gr�o�enordnung vonTc=(pc vc) � 3:7 im Vergleich zum Modellwert von 8=3 � 2:7. Das van der Waals{Modell kann also nur als ein qualitatives Modell f�ur reale Gase dienen.Man kann die kritischen Werte Tc; pc; vc benutzen, um die van der Waals{Zustands-gleichung in eine skalierte Form zu �uberf�uhren. Dazu stellen wir y := p=pc als Funk-tion von x := v=vc mit dem Parameter t := T=Tc dar. Das Ergebnis der einfachenUmformung lautet:



172 8. REALE GASE UND PHASEN�UBERG�ANGEy = 8 t3 x� 1 � 3x2 ; x := vvc ; y := ppc ; t := TTc : (8.37)Die Abbildung 8.4 zeigt nochmals drei Isothermen mit dem durch die Maxwell{Konstruktion ersetzten Dampfdruck im Koexistenzgebiet, und zwar f�ur die skalier-ten Temperaturen t = T=Tc = 0:9; 0:94; 0:98. Abszisse und Ordinate sind ebenfallsskaliert als x = v=vc bzw. y = p=pc aufgetragen. Die y{Skala wurde bei y = 0:3abgeschnitten, weil das van der Waals{Modell nicht f�ur Temperaturen sehr weitunterhalb von Tc gilt. Au�erdem ist in der Abbildung 8.4 mit gestrichelten Lini-en das Koexistenzgebiet abgegrenzt. Innerhalb dieses Koexistenzgebietes verlaufens�amtliche Isothermen mit konstantem Druck.
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Volumen x = v=vcAbbildung 8.4: Isothermen des van der Waals{Modells zu den Temperaturen t =T=Tc = 0:9; 0:94; 0:98 und Abgrenzung des Koexistenzgebietes.
8.5 Kontinuierlicher Phasen�ubergangIm Abschnitt 8.2 hatten wir den �Ubergang aus der gasf�ormigen in die �ussige Phaseals Funktion des Druckes p als diskontinuierlichen Phasen�ubergang bezeichnet, weildas Volumen v = v(p) als Funktion von p (bei T =const) f�ur p = pD, also beimDampfdruck, einen unstetigen Sprung vom Wert vg zum Wert vfl oder umgekehrtmacht. Die alternative Bezeichnung Phasen�ubergang 1. Ordnung r�uhrt daher, da�die unstetige Variable v als erste Ableitung eines Potentials, n�amlich der freien Ent-halpie G(T; p;N), nach einer intensiven Variablen, n�amlich dem Druck p darstellbar



8. REALE GASE UND PHASEN�UBERG�ANGE 173ist. Das van der Waals{Modell enth�alt noch einen weiteren, n�amlich einen kontinu-ierlichen Phasen�ubergang oder auch Phasen�ubergang 2. Ordnung. Dazu betrachtenwir die Di�erenz �v = vg � vfl der Volumina pro Teilchen (oder pro Mol) alsFunktion der Temperatur T . Oberhalb der kritischen Temperatur, T > Tc, tritt keinPhasenunterschied zwischen gasf�ormig und �ussig auf, so da� hier konsequenterweise�v = 0 zu setzen ist. Unterhalb der kritischen Temperatur, T < Tc, tritt ein �v > 0auf, und zwar wachsend mit abnehmender Temperatur. Dieses Verhalten entneh-men wir qualitativ der Abbildung 8.4: das Koexistenzgebiet wird mit abnehmenderTemperatur breiter. Bei T = Tc ist �v = 0. Die Funktion �v(T ) verschwindetalso in T � Tc und verh�alt sich monoton abnehmend in T < Tc. Wir wollen nunden �Ubergang von T � Tc zu T < Tc in der N�ahe der kritischen Temperatur Tcuntersuchen.F�ur unsere folgende Rechnung benutzen wir die auf den kritischen Punkt skalierteZustandsgleichung y = y(x; t) aus (8.37), so da� �v = vg � vfl durch �x = x3 � x1zu ersetzen ist, worin x3 und x1 die gr�o�te und die kleinste der drei L�osungen vony(x�; t) = yD sind. Wir entwickeln y = y(x; t) in (8.37) nach x am kritischen Punktx = 1. Dazu berechnen wir (mit y0(x; t) f�ur die partielle Ableitung nach x usw.)y(x; t) = 8 t3 x� 1 � 3x2 ; y(1; t) = 4 t� 3;y0(x; t) = � 24 t(3 x� 1)2 + 6x3 ; y0(1; t) = 6 (1� t);y00(x; t) = 144 t(3 x� 1)3 � 18x4 ; y00(1; t) = �18 (1� t);y000(x; t) = � 1296 t(3 x� 1)4 + 72x5 ; y000(1; t) = �81 t+ 72:Die Entwicklung bis zur 3. Ordnung lautet alsoy(x; t) = 1�4 (1�t)+6 (1�t) (x�1)�9 (1�t) (x�1)2�27 t� 242 (x�1)3+: : : (8.38)Wir verallgemeinern diese Entwicklung mit der Schreibweisey(x; t) = 1� � (1� t) + a (1� t) (x� 1) + b (1� t) (x� 1)2� c (x� 1)3+ : : : (8.39)



174 8. REALE GASE UND PHASEN�UBERG�ANGEEs mu� � > 0 sein, weil der Druck mit abnehmendem t = T=Tc abnimmt. Wei-terhin mu� der Koe�zient des Terms 3. Ordnung negativ sein, also hier c > 0,weil der Druck y als Funktion des Volumens x au�erhalb des Koexistenzgebietesmit wachsendem x abnimmt und umgekehrt. In der Entwicklung (8.38) des van derWaals{Modells k�onnen wir c = (27 t � 24)=2 f�ur t = 1 auswerten, also c = 3=2,weil sich dieser Koe�zient im Gegensatz zu denen der 1. und 2. Ordnung unkritischverh�alt, also bei t = 1 nicht verschwindet. Der Koe�zient a (1� t) der 1. Ordnungmu� f�ur t < 1 positiv sein, also a > 0, damit dort zwei relative Extrema auftreten.Der Koe�zient 2. Ordnung mu� bei t = 1 lediglich verschwinden, sein Vorzeichenwird sich sogleich als unwesentlich herausstellen.Im n�achsten Schritt formulieren wir die Maxwell{Konstruktion:Z x3x1 dx y(x; t) = yD (x3 � x1): (8.40)Wir setzen die Entwicklung (8.39) ein und �nden mit der Substitution x = 1 + �[1� � (1� t)] (�3��1)+ a2 (�23��21)+ b3 (�33��31)� c4 (�43��41) = yD (�3��1); (8.41)woraus nach Division durch �3 � �1 = x3 � x2 6= 0 f�ur den skalierten DampfdruckyD = 1� � (1� t) + a2 (1� t) (�3 + �1) + : : : (8.42)folgt. Bei der Berechnung der x� = 1+ �� aus y(x�; t) = yD ber�ucksichtigen wir nuryD = 1 � � (1 � t). Wir m�ussen uns sp�ater �uberzeugen, da� die Beschr�ankung aufdiese Ordnung konsistent ist. Einsetzen von (8.39) in y(x�; t) = yD f�uhrt dann aufa (1� t) �� + b (1� t) �2� � c �3� = 0; (8.43)woraus zun�achst die L�osung �� = 0 folgt, die wir sogleich als die mittlere L�osung �2 =0 bzw. x2 = 1 erkennen werden. Nach Division durch �� 6= 0 bleibt die quadratischeGleichung a (1� t) + b (1� t) �� � c �2� = 0; (8.44)



8. REALE GASE UND PHASEN�UBERG�ANGE 175mit den L�osungen �� = b2 c (1� t)�vuutac (1� t) + " b2 c (1� t)#2: (8.45)In niedrigster Ordnung in 1� t k�onnen wir uns darin auf�� = �rac (1� t) (8.46)beschr�anken. Diese beiden L�osungen sind die kleinste und gr�o�te L�osung �1 bzw.�3, weil sie o�ensichtlich �2 = 0 einschlie�en. Damit ist auch die Beschr�ankungauf yD = 1 � � (1 � t) in (8.42) gerechtfertigt, denn die fortgelassenen Terme sindh�ochstens von der Ordnung (1� t) �� � (1� t)3=2 oder kleiner.F�ur den Ordnungsparameter �x = x3 � x1 = �3 � �1 erhalten wir schlie�lich�x = 2rac (1� t) � �1� TTc�1=2 : (8.47)F�ur das van der Waals{Modell mit a = 6 und c = 3=2 wird �x = 4p1� t.Das Ergebnis (8.47) ist typisch f�ur einen kontinuierlichen Phasen�ubergang: oberhalbder kritischen Temperatur Tc verschwindet �x, der sogenannte Ordnungsparameter,unterhalb von Tc ist �x proportional zu einer Potenz � des skalierten Abstands (Tc�T )=Tc = 1� t von der kritischen Temperatur, des sogenannten Kontrollparameters:�x � �1� TTc�� : (8.48)� wird der kritische Exponent des Ordnungsparameters genannt. In unserer Theo-rie, die sich auf die van der Waals{Zustandsgleichung st�utzte, haben wir � = 1=2gefunden. Das ist ein typisches Ergebnis sogenannter Molekularfeldtheorien, auch imdeutschen Sprachgebrauch oftmean �eld Theorien genannt. Solche Theorien ber�uck-sichtigen nur das mittlere Verhalten der wechselwirkenden Teilchen, das gerade durchdie van der Waals{Zustandsgleichung beschrieben wird. Konsequente Theorien kriti-scher Punkte m�ussen auch die thermischen Fluktuationen einschlie�en. Im Abschnitt1.1 haben wir zwar argumentiert, da� diese Fluktuationen relativ zum Mittelwert



176 8. REALE GASE UND PHASEN�UBERG�ANGEim allgemeinen nur von der Ordnung N�1=2 sind, worin N die Teilchenzahl des Sy-stems ist, doch tri�t dieses Verhalten gerade nicht f�ur den kritischen Bereich zu;dort k�onnen die Fluktuationen sehr gro� werden. Wir werden auf die Fluktuationensp�ater im Zusammenhang mit der statistischen Theorie zur�uckkommen. Theoriendes kritischen Punktes unter Einschlu� der Fluktuationen der thermodynamischenVariablen ergeben Abweichungen von � = 1=2. Es zeigt sich aber, da� sich der kriti-sche Exponent universell verh�alt: der Wert von � h�angt nur von der Raumdimensiondes Systems ab, evtl. noch von der Spindimension, falls eine Spinvariable beteiligtist, sowie von der Reichweite der Wechselwirkung.Der Ordnungsparameter verh�alt sich als Funktion der Temperatur am kritischenPunkt T = Tc stetig bzw. kontinuierlich, jedoch mit einer singul�aren Ableitungd�x=dT : diese springt von dem Wert �1 bei T = Tc�0 auf den Wert 0 bei T > Tc.Da die Volumendi�erenz �x = (vg � vg)=vc als Ableitung der freien Enthalpie Gnach dem Druck p dargestellt werden kann, ist es hier die gemischte zweite Ableitungvon G nach p und T , die am kritischen Punkt springt. Von dieser Betrachtungsweiser�uhrt die Bezeichnung Phasen�ubergang 2. Ordnung her.



Kapitel 9
Magnetische Systeme und dasLandau{Modell
Im vorangegangenen Kapitel 8 haben wir gezeigt, da� der �Ubergang vom Modelldes idealen Gases zum van der Waals{Modell des realen Gases durch die Ber�uck-sichtigung von Wechselwirkungen zwischen den Teilchen zu diskontinuierlichen undkontinuierlichen Phasen�uberg�angen f�uhren kann. Da� Wechselwirkungen zwischenden mikroskopischen Freiheitsgraden zu Phasen�uberg�angen f�uhren k�onnen, ist einsehr allgemeines Ph�anomen in der Thermodynamik. Wir werden es in diesem Ka-pitel in magnetischen Systemen wieder�nden. Man bezeichnet solche Ph�anomeneauch als kooperativ. Kooperative Ph�anomene zeichnen sich weiter dadurch aus, da�ihr Verhalten am kritischen Punkt weitgehend universell ist, also unabh�angig vondem speziellen Typ des physikalischen Systems. Wir werden eine solche Universalit�atin diesem Kapitel im Vergleich zwischen kooperativen magnetischen Systemen unddem realen Gas aus dem Kapitel 8 �nden. Das universelle Verhalten am kritischenPunkt ist das Motiv zur Formulierung eines universellen Modells, des sogenanntenLandau{Modells.9.1 Paramagnetismus9.1.1 Paramagnetische ZustandsgleichungWir betrachten zun�achst ein thermodynamisches System unabh�angiger, d.h., nichtwechselwirkender magnetischer Momente. Die Momente k�onnen durch Spins oderdurch Bahnmomente von Elektronen in Atomen oder Molek�ulen oder auch von Ker-nen realisiert werden. Nicht wechselwirkend bedeutet hier, da� jedes der Momente177



178 9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELLsich unabh�angig von den �ubrigen Momenten in seiner Richtung einstellen kann. Wirwollen hier auch annehmen, da� die magnetischen Momente frei drehbar sind, d.h.,da� sie ohne Einwirkung eines �au�eren magnetischen Feldes keine energetisch be-vorzugte Richtung besitzen. Wenn jedoch ein �au�eres magnetisches Feld mit derFlu�dichte B0 = �0H vorhanden ist, dann besitzt ein magnetisches Moment mdort eine Energie E = �mB0; (9.1)wie aus der Elektrodynamik bekannt ist. Die Energie ist also minimal, wenn mdie Richtung von B0 einnimmt. In einem thermodynamischen System magnetischerMomente w�are die perfekte Ausrichtung aller Momente in B0{Richtung also einZustand minimaler Energie, allerdings auch minimaler Entropie, weil er ein Zustandperfekter Ordnung w�are und somit das statistische Gewicht W = 1 h�atte, vgl. Ab-schnitt 2.3. Bei endlichen Temperaturen wird das System einen Kompromi� zwischenminimaler Energie, d.h. Ausrichtung in B0{Richtung, und maximaler Entropie, d.h.maximale Unordnung derm{Richtungen, suchen. Wir erwarten, da� dabei eine mitt-lere, jedoch nicht perfekte Ausrichtung der magnetischen Momente in B0{Richtungzustandekommt, deren r�aumliche Dichte als die MagnetisierungM des Paramagne-ten de�niert wird. Wenn f�ur B0 = 0 keine Vorzugsrichtung f�ur die magnetischenMomente existiert, wird die MagnetisierungM parallel zu B0 sein und f�ur B0 = 0wird M = 0 sein. Eine Zunahme des Feldes B0 wird zu einer Zunahme der Ma-gnetisierung f�uhren, eine Zunahme der Temperatur T jedoch zu einer Schw�achungder Magnetisierung, weil die thermische Bewegung der Momente mit zunehmenderTemperatur anw�achst. Dieser Zusammenhang legt es nahe, die Magnetisierung alsmonotone Funktion von B0=T anzusetzen. Diese Variable wird dimensionslos, wennwir sie mit dem mikroskopischen magnetischen Moment m = jmj multiplizieren:� := mB0=T . Bei Verwendung der Kelvin{Skala f�ur die Temperatur T 0 m�u�ten wir� = mB0=(kB T 0) schreiben, wo kB die Boltzmann{Konstante ist. Unser Ansatz f�urdie Magnetisierung M in B0{Richtung lautet also M � �(�). Au�erdem erwartenwir � !1 : M ! N mV ; (9.2)worin N die Gesamtzahl der mikroskopischen Momente und V das Volumen desSystems sind. N m=V ist die S�attigungsmagnetisierung. Wir skalieren die Funktion�(�) nun so, da� �(�)! 1 f�ur � !1, so da�M = N mV �(�); � = mB0T : (9.3)



9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELL 179Dieses ist die paramagnetische Zustandsgleichung, die der Zustandsgleichung p V =N T des idealen Gases entspricht. WeilM = 0 f�ur B0 = 0, ist �(0) = 0. In der N�ahevon � = 0 wird �(�) in eine Potenzreihe nach � entwickelbar sein, so da� wir f�urhinreichend schwache Felder in niedrigster Ordnung �(�) � � erwarten. Wir werdensp�ater im statistischen Teil die Funktion �(�) f�ur verschiedene Systeme berechnen.F�ur klassische Momentem, die sich kontinuierlich relativ zurB0{Richtung einstellenk�onnen, werden wir �(�) = coth � � 1� = �3 +O(�3) (9.4)�nden, f�ur quantisierte Elektronenspins m = e �h=(2me) (e = Elementarladung,me =Elektronenmasse) �(�) = tanh � = � +O(�3): (9.5)Beide Funktionen �(�) in (9.4) und (9.5) erf�ullen o�ensichtlich �(�)! 1 f�ur � !1.Die magnetische Suszeptibilit�at�M =  @M@H !T = �0  @M@B0!T (9.6)ist im allgemeinen noch eine Funktion von B0 und T . Nur im Grenzfall schwacherFelder B0, wenn wir �(�) durch den Term � � approximieren k�onnen, wird �Munabh�angig vom Feld H bzw. B0. F�ur die beiden obigen Beispiele lautet �M dann�M = ( �0N m2=(3V T ) klassisch,�0N m2=(V T ) Elektronenspin. (9.7)In jedem Fall ist �M � 1=T : Curiesches Gesetz. Wir wollen aber betonen, da� dieVoraussetzung eines "hinreichend schwachen Feldes" � = mB0=T � 1 von derTemperatur abh�angt.9.1.2 Entropie und freie Energie des ParamagnetenAus der Kenntnis der Magnetisierung als Funktion von B0 und T k�onnen wir auchrecht weitgehende Aussagen �uber die Entropie des Paramagneten gewinnen. Wie



180 9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELLim Abschnitt 4.5 gezeigt, lautet die Fundamentalrelation f�ur die freie Energie ~F =~F (T;B0): d ~F = �S dT � V M dB0: (9.8)Daraus folgt eine Maxwell{Relation, die wir unter Verwendung von (9.3) auswerten: @S@B0!T = V  @M@T !B0 = �N m2B0T 2 �0 �mB0T � : (9.9)(�0(�) bedeutet die Ableitung nach �.) Daraus �nden wird durch Integration nachB0 bzw. mit der Substitution � = mB0=T die Entropie S = S(T;B0) als Funktionvon T;B0: S(T;B0) = S0(T )� N m2T 2 Z B00 dB00B00 �0  mB00T != S0(T )�N Z �0 d�0 �0�0(�0)= S0(T ) +N � �mB0T � (9.10)mit �(�) : = � Z �0 d�0 �0 �0(�0) = �� �(�) + �(�); (9.11)�(�) = Z �0 d��(�0); (9.12)durch eine partielle Integration, bzw. auch �0(�) = �(�).Da �(0) = 0, lesen wir aus (9.10) ab, da� S0(T ) die Entropie des Paramagnetenin Abwesenheit eines �au�eren Feldes, also f�ur B0 = 0 ist. S0(T ) enth�alt die thermi-sche Bewegung s�amtlicher Freiheitsgrade des Systems, bei denen die Orientierungender Momente nicht betro�en sind. Bei Inversion des Feldes, B0 ! �B0, kehrt imParamagneten auch die Magnetisierung ihre Richtung um: M ! �M . Folglich ist�(�) ungerade, �(��) = ��(�), vgl. auch (9.4) und (9.5), und �0(�) ist gerade.Dann folgt aus (9.11), da� auch �(�) gerade ist: �(��) = �(�). Der Feldanteil der



9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELL 181Entropie h�angt also nicht von der Richtung von B0 ab, was physikalisch unmittelbareinleuchtet. Ebenso physikalisch einleuchtend ist, da� �(�) < 0: durch das Einschal-ten des Feldes B0 wird die Ausrichtung der Momente und somit die Ordnung imParamagneten erh�oht, damit aber die Anzahl der repr�asentativen Mikrozust�andeund somit die Entropie erniedrigt, vgl. Abschnitt 2.1. Formal schlie�en wir �(�) < 0aus (9.11), wenn wir beachten, da� �0(�) > 0: eine Erh�ohung von B0 f�uhrt immerzu einer Zunahme der Magnetisierung M . Nat�urlich kann die Gesamtentropie S alsLogarithmus der Anzahl der repr�asentativen Mikrozust�ande niemals negativ werden.Daraus folgt ��(�) � S0=N . Diese Eigenschaft k�onnen wir hier nicht nachweisen,da S0(T ) hier lediglich als T{abh�angige Integrationskonstante auftritt.Wir berechnen die freie Energie ~F = ~F (T;B0), indem wir die Zustandsgleichung(9.3) sowie die Entropie aus (9.10) in die Fundamentalrelation (9.8) einsetzen. UnterVerwendung von (9.11) erhalten wird ~F = � [S0(T ) +N �(�)] dT �N m�(�) dB0= � [S0(T ) +N �(�)] dT +N �(�) (� dT �mdB0)= � [S0(T ) +N �(�)] dT �N T �(�) d�; (9.13)weil d� = mT dB0 � mB0T 2 dT = 1T (mdB0 � � dT ) :Da �0(�) = �(�), vgl. (9.12), l�a�t sich d ~F in (9.13) integrieren zu~F (T;B0) = ~F0(T )�N T �(�) = ~F0(T )�N T ��mB0T � : (9.14)Darin h�angt die Funktion ~F0(T ) mit S0(T ) durch d ~F0(T )=dT = S0(T ) zusammen.Zu gegebenem �(�) k�onnen wir �(�) berechnen. Unter Benutzung der in (9.4) und(9.5) angegebenen �(�) �nden wir�(�) = Z �0 d�0�(�0) = ( ln (sinh �=�) klassische Momente;ln (cosh �) Elektronenspins: (9.15)F�ur hinreichend kleine � = mB0=T , wenn wir �(�) linear approximieren k�onnen,�(�) = � �, wird



182 9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELL�(�) = �2 �2; �(�) = ��2 �2;S(T;B0) = S0(T )� N �2 �mB0T �2 ;~F (T;B0) = ~F0(T )� N �2 (mB0)2T : (9.16)9.1.3 Innere Energie und W�armekapazit�atDie innere Energie berechnen wir aus U = ~F +T S. Einsetzen von S aus (9.10) und~F aus (9.14) ergibt U(T;B0) = U0(T )�N T [�(�)� �(�)]= U0(T )�N T ��(�)= U0(T )�N mB0 ��mB0T � (9.17)mit U0(T ) = ~F0(T ) + T S0(T ). F�ur hinreichend kleine � = mB0=T wird darausU(T;B0) = U0(T )�N � (mB0)2T : (9.18)Wir bestimmen schlie�lich noch den feldabh�angigen Anteil der W�armekapazit�atCB0 : @U@T !B0 = U 00(T ) + CB0 ;CB0 = N �mB0T �2 �0 �mB0T � ; (9.19)worin �0(�) wieder die Ableitung nach � bedeutet. F�ur den Fall von Elektronenspins,�(�) = tanh �, wird CB0 = N (mB0=T )2cosh2(mB0=T ) : (9.20)



9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELL 183Die Abbildung 9.1 zeigt den Verlauf von CB0=N als Funktion der skalierten Tem-peratur � = T=(mB0). Dieser Verlauf ist typisch f�ur ein 2-Zustands{System. BeiT = 0 zeigen s�amtliche Spins der Elektronen in Feldrichtung B0. Dieser Zustand istdurch nur einen Mikrozustand repr�asentiert. Mit zunehmender Energie nimmt auchdie Anzahl der repr�asentativen Zust�ande zu. Sie betr�agtW =  Nn! = N !n! (N � n)! ;worin n = Anzahl der Spins gegen die Feldrichtung B0, vgl. Abschnitt 2.2. Mitzunehmender Temperatur T kann das System deshalb zun�achst mehr Energie bzw.W�arme pro Temperatur aufnehmen. Bei sehr hoher Temperatur bestimmt dann aberder entropische Anteil �T S das Minimum der freien Energie F = U � T S, d.h.,das System strebt einem Zustand mit maximaler Entropie zu. Wegen S = lnW istdas �aquivalent zu W =Max, und das ist bei n = N=2 erreicht, wenn gleich vieleSpins in und gegen die Feldrichtung B0 zeigen. Weitere Energie kann nicht mehraufgenommen werden, so da� die W�armekapazit�at als Funktion der Temperaturwieder abnehmen mu�.
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184 9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELL9.2 Wei�sche Theorie des FerromagnetismusIm vorangegangenen Abschnitt haben wir ein System unabh�angiger magnetischerMomente thermodynamisch beschrieben. Wir k�onnen die Ergebnisse dieser Beschrei-bung begri�ich vergleichen mit dem System unabh�angiger Teilchen, also mit demidealen Gas im Kapitel 7. Die Beziehung M =M(T;B0), die wir im vorangegange-nen Abschnitt in der Form (9.3),M = N mV �(�); � = mB0T :modelliert hatten, haben wir mit V = V (T; p) = N T=p beim idealen Gas zu verglei-chen. Wir k�onnen sie also als die "ideale Gasgleichung" unabh�angiger magnetischerMomente ansprechen. Jetzt wollen wir auch f�ur das System magnetischer Momen-te den analogen Schritt ausf�uhren, der uns vom idealen Gas zu einem realen Gasf�uhrte. Das reale Gas unterscheidet sich vom idealen Gas dadurch, da� die Teilchenmiteinander wechselwirken k�onnen. Thermodynamisch hatten wir diese Wechselwir-kungen im Kapitel 8 durch das Modell des van der Waals{Gases beschrieben. DiesesModell ist, wie wir dort angemerkt hatten, ein sogenanntes Molekularfeld{Modell:die thermodynamischen Auswirkungen der Wechselwirkungen waren sehr pauschaldurch ein Eigenvolumen der Teilchen und durch eine Druckreduktion aufgrund einerAnziehung zwischen den Teilchen erfa�t worden.Analog werden wir jetzt im Fall des Systems magnetischer Momente vorgehen, wobeider Ausdruck Molekularfeld{Modell noch viel anschaulicher sein wird. Wir stellenuns die Wechselwirkung zwischen den magnetischen Momenten so vor, da� ein her-ausgegri�enes Moment nicht nur unter der Wirkung des �au�eren Feldes mit derFlu�dichte B0 steht, sondern zus�atzlich noch unter der Wirkung eines inneren Fel-des mit der Flu�dichte Beff , die ihrerseits durch die benachbarten magnetischenMomente erzeugt wird. Auf diese Weise kommt eine "anziehende" Wechselwirkungzustande: benachbarte Momente haben die Tendenz, sich parallel zu stellen. SolcheSysteme hei�en Ferromagneten. Deren Molekularfeld{Beschreibung setzt das e�ek-tive Feld Beff proportional zur gesamten mittleren Magnetisierung M ,Beff = ��0M; (9.21)die nunmehr analog zum Fall des Paramagneten aus der impliziten GleichungM = N mV � m (B0 +Beff)T ! = N mV � m (B0 + ��0M)T ! (9.22)



9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELL 185zu berechnen ist. Diese Gleichung ist die Zustandsgleichung des Molekularfeld{Modells bzw. des Wei�schen Modells eines Ferromagneten. Sie ist das Analogon zurvan der Waals{Zustandsgleichung eines realen Gases. Die Konstante � wird auchAustauschkonstante genannt. Sie ist o�ensichtlich ein Parameter, der die St�arke derWechselwirkung zwischen den Momenten beschreibt. Indem der Ansatz (9.21) daslokale Wechselwirkungsfeld als durch die gesamte Magnetisierung des Systems ge-geben annimmt, setzt er eine sehr langreichweitige Wechselwirkung voraus.9.2.1 Der Ferromagnet ohne �au�eres Feld: B0 = 0Bei der Auswertung von (9.22) beginnen wir mit dem Fall B0 = 0, also ohne �au�eresFeld: M = N mV � m��0MT ! : (9.23)Beim Paramagneten war bei B0 = 0 auch immer M = 0. Beim Ferromagneten in(9.23) kann aber ein M 6= 0 f�ur B0 = 0 auftreten. Zwar ist auch dort M = 0 immereine L�osung, weil ja �(0) = 0 sein sollte, aber wenn �(�) bei � = 0 eine hinreichendgro�e Steigung besitzt, gibt es zwei weitere L�osungen M 6= 0, vgl. Abbildung 9.2(Schnittpunkte von f(M) = (N m=V ) �(m��0M=T ) mit g(M) = M .) Diese Stei-gung wird durch die Temperatur gesteuert, weil alle anderen Parameter N=V;m; �in einem magnetischen System nicht verf�ugbar sind. Es gibt o�ensichtlich eine kri-tische Temperatur Tc, die die beiden Bereiche M = 0 und M 6= 0 trennt. Sie istdadurch de�niert, da� die rechte Seite von (9.23) f�ur T = Tc dieselbe Steigung wiedie linke Seite besitzt, also den Wert 1:" @@M !Tc N mV � m��0MTc !#M=0 = 1: (9.24)Die Entwicklung von �(�) bei � = 0 habe die Form�(�) = � � +O(�3); (9.25)vgl. Abschnitt 9.1, worin z.B. � = 1=3 f�ur den klassischen Paramagneten und � = 1f�ur Elektronenspins, vgl. (9.4) und (9.5). Dann folgt aus (9.24) f�ur die kritischeTemperatur, die in magnetischen Systemen auch Curie{Temperatur genannt wird:



186 9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELLf(M) == N mV � �m��0MT �

� g(M) =M M0
0

(2) (1)

Abbildung 9.2: L�osung von (9.23): Schnittpunkte von f(M) =(N m=V ) �(m��0M=T ) mit g(M) = M , (1): T > Tc, (2): T < Tc.(Dargestellt istder Verlauf �(�) = tanh � f�ur Elektronenspins.)Tc = N m2V ��0 �: (9.26)Wir k�onnen jetzt auch die Gleichung (9.23) in kritisch skalierter Form aufschreiben.Wir w�ahlen t := T=Tc; x := MN m=V (9.27)und �nden x = �� x� t� : (9.28)Die Abbildung 9.3 zeigt die L�osungen x 6= 0 dieser Gleichung als Funktion der kri-tisch skalierten Temperatur t f�ur t < 1 bzw. T < Tc. (Wir haben in dieser Abbildungwieder den Fall von Elektronenspins mit �(�) = tanh � mit � = 1 gew�ahlt.) Wir



9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELL 187erkennen in der Abbildung einen kontinuierlichen Phasen�ubergang: Ordnungspara-meter ist hier die Magnetisierung M � x, Kontrollparameter ist wie beim realenGas die Temperatur. Man nennt die Magnetisierung M 6= 0 bei B0 = 0 auch einespontane Magnetisierung. Sie ist typisch f�ur das Verhalten von Ferromagneten. Diespontane Magnetisierung ist in T < Tc keine eindeutige Funktion der Temperatur;unser Molekularfeld{Modell liefert uns zu jedem T je zwei MagnetisierungenM 6= 0,die sich durch ihr Vorzeichen unterscheiden. Welche der beiden Magnetisierungsrich-tungen sich tats�achlich einstellt, wird durch lokale Fluktuationen entschieden. DieEinstellung eines von mehreren m�oglichen Werten des Ordnungsparameters nenntman auch spontane Symmetriebrechung. Sie ist ebenfalls typisch f�ur kontinuierlichePhasen�uberg�ange.Auch in T < Tc bleibt M = 0 bzw. x = 0 eine L�osung von (9.28). Sie wirddort allerdings instabil. Dieses ist eine allgemeine Eigenschaft kontinuierlicher Pha-sen�uberg�ange, auf die wir im folgenden Abschnitt zur�uckkommen werden.
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Abbildung 9.3: Ordnungsparameter x �M als Funktion der skalierten Temperaturt = T=Tc im Wei�schen Modell eines Ferromagneten.9.2.2 Der Ferromagnet mit einem �au�eren Feld B0 6= 0Wir untersuchen jetzt noch die L�osungen der Zustandsgleichung (9.22) f�ur nichtverschwindendes �au�eres Feld B0 6= 0. Auch f�ur B0 6= 0 k�onnen wir die Zustands-



188 9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELLgleichung skaliert formulieren, n�amlich in Erweiterung von (9.28) alsx = ��y + x� t � ; y := B0(N m=V )��0 ; (9.29)die De�nitionen von x und t in (9.27) bleiben unver�andert. Die Abbildung 9.4 zeigtdas Ergebnis der Auswertung von (9.29), n�amlich die skalierte Magnetisierung x alsFunktion des skalierten �au�eren Feldes y, und zwar je einmal x(y) f�ur t > 1 und t < 1.F�ur t > 1, also T > Tc, ist x eine eindeutige Funktion von y, bzw. M eine eindeutigeFunktion von B0. Wegen der qualitativen �Ahnlichkeit zum Paramagneten nennt manT > Tc auch den paramagnetischen Bereich. F�ur t < 1 bzw. T < Tc ist x(y) bzw.M(B0) mehrdeutig. Dieses Verhalten ist v�ollig analog zu dem der Funktion V (p) (beiT =konstant) im van der Waals{Modell: auch dort lieferte die formale Isotherme einmehrdeutiges V (p). Wie im van der Waals{Modell sind die �Aste M > 0 f�ur B0 < 0undM < 0 f�urB0 > 0 instabil und m�ussen durch die Senkrechte B0 = 0 zwischen dennicht verschwindenden Werten von M f�ur B0 ! +0 und B0 ! �0 abgeschnittenwerden. Dieses Verfahren entspricht der Maxwell{Konstruktion beim realen Gas.Auf seine Begr�undung f�ur den Ferromagneten werden wir im folgenden Abschnittzur�uckkommen. Es entsteht auf diese Weise ein diskontinuierlicher Phasen�ubergangf�ur die Magnetisierung als Funktion des �au�eren Feldes.Im Gegensatz zum realen Gas ist es in vielen Ferromagneten m�oglich, die instabilen�Aste weitgehend zu realisieren. Wenn man in der Abbildung 9.4 von hohen B0{Werten kommend den Wert B0 = 0 in negativer Richtung durchl�auft, bleibt manzun�achst auf dem instabilen Ast M > 0 (in Abbildung 9.4 gestrichelt), bis diesermit senkrechter Tangente endet. Sp�atestens dort mu� das System bei weiterer Ab-nahme von B0 auf den stabilen unteren Ast springen (Pfeile in der Abbildung 9.4),entsprechend in umgekehrter Richtung. Man nennt dieses Verhalten Hysterese: dieMagnetisierung h�angt nicht nur vom jeweiligen Wert des �au�eren Feldes, sondernauch von der "Vorgeschichte" des Systems ab.Es ist einsichtig, da� sich im ferromagnetischen Bereich im allgemeinen keine ma-gnetische Suszeptibilit�at �M mehr sinnvoll de�nieren l�a�t, wohl aber im paramag-netischen Bereich t > 1 bzw. T > Tc des Ferromagneten. Wir entwickeln �(�) aufder rechten Seite von (9.29) f�ur hinreichend kleine Felder y und entsprechend hinrei-chend kleine Magnetisierungen x bis zur linearen Ordnung, �(�) � � �, vgl. (9.25),und erhalten x = y + xtund daraus
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Abbildung 9.4: Magnetisierung x �M als Funktion des �au�eren Feldes y � B0, (1):t > 1, (2): t < 1. x = yt� 1 = y TcT � Tc : (9.30)Aus (9.27) und (9.29) setzen wir y Tc = �mB0 und M = (N m=V ) x ein underhalten M = N m2V �B0T � Tc (9.31)bzw. �M =  @M@H !T = �0  @M@B0!T = �0 N m2V �T � Tc : (9.32)Dieses Verhalten von �M wird auch Curie{Wei�sches Gesetz genannt und ist mitdem Curieschen Gesetz (9.7) f�ur den Paramagneten zu vergleichen.



190 9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELL9.3 Das Landau{ModellDie qualitativen �Ahnlichkeiten zwischen den kontinuierlichen und diskontinuierli-chen Phasen�uberg�angen im van der Waals{Modell und in der Wei�schen Theoriedes Ferromagnetismus �ndet man auch in vielen anderen thermodynamischen Sy-stemen mit kooperativen Ph�anomenen wieder. In diesen Systemen ist immer einOrdnungsparameter x de�nierbar, der sich in der N�ahe des kritischen Punktes wiex = ( � (1� t)� t < 1 bzw. T < Tc0 t > 1 bzw. T > Tc (9.33)verh�alt, worin der kritische Exponent � f�ur gewisse Klassen von Systemen immerdenselben Wert besitzt. Die Molekularfeld{Theorie liefert, wie wir gesehen haben,� = 1=2. Dieses sogenannte universelle Verhalten von kooperativen Systemen inder N�ahe des kritischen Punktes ist der Ausgangspunkt des Landau{Modells, daswir hier in ihrer einfachsten Version, n�amlich wiederum als Molekularfeld{Theoriekennenlernen wollen. Es macht einen Ansatz f�ur die freie Enthalpie G in der FormG = G(T; p; y; x). Darin ist y ein skaliertes �au�eres Feld, z.B. das Feld B0 in einemFerromagneten und x der skalierte Ordnungsparameter, z.B. die Magnetisierung.Im folgenden ben�otigen wir den Druck p zun�achst nicht als Variable und schreibenihn deshalb nicht explizit mit. Der Ordnungsparameter x in G = G(T; y; x) spieltdie Rolle einer inneren Variablen, wie wir sie bereits fr�uher verwendet haben. DerGleichgewichtswert des Ordnungsparameters soll durch G =Min in bezug auf dieVariable x bestimmt werden. Dieses Vorgehen entspricht genau unseren allgemeinen�Uberlegungen im Kapitel 4. Insofern k�onnten wir das Landau{Modell jetzt auch alseinen weiteren Abschnitt an das Kapitel 4 anh�angen.Das Landau{Modell beruht auf der Annahme, da� G = G(T; y; x) nach dem Ord-nungsparameter x entwickelt werden kann:G(T; y; x) = G0(T; y) +  x+ a x2 + b x4 + : : : (9.34)Den Koe�zienten  des linearen Terms ermitteln wir aus der Relation, die im Fallmagnetischer Systeme M = � 1V  @ ~F@B0!T (9.35)lautet, vgl. Abschnitt 4.5. Tats�achlich entspricht die freie Energie ~F = ~F (T;B0) inmagnetischen Systemen der Funktion G = G(T; y; x), weil y der Feldvariablen B0entspricht. Die Relation (9.35) wird also als



9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELL 191x = � @G@y !T (9.36)in das Landau{Modell �ubertragen. Wir setzen (9.34) in (9.36) ein und �nden  = �y.In der Entwicklung (9.34) haben wir keinen Term � x3 eingeschlossen, weil wirannehmen wollen, da� das System bei y = 0, im magnetischen Fall B0 = 0, gegeneine Vorzeichenumkehr von x, im magnetischen Fall die Magnetisierung, invariantist. Man kann das Landau{Modell aber auf den allgemeinen Fall ohne diese Invarianzerweitern.Wir bilden jetzt die Variation �G aufgrund einer Variation �x des Ordnungspara-meters bei T =konstant und y =konstant und erhalten aus (9.34) (mit  = �y)�G = ��y + 2 a x+ 4 b x3� �x: (9.37)Der Gleichgewichtswert des Ordnungsparameters sollte durch G =Min bestimmtsein. Daraus folgt �G = 0 bei beliebigem �x, also�y + 2 a x+ 4 b x3 = 0: (9.38)Die lokale Stabilit�at der L�osungen dieser Gleichung verlangt �2G > 0. Gem�a� denRegeln aus dem Kapitel 5 berechnen wir aus (9.37)�2G = �2 a+ 12 b x2� (�x)2: (9.39)9.3.1 Die L�osungen f�ur verschwindendes Feld y = 0Wir untersuchen die L�osungen von (9.38) zun�achst f�ur verschwindendes Feld y = 0.Sie lauten x = ( 0�q�a=(2 b) (9.40)F�ur die L�osung x = 0 wird



192 9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELL��2G�x=0 = 2 a (�x)2; (9.41)d.h., x = 0 ist stabil f�ur a > 0. F�ur die beiden L�osungen x 6= 0 aus (9.40) wird��2G�x6=0 = �4 a (�x)2; (9.42)d.h., die L�osungen x 6= 0 sind stabil f�ur a < 0. Der �Ubergang zwischen a > 0 unda < 0 soll einen kontinuierlichen Phasen�ubergang als Funktion der Temperatur beieiner kritischen Temperatur T = Tc beschreiben. Die einfachste Annahme daf�ur ista = a(T ) � T � Tc oder in skalierter Form a = a0 (t� 1) mit t = T=Tc und a0 > 0.Die in t < 1 stabile L�osung x 6= 0 erh�alt dann die Formx = �r a02 b (1� t); (9.43)also die uns bekannte Form eines kontinuierlichen Phasen�ubergangs in der Moleku-larfeld{Version. Allerdings mu� daf�ur auch noch b > 0 erf�ullt sein. Diese Bedingungfolgt daraus, da� auch bei t = 1 die L�osung x = 0 stabil sein mu�. Dort ist aber�2G = 0, so da� wir �4G untersuchen m�ussen. Mit den Regeln aus dem Kapitel 5berechnen wir �4G = 24 b (�x)4. Aus der Stabilit�at von x = 0 bei t = 1 folgt alsoauch b > 0.Zur Vereinfachung der Schreibweise wollen wir vereinbaren, da� wir durch eine ge-eignete Skalierung des Ordnungsparameters x und der freien Enthalpie G die Kon-stanten a0 = 1=2 und b = 1=4 gew�ahlt haben. Dann ist a = (t� 1)=2, und die freieEnthalpie kann geschrieben werden in der skalierten FormG(T; y; x)�G0(T; y) � �y x+ t� 12 x2 + 14 x4; (9.44)und (9.43) vereinfacht sich zu x = �p1� t: (9.45)Wenn die mikroskopischen Fluktuationen �x des Ordnungsparameters sehr gro� wer-den, k�onnen die beiden Zust�ande in (9.45) instabil werden. Wir sch�atzen ab, da� siestabil bleiben, wenn das Schwankungsquadrat h(�x)2i kleiner bleibt als der quadra-tische Abstand der beiden L�osungen von (9.45), wenn also h(�x)2i < 4 (1� t). DieseBedingung hei�t auch das Ginzburg{Kriterium.



9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELL 1939.3.2 Die L�osungen f�ur nicht verschwindendes Feld y 6= 0In einem zweiten Schritt untersuchen wir die L�osungen von (9.38) zu nicht ver-schwindendem Feld y 6= 0. In der skalierten Form y = P (x) := (t � 1) x + x3 l�auftdas auf die Ermittlung der Schnittpunkte eines Polynoms 3. Ordnung P (x) mit einerParallelen zur x{Achse zum vorgegebenen Wert y hinaus. Die Abbildung 9.5 zeigtzwei Verl�aufe von P (x), und zwar f�ur t > 1 und f�ur t < 1. F�ur t > 1 bzw. T > Tcgibt es zu jedem y stets genau eine L�osung von y = P (x), f�ur t < 1 bzw. T < Tcgibt es y{Bereiche, in denen es drei L�osungen von y = P (x) gibt, die wir x1; x2; x3in aufsteigender Reihenfolge nennen wollen, also x1 < x2 < x3. Die beiden Extremavon P (x) liegen bei xe1;2 = �s1� t3 : (9.46)Dort hat P (x) den Wert P (xe1;2) = �ye mitye = 23p3 (1� t)3=2 : (9.47)In �ye < y < +ye gibt es also drei L�osungen x1 < x2 < x3 f�ur den Ordnungspara-meter. Unter diesen sind jene lokal stabil, f�ur die �2G > 0. Gem�a� (9.39) ist das derFall, wenn (in skalierter Form) t� 1 + 3 x2 > 0 bzw.x2 > 1� t3 = x2e1;2: (9.48)Aus der Abbildung 9.5 entnehmen wir, da� der gr�o�te und der kleinste Wert desOrdnungsparameters, x3 und x1, immer die Bedingung (9.48) erf�ullen und damit lo-kal stabil sind, w�ahrend x2 immer lokal instabil ist. Jede mikroskopische Fluktuationw�urde aus x2 herausf�uhren, nicht jedoch aus x1 und x31. Von diesen beiden ist aberimmer einer der global stabilere, n�amlich x3 f�ur y > 0 und x1 f�ur y < 0. Das geht un-mittelbar aus der Auftragung von G(T; y; x)�G0(T; y) � �y x+(t� 1) x2=2+x4=4als Funktion des Ordnungsparameters x in Abbildung 9.6 hervor. Dort ist der Fally > 0 gezeigt, so da� x3 global stabiler als x1 ist, entsprechend umgekehrt f�ur y < 0.Unsere Stabilit�ats�uberlegungen haben eine Konsequenz, die wir bereits im Zusam-menhang mit der Wei�schen Theorie erw�ahnt haben, n�amlich die Hysterese in der1Vgl. aber die Bemerkung am Ende des Abschnitts 9.3.1
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Ordnungsparameter x0
0y > 0 x1 xe1 x2 xe2 x3t > 1 t < 1

Abbildung 9.5: Berechnung des Ordnungsparameters f�ur nicht verschwindendes Feldy 6= 0, hier y > 0.Magnetisierung M als Funktion des Feldes B0 bzw. hier in der Hysterese des x{Wertes als Funktion von y. F�ur t < 1 bzw. T < Tc beginnen wir mit negativem Feldy < 0 und negativem x1 < 0. Wir erh�ohen das Feld y. Beim Wert y = 0 wechseltdie globale Stabilit�at von x1 < 0 zu x3 > 0 unstetig, also in einem diskontinuierli-chen Phasen�ubergang. Dennoch kann das System auch f�ur y > 0 zun�achst noch imZustand x1 < 0 verbleiben, weil dieser ja lokal stabil bleibt. Sp�atestens beim Werty = ye, vgl. (9.47), springt das System auf den Ast x3 > 0, m�oglicherweise aber schonvorher, wenn Fluktuationen auftreten, die den lokalen Stabilit�atsbereich �uberwin-den. Das dahinter stehende mikroskopische Bild ist das der Keimbildung und desKeimwachstums. Zun�achst werden sich lokale x3{Keime in der x1{Umgebung bil-den. Die entscheidende Frage ist dann, ob diese Keime weiter wachsen werden undschlie�lich das gesamte System erfassen. Derselbe Vorgang spielt sich nat�urlich inumgekehrter Richtung ab. Die Abbildung 9.7 zeigt das zugeh�orige Bild analog zurAbbildung 9.4.Auch das van der Waals{Modell l�a�t sich in die Form des Landau{Modells �uber-tragen. Das haben wir bereits im Abschnitt 8.5 vorweggenommen, als wir dort denkritisch skalierten Druck y = p=pc in der N�ahe des kritischen Punktes bei t = 1; x = 1nach x� 1 entwickelt hatten:yD = 1� � (1� t) + a (1� t) (x� 1) + b (1� t) (x� 1)2 � c (x� 1)3:
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Abbildung 9.6: Verlauf von g(T; y; x) � g0(T; y) = �y x + (t � 1) x2=2 + x4=4 alsFunktion des Ordnungsparameters x f�ur y > 0 und y = 0.Hier war x = v=vc das kritisch skalierte Volumen (pro Teilchen). Ein Term � (x�1)2bzw. � x2 tritt in der entsprechenden Gleichung (9.38) des Landau{Modells nichtauf. Allerdings zeigte sich bereits im Abschnitt 8.5, da� der Term b (1� t) (x� 1)2dort unwesentlich war.9.3.3 Das Verhalten der W�armekapazit�atWir wollen das Verhalten der W�armekapazit�at Cp f�ur verschwindendes Feld y = 0beim kontinuierlichen Phasen�ubergang von T > Tc nach T < Tc bestimmen. Dazugreifen wir auf die freie Enthalpie G = G(T; p; x) in (9.34) (mit  = �y = 0 unda = a0 (T=Tc � 1)) zur�uck:G(T; p; x) = G0(T; p) + a0 � TTc � 1� x2 + b x4: (9.49)Wegen dG = �S dT + V dp+ � dN folgt daraus f�ur die EntropieS = � @G@T !p = S0(T; p)� a0Tc x2 �  @G@x !T;p  @x@T !p (9.50)
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Abbildung 9.7: Diskontinuierlicher Phasen�ubergang und Hysterese im Landau{Modell.mit S0 = �(@G0=@T )p. Weil nun im Gleichgewicht @G=@x = 0, bleibt aus (9.50)S = S0(T; p)� a0 x2=Tc. Jetzt setzen wir x2 = 0 f�ur T > Tc undx2 = a02 b �1� TTc� f�ur T < Tc;vgl. (9.43), ein und erhaltenT > Tc : S = S0(T; p);T < Tc : S = S0(T; p)� a202 b Tc �1� TTc� : (9.51)Die Entropie ist beim �Ubergang von T > Tc zu T < Tc zwar stetig, doch tritt inT < Tc ein zus�atzlicher Term auf, der eine Verminderung der Entropie beschreibt.Diese Entropieverminderung ist mit dem Auftreten eines Ordnungsparameters inT < Tc verkn�upft. Zum Beispiel bedeutet im Ferromagneten das Auftreten einerspontanen Magnetisierung M 6= 0 in T < Tc einen h�oheren Ordnungszustand als



9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELL 197M = 0 in T > Tc. Ein st�arker geordneter Zustand ist aber stets mit einer geringerenZahl repr�asentativer Mikrozust�ande, d.h., mit einer niedrigeren Entropie verkn�upft.Im van der Waals{Modell ist die kondensierte Phase in T < Tc st�arker geordnet alsdie Gasphase in T > Tc.Aus der Entropie in (9.51) gewinnen wir gem�a� Cp = T (@S=@T )p die W�armekapa-zit�at Cp: T > Tc : Cp = Cp;0;T < Tc : Cp = Cp;0 + a202 b T 2c T (9.52)mit Cp;0 = T (@S0=@T )p. Infolge des oben geschilderten Verhaltens der Entropie�andert sich die W�armekapazit�at beim �Ubergang von T < Tc zu T > Tc sprunghaft.Auch andere verallgemeinerte Suszeptibilit�aten wie CV , der Ausdehnungskoe�zi-ent oder die Kompressibilit�at k�onnen sich beim �Ubergang von T < Tc zu T > Tcsprunghaft �andern.9.4 Ortsabh�angiger OrdnungsparameterIm vorangegangenen Abschnitt haben wir angenommen, da� der Ordnungsparame-ter x einen einheitlichen Wert f�ur das gesamte System hat, bzw. r�aumlich homogenist. Das ist aber nicht notwendig der Fall. So kann z.B. das �au�ere Feld vom Ortabh�angen: y = y(r). Dann erwarten wir, da� auch der Ordnungsparameter vomOrt abh�angt: x = x(r). In diesem Fall m�ussen wir die freie Enthalpie G durch einer�aumliche Integration �uber das System darstellen:G = Z d3r c(r)�(T; p; y(r); x(r)); (9.53)worin d3r das di�erentielle Volumenelement dV ist, c(r) die Teilchendichte am Ortr und �(: : :) das chemische Potential bzw. die freie Enthalpie pro Teilchen. Wirnehmen nun an, da� die Teilchendichte c(r) konstant ist und nicht vom Ordnungs-parameter betro�en ist, so da� wir sie als Faktor vor das Integral ziehen k�onnen.Wenn diese Voraussetzung nicht erf�ullt ist, z.B. beim van der Waals{Modell, m�u�tenwir die folgenden Formulierungen entsprechend ab�andern. Die Entwicklung der frei-en Enthalpie nach dem Ordnungsparameter x im vorangegangenen Abschnitt, vgl.(9.34), �ubertragen wir nun auf das chemische Potential. Da der Ordnungsparameter



198 9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELLjetzt aber ortsabh�angig ist, m�ussen wir diese Entwicklung um einen Term erweitern,der einen r�aumlichen Gradienten von x(r) enth�alt. Wir schreiben in skalierter Formanalog zu (9.44)�(T; y; x)� �0(T; y) � �y x+ t� 12 x2 + 14 x4 + 12 (rx)2 + : : : (9.54)Da� rx nur in der Form (rx)2 auftritt, folgt aus der Annahme, da� das Systemr�aumlich isotrop sein soll. Den Wert 1=2 f�ur den Entwicklungskoe�zienten k�onnenwir durch eine geeignete Skalierung der Raumkoordinate r erreichen. Die Erweite-rung in (9.54) ist als niedrigster, nicht verschwindender Term in rx zu interpre-tieren. Da� (rx)2 mit positivem Vorzeichen auftritt, folgt daraus, da� in einemhomogenen System ein inhomogener Ordnungsparameter sicher zu einer Erh�ohungder freien Enthalpie f�uhrt. Der n�achst h�ohere Term in einem isotropen System h�attedie Form � (rx)4.Den r�aumlichen Verlauf x(r) des Ordnungsparameters im Gleichgewicht m�ussen wirwiederum durch die Minimalbedingung �G = 0 bestimmen. Durch Einsetzen derEntwicklung (9.54) in das Integral (9.53) und durch Bildung der Variation � unterder Annahme, da� das Integrationsgebiet, d.h. die Systemgr�o�e konstant bleibt,erhalten wir �G � Z d3r h�y + (t� 1) x+ x3i �x+ Z d3r 12 � (rx)2 : (9.55)Auch �x ist hier wie x als Funktion von r aufzufassen. Den letzten Term auf derrechten Seite formen wir durch partielle Integration um. Es ist12 � (rx)2 =rx (�rx) =r (�xrx)� �r2x� �x;weil Variation � und Gradientr unabh�angige Operationen und darum vertauschbarsind. Beim Einsetzen in das Volumenintegral beachten wir, da� unter Benutzung desGau�schen IntegralsatzesZ d3rr (�xrx) = I@V df �xrx = 0;weil sowohl der Ordnungsparameter wie sein Gradient und seine Variation auf dereinh�ullenden Fl�ache @V des Systems verschwinden. Somit erhalten wir insgesamtf�ur �G



9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELL 199�G � Z d3r h�y + (t� 1) x+ x3 �r2xi �x: (9.56)Die Minimalbedingung �G = 0 f�ur beliebige �x = �x(r) f�uhrt auf die partielleDi�erentialgleichung �r2 � t+ 1�x� x3 = �y: (9.57)Um die Bedeutung dieser Gleichung zu erkennen, l�osen wir sie approximativ f�urein �{f�ormiges "Testfeld" y = y(r) = y0 �(r), worin �(r) die Diracsche �{Funktionist. Diese Situation ist ein Gedankenexperiment mit der Fragestellung, wie sich derOrdnungsparameter als Funktion des Ortes �uberkritisch (t > 1) und unterkritisch(t < 1) verh�alt, wenn wir das System lokal durch ein �au�eres Feld st�oren. Wirbeginnen mit dem �uberkritischen Fall t > 1. Dort ist x = 0, wenn y = 0 w�are. Wirerwarten eine kleine, lokal begrenzte Abweichung von x = 0 an der Stelle r = 0 derSt�orung, so da� wir den Term x3 vernachl�assigen k�onnen:�r2 � t+ 1�x = �y0 �(r): (9.58)Wir l�osen diese Gleichung durch Fourier{Transformation:x(r) = Z d3k ~x(k) exp (ik r); ~x(k) = 1(2 �)3 Z d3r x(r) exp (�ik r);�(r) = 1(2 �)3 Z d3r exp (ik r):Einsetzen in die partielle Di�erentialgleichung (9.58) f�uhrt auf~x(k) = y0(2 �)3 1k2 + t� 1 : (9.59)Die R�ucktransformation x(r) = y0(2 �)3 Z d3k exp (ik r)k2 + t� 1 (9.60)f�uhren wir unter Benutzung von Kugelkoordinaten durch:



200 9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELLjkj = k; k r = k r cos �;so da�Z d3k exp (ik r)k2 + t� 1 = 2 � Z 10 dk k2k2 + t� 1 Z +1�1 d(cos �) exp (i k cos �)= 4 �r Z 10 dk k sin k rk2 + t� 1 = 2 �2r exp ��pt� 1 r�: (9.61)Wir schreiben das Endergebnis f�ur x(r) in der Formx(r) = y04 � r e�r=r0; (9.62)worin r0 = (t� 1)�1=2 (9.63)die Bedeutung einer sogenannten Korrelationsl�ange des Ordnungsparameters hat.Diese dr�uckt aus, wie weit sich eine lokale Abweichung des Ordnungsparametersin das System hinein erstreckt. Unser Ergebnis besagt insbesondere, da� die Kor-relationsl�ange mit der Ann�aherung an den kritischen Punkt divergiert, und zwarmit dem Exponenten �1=2. Dasselbe Verhalten �nden wir auch unterkritisch. Hierd�urfen wir den Term � x3 nat�urlich nicht vernachl�assigen. F�ur t < 1 hat der Ord-nungsparameter f�ur y = 0 den homogenen Wert x = �p1� t. Wenn eine St�orungy(r) = y0 �(r) auftritt, wollen wir annehmen, da� sich x nach der Abweichung vonseinem homogenen Wert entwickeln l�a�t. Wir betrachten den Fall des homogenenWertes x = +p1� t, der Fall x = �p1� t l�a�t sich ganz analog behandeln, undschreiben x = p1� t + �; x3 = (1� t)3=2 + 3 (1� t) � + : : :und brechen die Entwicklung nach dem linearen Term in � ab. Einsetzen in diepartielle Di�erentialgleichung (9.57) f�uhrt jetzt auf�r2 + 2 (t� 1)� � = �y0 �(r): (9.64)



9. MAGNETISCHE SYSTEME UND DAS LANDAU{MODELL 201Die L�osung von (9.64) folgt dem obigen Schema. F�ur die Korrelationsl�ange erhaltenwir r0 = [2 (1� t)]�1=2 ; (9.65)also wiederum eine Divergenz bei Ann�aherung an den kritischen Punkt mit demExponenten �1=2.Wie jede thermodynamische Gr�o�e wird auch der Ordnungsparameter Fluktuatio-nen in Abh�angigkeit von Raum und Zeit zeigen. Solche Fluktuationen haben wir mitder oben diskutierten Ortsabh�angigkeit des Ordnungsparameters noch nicht erfa�t.Um sie zu beschreiben, m�u�ten wir die Molekularfeld{N�aherung fallen lassen undein Ensemble aller m�oglichen Verl�aufe von x(r; t) betrachten. Das oben beschriebe-ne x(r) ist als der mittlere Verlauf des Ordnungsparameters zu interpretieren. DieMolekularfeld{Theorie ist gerade dadurch charakterisiert, da� nur der mittlere Ord-nungsparameter und seine Ortsabh�angigkeit betrachtet werden. Die Formulierungdes Ensembles aller m�oglichen Verl�aufe des Ordnungsparameters ist ein Problem derstatistischen Theorie der Thermodynamik.
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Kapitel 10
Thermodynamik tieferTemperaturen
Das letzte Kapitel der sogenannten ph�anomenologischen Thermodynamik ist derThermodynamik tiefer Temperaturen gewidmet, insbesondere dem Grenz�ubergangT ! 0. Wie wir schon im Abschnitt 1.3 erl�autert hatten, bezeichnet man als ph�ano-menologischeThermodynamik jenen Teil der Theorie, der lediglich die Existenz einerMikrodynamik mit ihrer sehr gro�en Anzahl von Freiheitsgraden voraussetzt, abernoch nicht die detaillierte mikrodynamische Struktur und keine statistischen Aussa-gen, die sich auf diese Struktur st�utzen. Der Grenz�ubergang T ! 0 wird uns zugleichan die Grenze der ph�anomenologischen Theorie f�uhren. Darum nimmt dieses Kapiteleine Mittlerstellung zwischen ph�anomenologischer und statistischer Theorie ein. Mitder statistischen Theorie werden wir im folgenden Kapitel beginnen.10.1 Der 3. Hauptsatz der ThermodynamikWir werden in diesem Abschnitt auf die �Uberlegungen des 2. Kapitels zur�uckgrei-fen, in dem wir den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik formuliert hatten. Dorthatten wir die Entropie S eines Gleichgewichtszustands als den Logarithmus derAnzahl W der Mikrozust�ande de�niert, die den makroskopischen Gleichgewichtszu-stand repr�asentieren: S = lnW: (10.1)Da die Anzahl W repr�asentativer Mikrozust�ande nicht kleiner als 1 sein kann, istdie Entropie nicht negativ: S � 0. Der Wert S = 0 wird bei W = 1 angenommen,203



204 10. THERMODYNAMIK TIEFER TEMPERATURENalso dann, wenn ein thermodynamischer Makrozustand durch nur einen Mikrozu-stand repr�asentiert wird. Wir begr�unden jetzt, da� diese Situation nur dann ein-treten kann, wenn das System seine kleinst m�ogliche Energie besitzt, die wir mitU = U0 bezeichnen wollen. Wenn n�amlich U > U0 ist, k�onnen wir diese Energieimmer auf verschiedene Weisen etwa auf lokale Teilsysteme des Gesamtsystems oderauch verschiedene Freiheitsgrade verteilen und auf diese Weise unterscheidbare Mi-krozust�ande, also W > 1 bzw. S > 0 erzeugen.Das Durchlaufen von thermodynamisch �aquivalenten Mikrozust�anden in einem Sy-stem nennt man auch Fluktuationen. Im Kapitel 13 werden wir die Eigenschaftenvon Fluktuationen ausf�uhrlich darstellen. Im Zusammenhang dieses Kapitels stellenwir also fest, da� im Zustand tiefst m�oglicher Energie, auch Grundzustand genannt,o�enbar keine thermodynamischen Fluktuationen mehr auftreten k�onnen und da�deshalb dort die Entropie verschwindet. Es ist auch einsichtig, da� wir bei der Be-rechnung des Grundzustands quantentheoretisch vorgehen m�ussen, weil im Bereichkleinster Energien eines Systems das Wirkungsquantum �h nicht vernachl�assigbar ist.Selbstverst�andlich k�onnen im Grundzustand Quantenuktuationen auftreten, aberdiese �nden nicht zwischen verschiedenen Mikrozust�anden bzw. Quantenzust�andenstatt. Das Fazit unserer �Uberlegungen k�onnen wir zusammenfassen in der FormlimU!U0 S(U; V;N) = 0: (10.2)Im Abschnitt 2.6 hatten wir die Temperatur T eines Gleichgewichtszustands durch1T =  @S@U !V;N bzw. T =  @U@S !V;N (10.3)de�niert. Aus unseren �Uberlegungen �uber den mikroskopischen Zusammenhang vonEnergie und Entropie folgt auch, da� die Temperatur nicht negativ werden kann,also T � 0, weil mit zunehmender Energie U immer mehr Fluktuationen m�oglichwerden, also auch die Entropie S zunehmen wird. Der kleinst m�ogliche Wert derTemperatur ist also T = 0. Weil nun die W�armekapazit�at thermodynamisch stabilerSysteme stets positiv ist, CV =  @U@T !V;N > 0; (10.4)vgl. Abschnitt 5.3, folgt weiter, da� mit U ! U0 auch die Temperatur abnehmenwird und umgekehrt. Wir erwarten sogar, da� f�ur die tiefst m�ogliche Energie U ! U0



10. THERMODYNAMIK TIEFER TEMPERATUREN 205auch die Temperatur ihren tiefst m�oglichen Wert T ! 0 erreicht. In der statistischenTheorie in den folgenden Kapiteln werden wir diese Erwartung best�atigen. Es reichtsogar, da� es wenigstens ein System gibt, das beliebig tiefe Temperaturen T !0 erreichen kann, weil dann auch jedes andere thermodynamische System durchthermischen Kontakt im Gleichgewicht dieselbe Temperatur erreichen kann. UnterVorwegnahme dieser Aussage schreiben wirlimT!0S(U; V;N) = 0; (10.5)worin T; S; U au�erdem durch (10.3) verkn�upft sind. Korrekt formuliert m�u�te dieseAussage lauten:3. Hauptsatz der Thermodynamik:F�ur @S=@U !1 bzw. @U=@S ! 0 geht S ! 0.Die Aussage des 3. Hauptsatzes der Thermodynamik werden wir in diesem Kapitelin der Form limT!0S(T; z) = 0 (10.6)verwenden. Hier ist "z" die symbolische Bezeichnung f�ur weitere thermodynamischeZustandsvariablen, z.B. V;N oder p;N usw.Tats�achlich ist die Forderung W = 1 im Grundzustand unn�otig scharf. Es reicht dieForderung, da� limN!1 1N limU!U0 lnW = 0: (10.7)Der �au�ere Limes N ! 1 ist der thermodynamische Limes. (10.7) bedeutet also,da� die Entropie im Grundzustand schw�acher als linear mit N zunimmt. Da sie abereine extensive Gr�o�e sein sollte, ist das asymptotisch gleichbedeutend mit S = 0 f�urN ! 1. Eine endliche Entartung des Quanten{Grundzustands etwa w�are keinWiderspruch zum 3. Hauptsatz.



206 10. THERMODYNAMIK TIEFER TEMPERATUREN10.2 Verallgemeinerte Suszeptibilit�aten bei T ! 0Der 3. Hauptsatz der Thermodynamik hat weitreichende Konsequenzen f�ur das Ver-halten thermodynamischer Gr�o�en bei T ! 0, insbesondere f�ur die verallgemeiner-ten Suszeptibilit�aten, die wir im Abschnitt 5.4 eingef�uhrt hatten. Wir zeigen, da�diese, soweit sie als Temperaturableitungen @=@T de�niert sind, ebenfalls mit T ! 0verschwinden. Wir beginnen mit den W�armekapazit�aten CV und Cp, f�ur die wir imAbschnitt 5.4 CV = T  @S@T !V;N ; Cp = T  @S@T !p;N (10.8)gezeigt hatten. Wir kehren diese Beziehungen, z.B. die f�ur CV durch Integration um:S(T; V;N) = S0(V;N) + Z T0 dT 0 CV (T 0; V; N)T 0 : (10.9)Wegen des 3. Hauptsatzes ist S0(V;N) = 0. Wenn nun f�ur T ! 0 die FunktionCV (T; V;N) endlich bliebe (oder gar divergierte), dann w�urde S(T; V;N) mit T ! 0divergieren, im Widerspruch zum 3. Hauptsatz. Denselben Nachweis k�onnen wir f�urCp statt CV f�uhren. Also folgern wirlimT!0CV = 0 und limT!0Cp = 0; (10.10)und analog f�ur jede W�armekapazit�at, die mit beliebig anderen Nebenbedingungengebildet wird. Dasselbe gilt f�ur den thermischen Ausdehnungskoe�zienten� = 1V  @V@T !p;N : (10.11)Unter Zuhilfenahme der Maxwell{Relation @V@T !p;N = � @S@p!T;N ; (10.12)die aus der Fundamentalrelation f�ur die freie Enthalpie G folgt, vgl. Abschnitt 5.4,wird aus (10.11)



10. THERMODYNAMIK TIEFER TEMPERATUREN 207� = � 1V  @S@p !T;N : (10.13)Wenn nun (10.6) gleichm�a�ig f�ur alle z gilt, was wir voraussetzen wollen, dannverschwinden auch s�amtliche partiellen Ableitungen der Entropie nach z mit T ! 0,also auch (@S=@p)T;N , und somit limT!0� = 0: (10.14)Analog zu (10.12) schlie�en wir aus der Fundamentalrelation der freien Energie dieMaxwell{Relation  @p@T !V;N =  @S@V !T;N ; (10.15)und daraus weiter limT!0 @p@T !V;N = limT!0 @S@V !T;N = 0: (10.16)Ebenfalls im Abschnitt 5.4 hatten wir die Di�erenz Cp�CV der W�armekapazit�atenbei p =const und V =const berechnet:Cp � CV = �2 T V�T = �T V  @p@T !V;N ; (10.17)unter Verwendung von �=�T = (@p=@T )V;N , vgl. ebenfalls Abschnitt 5.4. Darausfolgt mit (10.14) und (10.16)limT!0 Cp � CVT = V limT!024�  @p@T !V;N35 = 0; (10.18)und zwar sogar von h�oherer Ordnung, weil auf der rechten Seiten sowohl � als auch(@p=@T )V;N f�ur T ! 0 verschwinden. Diese Bemerkung legt es nahe, f�ur die Entropieden Ansatz



208 10. THERMODYNAMIK TIEFER TEMPERATURENS = �(z)T n (10.19)zu machen, worin n > 0 und z.B. �(z) = �(V;N) oder �(z) = �(p;N). DieserAnsatz ist tats�achlich f�ur eine gro�e Klasse von Systemen erf�ullt. Wir werden daraufim statistischen Teil der Theorie zur�uckkommen. Mit ihm erhalten wir aufgrund derobigen UmformungenCV = T  @S@T !V;N = n�(V;N)T n; (10.20)Cp = T  @S@T !p;N = n�(p;N)T n; (10.21)� = 1V  @V@T !p;N = � 1V  @S@p !T;N = � 1V  @�@p !N T n; (10.22) @p@T !V;N =  @S@V !T;N =  @�@V !N T n; (10.23)d.h., s�amtliche verallgemeinerte Suszeptibilit�aten, soweit sie als Temperaturablei-tungen de�niert sind, verschwinden f�ur T ! 0 mit derselben T{Potenz wie dieEntropie selbst. Dagegen folgt aus (10.17) f�ur Cp � CVCp � CV = �T V  @p@T !V;N � T 2n+1: (10.24)Im Gegensatz zu den verallgemeinerten Suszeptibilit�aten, die als Temperaturablei-tungen de�niert sind, verschwindet die isotherme Kompressibilit�at�T = � 1V  @V@p !T;N (10.25)im allgemeinen nicht mit T ! 0, desgleichen auch nicht die adiabatische Kompres-sibilit�at �S. Im statistischen Teil der Theorie werden wir lernen, da� z.B. in einemFermi{Gas, einem thermodynamischen System von Fermionen, �T > 0 f�ur T ! 0,im Fall der Bose{Kondensation in einem Bose{Gas bei T ! 0 der Druck p sogarunabh�angig vom Volumen wird.Wir kommen noch einmal auf die Aussage (10.14) zur�uck, da� n�amlich der thermi-sche Ausdehnungskoe�zient � f�ur T ! 0 verschwinden mu�. Im Abschnitt 7.2 hat-ten wir f�ur den thermischen Ausdehnungskoe�zienten eines idealen Gases � = 1=T



10. THERMODYNAMIK TIEFER TEMPERATUREN 209berechnet, also einen Ausdruck, der mit T ! 0 sogar divergiert, im krassen Wider-spruch zu (10.14). Aus der Divergenz von � f�ur T ! 0 hatten wir damals geschlossen,da� das Modell des idealen Gases f�ur T ! 0 physikalisch unrealistisch ist. Wir er-kennen jetzt, da� der Hintergrund daf�ur o�enbar ein Widerspruch des Modells desidealen Gases mit dem 3. Hauptsatz ist. Diesen Widerspruch k�onnen wir auch nochan anderen Eigenschaften des Modells erkennen, z.B. an seiner Entropie, die wir imAbschnitt 7.2 als S(T; V;N) = N �s0(T ) + ln VN � : (10.26)hergeleitet hatten. Selbst wenn f�ur T ! 0 der T{abh�angige Anteil s0(T ) ! 0erf�ullen w�urde, bliebe doch S ! N ln (V=N), im Widerspruch zum 3. Hauptsatz.Aber noch nicht einmal s0(T )! 0 ist f�ur T ! 0 erf�ullt, denn das Modell des idealenGases f�uhrt auf konstante W�armekapazit�aten, wie wir in der statistischen Theorienachweisen werden. Mit Cp =const oder CV =const schlie�en wir aus (10.8), da� derT{abh�angige Anteil der Entropie sich wie s0(T ) � lnT verh�alt, also mit T ! 0 sogarlogarithmisch divergiert: S ! �1. Ein weiterer Widerspruch zum 3. Hauptsatz istdie Aussage Cp�CV = N f�ur das ideale Gas, vgl. Abschnitt 7.2, denn gem�a� (10.18)geht (Cp � CV )=T ! 0 f�ur T ! 0.10.3 K�uhlprozesseIn diesem Abschnitt wollen wir eine schematische Darstellung der thermodynami-schen Grundlagen von K�uhlprozessen anhand von drei Beispielen geben. Das Prin-zip dieser Prozesse wird immer darin bestehen, da� ein thermodynamisches Systemunter bestimmten Bedingungen auf Kosten seiner inneren Energie Arbeit leistet, all-gemeiner ausgedr�uckt, entspannt wird, und da� dabei seine Temperatur abnimmt.10.3.1 Der Joule{Thomson{Proze�Ein sehr h�au�g verwendeter K�uhlproze�, wenn auch nicht bis hin zu tiefsten Tem-peraturen, ist der Joule{Thomson{Proze�. Darin wird ein Gas oder eine Fl�ussigkeitaus einem Teilsystem (1) unter konstantem Druck p1 durch eine por�ose Wand in einTeilsystem (2) mit dem konstanten Druck p2 < p1 entspannt. Die por�ose Strukturder Wand soll verhindern, da� die durch sie hindurchgehenden Teilchen unter derWirkung des Druckunterschieds p1� p2 ein makroskopisches Str�omungsfeld aufbau-en. Die por�ose Wandstruktur ist au�erdem ein schlechter W�armeleiter, so da� sich



210 10. THERMODYNAMIK TIEFER TEMPERATURENein Temperaturunterschied zwischen den beiden Teilsystemen ausbilden kann. Wenndas Gesamtsystem thermisch isoliert ist, dann kann nach dem 1. Hauptsatz die Ex-pansionsleistung p2 dV2=dt� p1 dV1=dt des Gesamtsystems nur aus dem UnterschiedU1 � U2 der inneren Energien in den Teilsystemen (1) und (2) stammen:p2 dV2dt � p1 dV1dt = ddt (U1 � U2) : (10.27)Hieraus folgt (mit p1 =const und p2 =const)ddt (U1 + p1 V1) = ddt (U2 + p2 V2) bzw. dH1dt = dH2dt ; (10.28)d.h., bei dem Entspannungsproze� von (1) nach (2) ist die Enthalpie H = U + p Vkonstant. Wir denken uns den Entspannungsproze� station�ar ablaufend, so da� je-des der beiden Teilsysteme (1) und (2) f�ur sich als in einem Gleichgewicht be�nd-lich angenommen werden kann. Wir wollen jetzt untersuchen, ob sich aufgrund derDruckdi�erenz �p = p1� p2 eine Temperaturdi�erenz �T = T1�T2 einstellt. Dazuuntersuchen wir D := (@T=@p)H . Wenn D > 0, stellt sich ein K�uhle�ekt ein. Ausder Fundamentalrelation f�ur die Enthalpie,dH =  @H@T !p dT +  @H@p !T dp (10.29)(bei N =const) folgt D =  @T@p !H = � (@H=@p)T(@H=@T )p : (10.30)Es ist (@H=@T )p = Cp die W�armekapazit�at bei konstantem Druck p, vgl. Abschnitt5.4. Au�erdem gilt analog zu der Beziehung @U@V !T = T  @p@T !V � p;vgl. Abschnitt 4.4, auch  @H@p !T = V � T  @V@T !p : (10.31)



10. THERMODYNAMIK TIEFER TEMPERATUREN 211Einsetzen in (10.30) f�uhrt aufD =  @T@p !H = 1Cp 24T  @V@T !p � V 35 : (10.32)F�ur ein ideales Gas p v = T bzw. p V = N T wirdD = 0. Die Relationen (@H=@p)T =0 und (@U=@V )T = 0 im idealen Gas entsprechen einander. Wir untersuchen deshalbein reales Gas, wie es das van der Waals{Modell beschreibt:�p+ av2� (v � b) = T: (10.33)Hierin interpretieren wir v = v(T; p) als Funktion von T; p und di�erenzieren nachT unter der Bedingung p =const,�2 av3  @v@T !p (v � b) + �p+ av2�  @v@T !p = 1;woraus  @v@T !p = 1p� a=v2 + 2 a b=v3 (10.34)folgt. Wir setzen (10.34) in (10.32) (mit V = N v) ein und eliminieren die Tempe-ratur T durch die Zustandsgleichung (10.33). Das Ergebnis lautetD =  @T@p !H = NCp 2 a=v � 3 a b=v2 � b pp� a=v2 + 2 a b=v3 : (10.35)Wenn wir in diesem Ergebnis b = 0 setzen, wirdD =  @T@p !H = NCp 2 a=vp� a=v2 ;alsoD > 0 im Bereich p > a=v2. Setzen wir jedoch a = 0 in (10.35), erhalten wirD =�N b=Cp < 0, also Erw�armung statt K�uhlung ("Inversion"). Wir schlie�en daraus,da� die Anziehung zwischen den Teilchen des realen Gases aufgrund der van derWaals{Wechselwirkung� a=v2 der entscheidende Grund f�ur den K�uhle�ekt ist, nichtdie gegenseitige Verdr�angung der Teilchen aufgrund ihres Eigenvolumens b. Da� dieanziehende van der Waals{Wechselwirkung bei der Entspannung zu einer Abnahmeder Enthalpie und somit auch der Temperatur f�uhrt, ist physikalisch unmittelbareinleuchtend.



212 10. THERMODYNAMIK TIEFER TEMPERATUREN10.3.2 Kopplung isothermer und adiabatischer ProzesseZur Erreichung tiefster Temperaturen kann man eine Folge von miteinander ver-kn�upften isothermen und adiabatischen Zustands�anderungen einer beliebigen Va-riablen ausf�uhren, z.B. des Volumens V oder des Feldes B0. Hier erl�autern wir dasPrinzip am Beispiel des Volumens, sp�ater gehen wir speziell auf magnetische Syste-me ein. Die beiden Zustands�anderungen sind in der Abbildung 10.1 dargestellt. ImTeilschritt A ! B wird das System isotherm bei der Temperatur TA = TB vomVolumen VA auf VB < VA verdichtet, im Teilschritt B ! C adiabatisch auf denAusgangswert VC = VA wieder entspannt. Wir nehmen an, da� (bei N =const) @S@V !T =  @p@T !V > 0; (10.36)vgl. auch die Fundamentalrelation der freien Energie. Eine Verletzung dieser Bedin-gung w�urde bedeuten, da� man durch Volumenvergr�o�erung beliebig kleine Entro-pien, schlie�lich also den absoluten Nullpunkt erreichen w�urde, andererseits aberauch aufgrund der damit verbundenen Verd�unnung (bei N =const) ein ideales Sy-stem, das jedoch den 3. Hauptsatz verletzen w�urde, wie wir bereits im Abschnitt10.1 nachgewiesen haben. (10.36) besagt, da� in der S � T{Ebene f�ur VB < VA dieKurve S = S(T; VB) unterhalb der Kurve S = S(T; VA) verl�auft. Dann folgt, da�die Temperatur im zweiten, adiabatischen Teilschritt von TB = TA auf TC < TAabsinkt. F�ur diesen zweiten Schritt giltS(TC ; VA) = S(TB; VB) = S(TA; VB): (10.37)Zu gegebenen Werten von TA; VA; VB ist daraus die Endtemperatur TC zu bestim-men.Wir fragen zun�achst, wie gro� die Temperaturabsenkung dT pro VolumenzunahmedV bei der adiabatischen Entspannung ist. Es ist (bei N =const)dS =  @S@T !V dT +  @S@V !T dV; (10.38)so da� f�ur S =const bzw. dS = 0 dTdV !S = �(@S=@V )T(@S=@T )V : (10.39)
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Temperatur T

Entropie S A
BC

V = VA = VC

V = VB
Abbildung 10.1: Kopplung isothermer und adiabatischer Schritte im S � T{DiagrammMit S ! 0 f�ur T ! 0 wird im Z�ahler @S=@V )T in gleicher Ordnung mit T ! 0verschwinden wie S selbst, im Nenner @S=@T )V jedoch in niedrigerer Ordnung,m�oglicherweise sogar einen endlichen Wert erreichen, wenn etwa S � T . In jedemgilt limT!0 dTdV !S = 0; (10.40)d.h., da� mit T ! 0 die pro adiabatischer Volumenzunahme erreichbare Tempera-turabsenkung selbst gegen 0 konvergiert: der absolute Nullpunkt T = 0 ist nicht miteiner endlichen Anzahl von Schritten erreichbar, sondern h�ochstens beliebig naheanzun�ahern. Wenn wir in (10.40) die Relationen @S@V !T =  @p@T !V = ��T ;  @S@T !V = CVTeinsetzen, vgl. auch Abschnitt 10.2, dann erhalten wir



214 10. THERMODYNAMIK TIEFER TEMPERATUREN dTdV !S = � �TCV �T : (10.41)Wenn wir insbesondere S(T; V ) = �(V )T n annehmen, vgl. Abschnitt 10.2, dannwird  @S@V !T = �0(V )T n;  @S@T !V = n�(V )T n�1 (10.42)(�0(V ) bedeutet die Ableitung nach V ) und somit dTdV !S = �T �0(V )�(V ) : (10.43)Die pro adiabatischer Volumenzunahme erreichbare Temperaturabsenkung ver-schwindet linear mit T ! 0. Mit der Modellannahme S(T; V ) = �(V )T n k�onnenwir die Relation (10.37) f�ur die Endtemperatur TC eines endlichen adiabatischenEntspannungsprozesses sogar exakt l�osen:TCTA =  �(VB)�(VA)!1=n < 1; (10.44)denn wegen (10.36) ist �(VB) < �(VA), wenn VB < VA. Auch aus (10.44) schlie�enwir, da� die Endtemperatur TC zwar beliebig niedrig werden kann, jedoch immerpositiv bleibt: TC > 0. Mit einem konstanten Verh�altnis VB=VA der Arbeitsvoluminaw�urden die jeweils erreichbaren Endtemperaturen wie in einer geometrischen Folgeabnehmen. Eine Endtemperatur TC = 0 w�are nur dann erreichbar, wenn �(VB) = 0.Dann w�are jedoch S(T; VB) = 0 f�ur beliebige T , im Widerspruch zur �Uberlegung,da� S = 0 nur f�ur den energetisch tiefsten Zustand U = U0 eintritt.Die Unerreichbarkeit von T = 0 kann man nat�urlich auch anschaulich aus der Abbil-dung 10.1 erkennen: mit einer Folge von gekoppelten isothermen und adiabatischenSchritten kommt man dem absoluten Nullpunkt T = 0 h�ochstens beliebig nahe.Wenn dagegen S(T = 0; VA) > S(T = 0; VB) w�are, was nach dem 3. Hauptsatzausgeschlossen ist, k�onnte man T = 0 mit endlich vielen Schritten erreichen.



10. THERMODYNAMIK TIEFER TEMPERATUREN 21510.3.3 Adiabatische EntmagnetisierungZur Erreichung tiefster Temperaturen wird die im Abschnitt 10.3.2 beschriebeneKopplung isothermer und adiabatischer Prozesse in magnetischen Systemen verwen-det, z.B. in einem Paramagneten, wie wir ihn im Abschnitt 9.1 dargestellt haben.Die Proze�schritte A! B und B ! C aus dem Abschnitt 10.3.2 sind hier:1. A ! B: Isothermes Einschalten eines Feldes von B0 = 0 auf einen Wert B0bei der Temperatur TA = TB,2. B ! C: Adiabatisches Ausschalten des Feldes vom Wert B0 auf B0 = 0, dassogenannte adiabatische Entmagnetisieren.Wieder ist die im zweiten Schritt erreichbare Temperatur TC zu bestimmen aus derBeziehung (10.37), hier analog zu schreiben alsS(TC ; B0 = 0) = S(TA; B0): (10.45)Wir verwenden die Darstellung der Entropie eines Paramagneten aus dem Abschnitt9.1, S(T; �) = S0(T ) +N �(�); � = mB0T ; (10.46)worin �(�) = � Z �0 d�0 �0�0(�0) = �� �(�) + �(�) < 0 (10.47)und �(�) die Magnetisierung als Funktion von B0 und T darstellt: M =(N m=V ) �(mB0=T ). Wir setzen (10.46) in (10.45) ein und beachten, da� �(0) = 0,vgl. (10.47): S0(TC) = S0(TA) +N � �mB0TA � : (10.48)Nun ist S0(T ) monoton steigend, weil die W�armekapazit�at C0 bei B0 = 0 nichtnegativ sein kann,



216 10. THERMODYNAMIK TIEFER TEMPERATURENC0 = T dS0(T )dT > 0;und au�erdem ist �(�) < 0, wie wir im Abschnitt 9.1 gezeigt haben. Das folg-te �ubrigens auch daraus, da� die Entropie mit zunehmendem Feld B0 abnimmt,(@S=@B0)T < 0, weil die magnetische Ordnung mit B0 zunimmt. Mit diesen beidenFeststellungen folgt aus (10.48), da� TC < TA. Wenn wir im linearen Bereich derMagnetisierung als Funktion des Feldes bleiben, also annehmen, da� die magnetischeSuszeptibilit�at unabh�angig vom Feld ist, dann wird �(�) � � � und �(�) � �� �2=2,vgl. Abschnitt 9.1. Wir wollen au�erdem im Sinne einer Modellrechnung annehmen,da� die Entropie S0(T ) eine lineare Funktion der Temperatur ist, S0(T ) = �0 T .Dann wird aus (10.48) TC = TA � �N2�0 �mB0TA �2 : (10.49)Diese Relation darf nat�urlich nicht bei beliebig tiefen Temperaturen TA angewendetwerden, denn zum einen darf dann nicht mehr in � = mB0=T linearisiert werden undzum anderen machen sich bei hinreichend tiefen Temperaturen doch Wechselwirkun-gen zwischen den magnetischen Momenten bemerkbar, die aus dem Paramagnetenz.B. einen Ferromagneten werden lassen k�onnen.



Kapitel 11
Die statistische Physik desGleichgewichts
Jede thermodynamische Theorie setzt sich als Ziel, ein System mit einer sehr gro�enAnzahl von Freiheitsgraden durch wenige makroskopische Variablen, auch Makrova-riablen genannt, zu beschreiben. Eine Schl�usselrolle nimmt dabei die MakrovariableEntropie ein. Sie ist ein logarithmisches Ma� f�ur die Anzahl der Mikrozust�ande,durch die ein Makrozustand repr�asentiert wird. Die wesentliche Aussage �uber dieEntropie ist, da� sie in isolierten Systemen nicht abnehmen kann, weil Makro-zust�ande mit einer gr�o�eren Anzahl repr�asentativer Mikrozust�ande eine gr�o�ereWahrscheinlichkeit f�ur ihre Realisierung besitzen. Im thermodynamischen Grenz-fall unendlich vieler Freiheitsgrade wird dieser Wahrscheinlichkeitsvorteil unendlichgro�.Diese noch sehr allgemeinen Aussagen bilden die Grundlage der sogenannten ph�ano-menologischen Theorie der Thermodynamik, die wir in den vorangegangenen Kapi-teln in ihren Grundz�ugen entwickelt haben. Darin spielte also nur die Existenz einerMikrodynamik und die sehr gro�e Anzahl ihrer Freiheitsgrade und ihrer Zust�ande ineinem thermodynamischen System eine Rolle, nicht jedoch, wie diese Mikrodynamikim einzelnen bescha�en ist und welche Auswirkungen der Typ der Mikrodynamikauf die thermodynamische Makrodynamik hat. Lediglich in den Kapiteln �uber realeGase, Magnetismus und die Landau{Theorie hatten wir den Typ der Mikrodynamiketwas weitergehender eingeengt, n�amlich angenommen, da� es eine Wechselwirkungzwischen den mikroskopischen Freiheitsgraden geben soll. Die sogenannte statisti-sche Theorie der Thermodynamik, die wir mit diesem Kapitel beginnen, setzt sichim Unterschied zur soeben genannten ph�anomenologischen Theorie als Ziel, aus derim einzelnen zu beschreibenden Mikrodynamik eines Systems auf sein m�oglicherwei-se typisches thermodynamisches Verhalten zu schlie�en. Aus der Rahmentheorie derph�anomenologischen Thermodynamik wird dann eine detaillierte Theorie f�ur spezi-elle Systeme. Dieses Programm ist jedoch, wie sich bald zeigen wird, nur f�ur sehr217



218 11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIKeinfache Typen von Mikrodynamiken analytisch ausf�uhrbar, und das im wesentli-chen auch nur f�ur thermodynamische Gleichgewichtszust�ande.In diesem Kapitel wollen wir nun zun�achst die grundlegenden Begri�e und Aussagenkennenlernen, auf denen sich die statistische Theorie gr�undet, und zwar sowohl inder klassischen als auch in der quantentheoretischen Version.11.1 Mikrodynamik im klassischen PhasenraumWir beginnen mit der klassischen Beschreibung der Dynamik der mikroskopischenFreiheitsgrade durch die kanonische Theorie der klassischen Mechanik. Das Systemhabe f Freiheitsgrade, beschrieben durch je f Koordinaten q1; q2; : : : ; qf und ver-allgemeinerte Impulse p1; p2; : : : ; pf . In einem System von N Teilchen, die keineweiteren inneren Freiheitsgrade mehr besitzen, ist f = 3N . In jedem Fall geht dieAnzahl der Freiheitsgrade im thermodynamischen Limes gegen Unendlich: f !1.Die 2 f Koordinaten und Impulse bilden den sogenannten Phasenraum des Systems.F�ur N Teilchen ohne innere Freiheitsgrade besitzt der Phasenraum die Dimension2 f = 6N . Die mikroskopische Dynamik wird beschrieben durch die kanonischenBewegungsgleichungendqidt = @H@pi ; dpidt = �@H@qi ; i = 1; 2; : : : ; f; (11.1)worin H = H(q1; q2; : : : ; qf ; p1; p2; : : : ; pf) die Hamilton{Funktion des Systems ist.In zeitlich translationsinvarianten, also die Energie erhaltenden Systemen ist H dieGesamtenergie als Funktion der Koordinaten und Impulse. F�ur ein System von Teil-chen ohne innere Freiheitsgrade, die paarweise untereinander wechselwirken k�onnen,hat die Hamilton{Funktion die FormH = NXj=1 12m p2j + 12 NXj;k=1W (jrj � rkj) ; (11.2)worin W (rjk) das vom Abstand rjk = jrj�rkj zweier Teilchen j; k abh�angige Wech-selwirkungspotential ist. Die kanonischen Koordinaten q1; q2; : : : ; qf und Impulsep1; p2; : : : ; pf sind als die kartesischen Koordinaten der Orts{ und Impulsvektorenrj und pj f�ur j = 1; 2; : : : ; N zu interpretieren.In den obigen Formulierungen haben wir implizit eine weitere Annahme gemacht: dieHamilton{Funktion soll nur von den Systemvariablen qi; pi bzw. im Beispiel nur von



11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIK 219den Orten rj und Impulsen pj der Teilchen abh�angen, nicht jedoch von Variablen,die die physikalische Umgebung des Systems beschreiben und auch nicht explizitvon der Zeit t, womit zugleich auch die Energieerhaltung gesichert ist. Wir nehmenalso an, da� das betrachtete thermodynamische System keine Wechelwirkungen mitder Umgebung hat, also isoliert ist. Diese Annahme wollen wir in diesem Kapitelbeibehalten. Im n�achsten Kapitel werden wir darstellen, wie die Theorie auf o�eneSystemene zu erweitern ist.Im folgenden k�urzen wir die Schreibweise der kanonischen Variablen mit (q; p)ab. Darin sind q und p je als f{dimensionale Vektoren q �= (q1; q2; : : : ; qf ) bzw.p �= (p1; p2; : : : ; pf) zu lesen. Jeder Punkt (q0; p0) des Phasenraums stellt einenm�oglichen Bewegungszustand des Systems dar, der sich eindeutig in die Zukunftweiterentwickelt. Die Weiterentwicklung wird durch die L�osung (q(t); p(t)) der Di�e-rentialgleichungen (11.1) zum Anfangswert (q(t = 0); p(t = 0)) = (q0; p0) bestimmt.Diese L�osung beschreibt eine Bahn im Phasenraum, die man auch eine Trajekto-rie nennt. Von jedem Punkt im Phasenraum geht also eindeutig eine Trajektorieaus. Wir nehmen weiter an, da� die Bewegungsgleichungen (11.1), die wir in derverk�urzten Schreibweise als dqdt = @H@p ; dpdt = �@H@q (11.3)formulieren, invariant gegen Zeitumkehr sind:t! �t; q ! q; p! �p; H(q; p)! H(q;�p) = H(q; p): (11.4)Das bedeutet, da� mit (q(t); p(t)) auch (q(�t); p(�t)) eine m�ogliche Trajektorie ist,die dieselbe Anfangsbedingung (q(t = 0); p(t = 0)) = (q0; p0) wie (q(t); p(t)) erf�ullt.Jeder Bewegungszustand (q0; p0) hat also nicht nur eine eindeutige Zukunft, son-dern auch eine eindeutige Vergangenheit. Aus diesen �Uberlegungen folgt: durchjeden Phasenraumpunkt l�auft genau eine Trajektorie, die nirgends beginnen undnirgends enden kann. Eine weitere Folgerung daraus ist, da� Trajektorien sich auchnicht schneiden k�onnen, weil dann durch den Schnittpunkt zwei Trajektorien liefen,Zukunft und Vergangenheit dort also nicht mehr eindeutig bestimmt w�aren.Wir wenden uns jetzt der Frage zu, wie sich makroskopische, thermodynamischeAussagen auf die Mikrodynamik st�utzen lassen. Nat�urlich lassen sich s�amtliche ther-modynamischen Variablen eines Systems bestimmen, wenn sein mikrodynamischerZustand (q; p) zu einem Zeitpunkt und damit auch f�ur die Zukunft bekannt ist. Die-sen Weg beschreitet die Methode der Molecular Dynamics (MD), die wir bereits imAbschnitt 1.2 erw�ahnt hatten. Sie l�ost die Bewegungsgleichungen (11.1) bzw. (11.3)



220 11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIKunter Einsatz sehr gro�er Rechenleistungen auf einem Computer f�ur alle Teilchen,d.h., sie bestimmt eine Systemtrajektorie, und gewinnt daraus durch Informations-verdichtung thermodynamische Aussagen. Das ist heute f�ur Modellsysteme bis zurGr�o�enordnung von einigen 106 Teilchen m�oglich. Die statistische Thermodynamikdagegen geht von der Situation aus, da� durch thermodynamische Messungen aneinem System auch nur thermodynamische Informationen vorliegen, die bei wei-tem nicht ausreichen, um den vollst�andigen mikrodynamischen Zustand (q; p) desSystems zu bestimmen.Eine naheliegender Gedanke in dieser Situation ist es, da� eine thermodynamischeAussage nicht einem einzigen mikrodynamischen Zustand (q; p) zu einer bestimmtenZeit zuzuordnen ist, sondern einem zeitlichen Mittelwert �uber einen Zeitraum � , derauf der Skala der makroskopischen Abl�aufe sehr kurz, auf der Skala der Mikrodyna-mik der einzelnen Freiheitsgrade jedoch sehr lang ist. Wir gehen diesem Gedankennach, indem wir einen Auschnitt aus der Systembewegung (q(t); p(t)) zwischen denZeiten t = 0 und t = � betrachten. Es sei x(q; p) eine Phasenraumfunktion, dieeine physikalische Eigenschaft, insbesondere auch eine makroskopische thermodyna-mische Variable des Systems beschreibt wie z.B. die Energie, die Teilchenzahl oderdie Dichte in einem Teilsystem oder auch den Druck auf die Systemwand. Dann istdurch x� = 1� Z �0 dt x (q(t); p(t)) (11.5)der zeitliche Mittelwert der Gr�o�e x im Zeitintervall (0; �) de�niert. Rein formalkann man x� auch schreiben alsx� = Z d� x(q; p) f � (q; p); (11.6)�� (q; p) = 1� Z �0 dt � (q � q(t)) � (p� p(t)) : (11.7)Hierin ist d� = dq dp das 2 f{dimensionale Volumenelement im Phasenraum und�(q) die f{dimensionale Diracsche Deltafunktion, entsprechend �(p). O�ensichtlichkann man �� (q; p) d� als den Bruchteil der Zeit � interpretieren, w�ahrend dessensich die Trajektorie im Volumenelement d� aufh�alt. Es liegt nun nahe, durch�(q; p) := lim�!1�� (q; p) = lim�!1 1� Z �0 dt � (q � q(t)) � (p� p(t)) (11.8)eine Phasenraumdichte von Trajektorien zu de�nieren, mit der man ganz allgemeinMittelwerte von Phasenraumfunktionen x(q; p) analog zu (11.6), also durch



11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIK 221x = Z d� x(q; p) �(q; p) (11.9)bestimmen kann, ohne sich auf Ausschnitte aus einer speziellen Trajektorie zust�utzen. Der Limes � ! 1 bedingt f�ur ein isoliertes System, da� sein makrosko-pischer Zustand das thermodynamische Gleichgewicht ist. Dieses Konzept ist abernur dann thermodynamisch befriedigend, wenn1. die Trajektorie wenigstens einmal durch jedes Phasenraumelement d� l�auftund nicht etwa ganze Bereiche im Phasenraum ausspart und2. dieses auch bereits w�ahrend makroskopisch realisierbarer Mittelungszeiten �tut.Zum Punkt 1 versucht die sogenannte Ergodentheorie Aussagen zu gewinnen. Esgibt allerdings nur sehr wenige Modellsysteme mit physikalisch eher unrealistischenEigenschaften, in denen man die Ergodizit�at, d.h., die Erf�ullung der Bedingung imPunkt 1 explizit nachgewiesen hat. Noch problematischer ist aber der Punkt 2. Umdie Gr�o�enordnung von hinreichenden Mittelungszeiten � abzusch�atzen, greifen wirauf ein sehr viel einfacheres Modellsystem zur�uck, n�amlich auf das bereits fr�uher alsModell verwendete System aus einer AnzahlN ortsfester Spins von Elektronen mit jezwei m�oglichen Einstellungen. Dessen Phasenraum ist nicht klassisch beschreibbar,sondern ist der quantentheoretische Zustandsraum s�amtlicher 2N Spinkon�guratio-nen. Wir wollen absch�atzen, welche Zeit � mindestens erforderlich ist, damit jededieser Kon�gurationen einmal realisiert wird. Es sei �t die Zeit, die im Mittel zwi-schen zwei Spinip{Prozessen "!# oder #!" eines einzelnen Spins vergeht. Dann ist�t=N die Zeit, die im Mittel zwischen zwei Spinip{Prozessen des Gesamtsystemsvergeht und � = 2N �tNdie Gr�o�enordnung der Zeit, die erforderlich ist, um jede Spinkon�guration einmalzu realisieren. Um eine Absch�atzung zu gewinnen, w�ahlen wir �t gleich der Zeit,w�ahrend der - in klassischer Interpretation - ein Elektron im H{Atom einmal umden Kern uml�auft: �t = �hE0 = �4 � �0e2 �2 2 �h3m ;(E0 =Grundzustandsenergie, e =Elementarladung, m =Elektronenmasse). Es istphysikalisch einsichtig, da� auch ein Spinip nicht wesentlich schneller erfolgen



222 11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIKkann. Einsetzen der Werte f�uhrt auf �t > 10�17s. F�ur die Systemgr�o�e w�ahlenwir N = 103, entsprechend einem W�urfel mit je 10 Spins pro Kantenl�ange. Einsolches System verdient kaum mehr die Charakterisierung thermodynamisch. Den-noch ergibt sich dann bereits ein � > 10300s. Diesen Wert vergleichen wir mit demAlter des Universums von einigen 1017s. Das Fazit lautet: das Alter des Universumsreicht noch nicht einmal aus, um in einem auf der makroskopischen Skala extremkleinen System wenigstens s�amtliche Mikrozust�ande nur einmal zu realisieren. DasKonzept der Dichte von Trajektorien im Phasenraum im Sinne eines Zeitmittels alsGrundlage f�ur die Interpretation makroskopischer Messungen erscheint physikalischunrealistisch, und zwar selbst dann, wenn das System ergodisch ist, was f�ur dasSpinsystem nat�urlich zutri�t.Wenn nun rein empirisch die Zeitmittel von Systemen im thermodynamischenGleichgewicht �uber relativ sehr kurze Trajektorien innerhalb physikalisch realisti-scher Zeiten � �ubereinstimmen, was �ubrigens ja auch in Simulationen der MD fest-gestellt wird, dann kann das o�enbar nur bedeuten, da� der Phasenraum in bezugauf makroskopische Eigenschaften sehr homogen ist. Zeitmittel sind o�enbar weitge-hend unabh�angig von der Startposition der gemittelten Trajektorie im Phasenraum.Der Gedanke eines thermodynamisch weitgehend homogenen Phasenraums ist dieGrundlage der sogenannten Ensemble{Theorie der statistischen Thermodynamik,mit der wir im folgenden Kapitel beginnen werden.11.2 Ensemble und der Liouvillesche SatzEin Ensemble ist eine gedankliche Konstruktion: wir denken uns eine sehr gro�eAnzahlM physikalisch identischer Kopien des isolierten Originalsystems, die sich inbeliebigen Bewegungszust�anden be�nden k�onnen, dargestellt durch Ensemblepunkte(q; p) im Phasenraum. Jeder Ensemblepunkt charakterisiert den Bewegungszustandeines Ensemblemitglieds. Wir wollen annehmen, da� wir das Ensemble durch eineEnsembledichte �(q; p; t) beschreiben k�onnen: �(q; p; t) d� soll der Bruchteil der MPhasenraumpunkte sein, der sich zur Zeit t im Phasenraumelement d� = dq dp bei(q; p) aufh�alt. Damit ist auch bereits gesagt, da� die Ensembledichte auf den Wert1 normiert sein soll: Z d��(q; p; t) = 1: (11.10)Diese Normierung erlaubt auch die Interpretation, da� �(q; p; t) d� die Wahrschein-lichkeit ist, den Ensemblepunkt eines beliebig herausgegri�enen Ensemblemitgliedesim Element d� bei (q; p) zu �nden. Die Dichte �(q; p; t) soll eine kontinuierliche



11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIK 223und sogar stetig di�erenzierbare Funktion von q und p sein, was nat�urlich nur imGrenzfall M ! 1 vorstellbar ist. Sie wird in der Ensemble{Theorie die Rolle desZeitmittels aus dem vorhergehenden Abschnitt �ubernehmen, kann jetzt aber auchexplizit von der Zeit abh�angen.Da sich die Ensemblepunkte gem�a� den Bewegungsgleichungen (11.1) bewegen,k�onnen wir uns das Ensemble wie eine durch den Phasenraum str�omende Fl�ussig-keit vorstellen. Wir werden im folgenden die Begri�sbildungen f�ur die Str�omungeiner gew�ohnlichen Fl�ussigkeit aus dem Abschnitt 3.6 �ubernehmen und auf den 2 f{dimensionalen Phasenraum �ubertragen. �Aquivalent zur Aussage der Bewegungsglei-chungen (11.1) ist die Feststellung, da� das Ensemble dem lokalen Geschwindigkeits-feld v =  dqdt ; dpdt! =  @H@p ;�@H@q ! (11.11)folgt. Die Ensemblepunkte werden analog dem Transport der Gesamtmasse in einergew�ohnlichen Fl�ussigkeit konvektiv transportiert, d.h., ihre Flu�dichte betr�agt j =� v.Ein im Phasenraum ortsfester Beobachter wird eine zeitliche �Anderung @�=@t derEnsembledichte feststellen, wenn diese explizit von der Zeit abh�angt. Ein mitbeweg-ter Beobachter registriert jedoch die totale Zeitableitung:d�dt = @�@t + @�@q dqdt + @�@p dpdt= @�@t + @�@q @H@p � @�@p @H@q= @�@t + f�;Hg ; (11.12)worin f�;Hg die Poisson{Klammer der klassischen Mechanik ist. Der LiouvillescheSatz besagt nun, da� d�=dt = 0, ausf�uhrlich geschriebend�dt = @�@t + f�;Hg = 0: (11.13)Der mitbewegte Beobachter registriert nach diesem Satz also eine konstante Dichtedes Ensembles, bzw. die Ensemblestr�omung ist inkompressibel. Ein sehr einfacher



224 11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIKBeweis des Liouvilleschen Satzes geht von einem mit der Ensemblestr�omung mitbe-wegten Bereich �t des Phasenraums aus, dessen (2 f � 1){dimensionale einh�ullen-de Hyper�ache @�t ebenfalls aus sich bewegenden Ensemblepunkten besteht. DieAnzahl der Ensemblepunkte in �t ist zeitlich konstant, weil keine Trajektorie dieEinh�ullende @�t schneiden kann. W�are das n�amlich der Fall, dann w�urden sich zweiTrajektorien eines inneren Ensemblepunktes und eines Punktes auf @�t schneiden,was nach unseren �Uberlegungen im vorhergehenden Abschnitt ausgeschlossen ist. Inder kanonischen Theorie der klassischen Mechanik wird au�erdem gezeigt, da� das2 f{dimensionale Phasenraumvolumen des mitstr�omenden Bereichs �t zeitlich kon-stant ist, wobei seine Form sich allerdings �andern kann. Aus den beiden Aussagenfolgt, da� dann auch die Dichte als der Quotient aus Anzahl der Ensemblepunkteund Phasenraumvolumen zeitlich konstant ist.Wir k�onnen den Beweis des Liouvilleschen Satzes aber auch formal f�uhren. Dazubetrachten wir jetzt einen r�aumlich und zeitlich festen Bereich �0 des Phasenraums.Dann ist b0(t) = Z�0 d� �(q; p; t) (11.14)der Bruchteil der Ensemblepunkte, der sich zur Zeit t in �0 aufh�alt. Weil �0 zeitun-abh�angig sein sollte, l�a�t sich die zeitliche �Anderung von b0(t) schreiben alsb0(t)dt = Z�0 d� @�@t : (11.15)Weil keine Trajektorie in �0 beginnt oder endet, kann es zu einem db0(t)=dt 6= 0nur dadurch kommen, da� netto Phasenraumpunkte �uber die Einh�ullende @�0 in �0ein{ oder aus �0 ausstr�omen, und zwar mit der Flu�dichte j = � v, wie wir obenbemerkt hatten: b0(t)dt = � Z@�0 dA� � v: (11.16)Hier ist dA� das Element der (2 f � 1){dimensionalen Hyper�ache @�0, die �0einh�ullt. Das Minuszeichen ber�ucksichtigt, da� das Element dA� in Normalenrich-tung nach au�en weisen soll, also dA� � v > 0 einen Strom nach au�en bzw. eineAbnahme von Ensemblepunkten bedeutet, und umgekehrt. Die einfachste Vorstel-lung dazu folgt dem Bild im normalen dreidimensionalen Raum, vgl. Abschnitt 3.6,wo das Fl�achenelement df der Einh�ullenden eines Volumenbereichs V ebenfalls dieRichtung der Normalen nach au�en haben sollte. Ebenso wie im dreidimensionalen



11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIK 225Raum gilt auch im 2 f{dimensionalen Phasenraum ein Gau�scher Integralsatz, unterdessen Verwendung wir (11.16) wie folgt weiter umformen k�onnen:b0(t)dt = � Z@�0 dA� � v = � Z�0 d�Div(� v): (11.17)Hier ist Div(� v) das Phasenraum{Analogon der gew�ohnlichen dreidimensionalenDivergenz. Nochmals ausf�uhrlich geschrieben ist sie de�niert als
Div(� v) = fXi=1 " @@qi  � dqidt !+ @@pi  � dpidt !#= fXi=1 " @@qi  � @H@pi !� @@pi  � @H@qi !# : (11.18)Wir setzen die rechten Seiten von (11.15) und (11.17) gleich und beachten, da� dieseAussagen f�ur beliebige Bereiche �0 zutre�en sollen. Daraus folgt in der �ublichenWeise die Gleichheit der Integranden, und wir erhalten@�@t +Div(� v) = 0: (11.19)Dieses ist die Form einer Kontinuit�atsgleichung bzw. eines Erhaltungssatzes. Er ent-spricht dem Erhaltungssatz f�ur die Gesamtmasse bei der gew�ohnlichen Str�omung,vgl. Abschnitt 3.6, und dr�uckt hier die Erhaltung der Anzahl der Ensemblepunkteaus. Jetzt f�uhren wir die spezielle Form (11.11) der Phasenraumstr�omung in dieDivergenz in (11.19) ein und erhalten unter Verwendung der Produktregel f�ur dieDi�erentiation (wieder in verk�urzter Schreibweise)

Div(� v) = @@q  � dqdt!+ @@p  � dpdt!= @@q  � @H@p !� @@p  � @H@q != @�@q @H@p � @�@p @H@q + �  @2H@q @p � @2H@p @q!= f�;Hg : (11.20)



226 11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIKIm letzten Schritt haben wir angenommen, da� die gemischten partiellen Ableitun-gen von H nach q und p nicht von der Reihenfolge der Ableitungen abh�angen, undwieder die Schreibweise der Poisson{Klammer benutzt. Unter Verwendung diesesErgebnisses lautet die Kontinuit�atsgleichung (11.19)@�@t + f�;Hg = 0; (11.21)was �aquivalent zum Liouvilleschen Satz in der Form (11.13) ist. Der entscheidendeSchritt in unserem formalen Beweis warDiv v = @@q  dqdt!+ @@p  dpdt! = @2H@q @p � @2H@p @q = 0: (11.22)Div v = 0 ist eine zu d�=dt = 0 �aquivalente Formulierung der Inkompressibilit�ateiner Str�omung, vgl. Abschnitt 3.6.11.3 Das mikrokanonische Ensemble des Gleich-gewichtsIm vorangegangenen Abschnitt haben wir beschrieben, wie ein Ensemble durch denPhasenraum str�omt. Wir hatten dem Begri� des Ensembles aber noch keine physi-kalische Bedeutung zugewiesen. Das soll in diesem Abschnitt geschehen. Die Fragelautet, in welcher Weise wir ein Ensemble verwenden k�onnen, um ein thermodyna-misches Gleichgewicht eines isolierten Systems zu beschreiben. Die Verbindung zwi-schen dem makroskopischen Begri� des thermodynamischen Gleichgewichts und dermikroskopischen Ensembledichte �(q; p; t) soll dadurch gegeben sein, da� �(q; p; t) d�die Wahrscheinlichkeit ist, in einem Gedankenexperiment den Mikrozustand desthermodynamischen Systems bei einer Momentaufnahme zur Zeit t im Phasenrau-melement d� beim Phasenraumpunkt (q; p) zu �nden. Da das thermodynamischeGleichgewicht station�ar ist, seine Makrovariablen also zeitlich konstant sind, werdenwir zun�achst fordern, da� auch die Wahrscheinlichkeit �(q; p; t) d� station�ar ist, also@�=@t = 0. Aus dem Liouvilleschen Satz (11.21) folgt dann auch@�@t = 0 () f�;Hg = 0: (11.23)f�;Hg = 0 besagt, da� die Ensembledichte � ein Integral der Bewegung ist, auchKonstante der Bewegung genannt. Da die Einf�uhrung des Begri�s des Ensembles



11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIK 227keine neues Integral der Bewegung begr�undet, kann � nur eine Funktion aller un-abh�angigen Integrale der Bewegung ��(q; p); � = 1; 2; : : : sein:� = � (�1(q; p);�2(q; p); : : :) ; f��; Hg = 0; � = 1; 2; : : : (11.24)Die Eigenschaft der Unabh�angigkeit der �� ist dadurch de�niert, da� die vollst�andi-gen Di�erentiale d�� = @��@q dq + @��@p dplinear unabh�angig sein sollen. Unter den Integralen der Bewegung be�nden sich dieErhaltungsgr�o�en, die durch Invarianzen des Systems bedingt sind: Energie, Impuls,Drehimpuls, Teilchenzahl, Masse und elektrische Ladung, falls die Teilchen geladensind. Dieses sind extensive, makroskopische Variablen, die auch als thermodynami-sche Variablen auftreten k�onnen. Allerdings sind Impuls und Drehimpuls nur dannerhalten, wenn das System translations{ und rotationsinvariant ist, was im allge-meinen wegen des Vorhandenseins von abschlie�enden W�anden, zumal im isoliertenSystem, nicht der Fall ist. Die Erhaltung der Teilchenzahl N ist in unserem bis-herigen Formalismus durch die Wahl des Phasenraums mit einer festen Zahl vonFreiheitsgraden identisch erf�ullt und braucht deshalb nicht explizit durch ein Inte-gral ��(q; p) beschrieben zu werden. Die Erhaltung der Masse ist damit ebenfallserf�ullt, wenn wir zun�achst von Kernreaktionen absehen, desgleichen ist die Erhal-tung der elektrischen Ladung bereits mit der Teilchenzahlerhaltung erf�ullt. �Ubrigensist auch das Volumen V des Systems durch Randbedingungen in den Ortskoordi-naten q des Phasenraums bereits festgelegt. Somit verbleibt allein die Energie alsmakroskopisches Integral der Bewegung. Da die Energie in einem isolierten Systemeinen festen Wert U besitzt, der zugleich den Wert der inneren Energie im Sinneder Thermodynamik darstellt, mu� �(q; p) = 0 f�ur alle Phasenraumpunkte sein, f�urdie H(q; p) 6= U ist. Da �(q; p) aber �uber den gesamten Phasenraum normiert seinsollte, vgl. (11.10), kann �(q; p) nur die Form�(q; p) = ~�(q; p) � (H(q; p)� U) (11.25)haben, worin ~�(q; p) die Abh�angigkeit von den �ubrigen, nicht{makroskopischen Inte-gralen der Bewegung enth�alt. Die Funktion �(: : :) ist hier die Diracsche Deltafunk-tion einer skalaren Variablen, n�amlich der Energie.An dieser Stelle f�uhren wir nun ein entscheidendes Postulat in die Theorie ein,n�amlich, da� in (11.25) ~�(q; p) =konstant sein soll, in anderen Worten: die Ensemb-ledichte f�ur das thermodynamische Gleichgewicht soll ausschlie�lich von den Makro-variablen abh�angen, durch die das Gleichgewicht selbst bestimmt ist, in unserem Fall



228 11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIKdurch U; V;N . Eine andere Ausdrucksweise daf�ur lautet: Postulat gleicher a priori{Wahrscheinlichkeiten. Es besagt, da� physikalische Zust�ande, die sich durch keinemakroskopische bzw. thermodynamische Charakterisierung unterscheiden lassen, imthermodynamischen Gleichgewicht gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen sollen. Eineetwas anschaulichere Sprechweise formuliert das Postulat als das "Prinzip maxima-ler Vorurteilslosigkeit". Wir werden auf diese Sprechweise im folgenden Kapitel nocheinmal zur�uckkommen.Das Postulat gleicher a priori{Wahrscheinlichkeiten erscheint unmittelbar einleuch-tend. Und doch m�ussen wir feststellen, da� seine Aussage o�ensichtlich davonabh�angt, wie die physikalischen Zust�ande, die gleiche a priori{Wahrscheinlichkeitenbesitzen sollen, zu z�ahlen sind. Wenn wir ~�(q; p) =konstant fordern und dann etwaden Phasenraum der (q; p) einer Transformation unterwerfen, bei der die Phasenrau-melemente d� nicht invariant sind, erhielten wir eine transformierte Ensembledich-te, die nicht mehr konstant w�are. Das folgt daraus, da� ~�(q; p) d� die Bedeutungeiner Wahrscheinlichkeit (pro Energie) hat, die zumindest prinzipiell physikalischme�bar ist und darum invariant sein mu�. Nun wissen wir aber, da� gerade diekanonischen Transformationen, die dadurch de�niert sind, da� sie die Bewegungs-gleichungen (11.1) unge�andert lassen, auch die Phasenraumelemente d� unge�andertlassen, au�erdem �ubrigens auch die Poisson{Klammern f: : : ; : : :g. Auch die System-bewegung selbst ist eine solche kanonische Transformation. Man sagt, da� d� eininvariantes Ma� unter kanonischen Transformationen und damit unter den physika-lischen Bewegungen des Systems ist, und es ist au�erdem die einzige Invariante, dieden Charakter eines Ma�es besitzt, also additiv ist. Erst diese Invarianz�uberlegungenmachen das Postulat der gleichen a priori{Wahrscheinlichkeit physikalisch �uberzeu-gend. Letztlich allerdings kann nur der Vergleich der me�baren Konsequenzen einesPostulats mit den empirischen Befunden dar�uber entscheiden, ob das Postulat ge-rechtfertigt ist.Bevor wir nun (11.25) mit ~�(q; p) =konstant in eine praktikable Form umschreiben,�uberlegen wir die physikalischen Dimensionen der darin vorkommenden Gr�o�en. DerAusdruck �(q; p) d� ist eine Wahrscheinlichkeit und somit dimensionslos. Das Pha-senraumelement dqi dpi des einzelnen Freiheitsgrades besitzt die Dimension L�ange� Impuls, also Wirkung. Wir wollen nun auch d� dimensionslos machen und �andernseine De�nition ab in d� = 1hf dq dp = fYi=1 dqi dpih ;worin h die Dimension einer Wirkung besitzt und als Phasenraumeinheit interpre-tiert werden kann. Deren Wert ist hier zun�achst belanglos, denn es soll auch mit demabge�anderten d� bei der Normierung (11.10) bleiben, d.h., auch die Ensembledichte



11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIK 229wird abge�andert und dadurch dimensionslos. Sp�ater werden wir im Zusammenhangmit der Quantenstatistik zeigen, da� die Phasenraumeinheit h tats�achlich physika-lische Realit�at erh�alt und das Plancksche Wirkungsquantum ist.Die �{Funktion �(H(q; p) � U) hat die Dimension einer inversen Energie, weil dasEnergie{Integral �uber �(H(q; p)�U) gleich 1, also dimensionslos ist. Insgesamt folgtdaraus, da� die Faktorfunktion ~�(q; p) in (11.25) die Dimension Energie besitzt. Ausdiesem Grund schreiben wir (11.25) zusammen mit dem Postulat gleicher a priori{Wahrscheinlichkeiten in der Form�(q; p) = �UW � (H(q; p)� U) ; (11.26)worin �U ein Energieparameter ist, dessen Gr�o�enordnung wir zun�achst o�en lassen,undW ein dimensionsloser Normierungsquotient, dessen Wert wir durch Integration�uber den Phasenraum unter Beachtung der Normierung (11.10) bestimmen:W = �U Z d� � (H(q; p)� U) : (11.27)Um die Bedeutung von W zu erkennen, bilden wir das Phasenraumvolumen �(U)der Zust�ande (q; p) mit Energien H(q; p) � U in Einheiten von hf :�(U) := Z d�� (U �H(q; p)) ; (11.28)worin �(�) die Heavysidesche Sprungfunktion ist:�(�) = ( 1 � � 0;0 � < 0: (11.29)Die Ableitung d�(U)dU = Z d� � (H(q; p)� U) ; (11.30)hat dann die Bedeutung des Phasenraumsvolumens pro Energie dU in Einheitenvon hf , auch Zustandsdichte genannt. Wir k�onnen W aus (11.27) also auch in derForm



230 11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIKW = d�(U)dU �U = �(U +�U)� �(U) (11.31)schreiben, wobei wir im letzten Schritt �U � U vorausgesetzt haben, was im ther-modynamischen Limes stets erf�ullt ist. Aus (11.31) erkennen wir, da� W die Be-deutung eines Ma�es f�ur die Anzahl von Phasenraumpunkten im Energieintervallzwischen U und U + �U hat, und zwar gemessen in Einheiten von hf . Diese Pha-senraumpunkte besitzen die Energie H(q; p) = U bis auf Abweichungen von derOrdnung �U � U im thermodynamischen Limes.Wir stellen jetzt die Verbindung zwischen der Mikrodynamik und der Thermodyna-mik her, indem wir die Anzahl W von Mikrozust�anden mit der Energie H(q; p) = Uidenti�zieren mit der im Abschnitt 2.3 eingef�uhrten Zahl von Mikrozust�anden, diedas Gleichgewicht eines isolierten Systems repr�asentieren und durch die gem�a�S = lnW die Entropie dieses Gleichgewichts gegeben ist. Durch die Wahl des Pha-senraums mit einer festen Anzahl von Freiheitsgraden und mit entsprechenden Rand-bedingungen f�ur die Ortskoordinaten q sind die in W gez�ahlten Zust�ande au�erdemdurch eine feste Teilchenzahl N und durch ein festes Volumen V charakterisiert, wiewir oben bereits angemerkt hatten. Damit wird W in (11.27) oder (11.31) zu einerFunktion von U; V;N : W = W (U; V;N). Wir erhalten alsoS(U; V;N) = lnW (U; V;N) = ln��U Z d� � (H(q; p)� U)� : (11.32)Das durch die Ensembledichte �(q; p) in (11.26) de�nierte Ensemble hei�t das mikro-kanonische Ensemble und W (U; V;N) die mikrokanonische Zustandssumme. Wennes gelingt, die rechte Seite von (11.32) durch eine Integration im mikrodynamischenPhasenraum zu berechnen, dann ist daraus die Thermodynamik gem�a� @S@U !V;N = 1T ;  @S@V !U;N = pT ;  @S@N !U;V = ��T : (11.33)zu entwickeln, vgl. Kapitel 2. Wir sehen jetzt auch, da� in der klassischen Statistikdieses Abschnitts die Phasenraumeinheit h bzw. hf keine Rolle spielt. Wenn wirn�amlich den Logarithmus bilden, f�allt der additive Term � lnhf aus d� bei den Ab-leitungen in (11.33) heraus. Aus dem gleichen Grund spielt auch das Energieintervall�U , das wir aus Gr�unden der physikalischen Dimension eingef�uhrt hatten, hier kei-ne Rolle. Auch die Wahl der Gr�o�enordnung von �U ist weitgehend unerheblich: inder Schreibweise W = d�(U)dU �U



11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIK 231d�urfte �U sogar extensiv sein, also �U � N , z.B. auch �U = U , denn bei derBildung des Logarithmus entst�ande daraus ein additiver Term � lnN , der im ther-modynamischen Limes N ! 1 gegen�uber der extensiven Entropie S � N ver-schwindet.11.4 Mikrodynamik im Hilbert{RaumWir wollen im folgenden die �Uberlegungen zur Mikrodynamik im klassischen Pha-senraum und die Konstruktion von Ensemblen auf den Fall eines quantentheore-tisch beschriebenen Systems �ubertragen. An die Stelle des klassischen Phasenraumstritt der Hilbert{Raum der Quantenzust�ande des Systems, das wir hier weiterhinals isoliert annehmen wollen. Wie im Fall des Phasenraums soll auch der Hilbert{Raum dann nur Zust�ande zu fester Zahl von Freiheitsgraden, z.B. zu fester ZahlN von Teilchen, und gegebenenfalls zu festem Volumen V enthalten. Letzteres istdurch r�aumliche Randbedingungen der Quantenzust�ande erreichbar. Die Energiender Zust�ande im Hilbert{Raum sollen beliebig sein.Ein Bewegungszustand des Systems, klassisch durch einen Phasenraumpunkt (q; p)beschrieben, entspricht quantentheoretisch einem Zustandsvektor j	(t)i im Hilbert{Raum. Seine zeitliche Entwicklung wird durch die Schr�odinger{Gleichung bestimmt:i �h @@t j	(t)i = H j	(t)i: (11.34)Hier ist H der Hamilton{Operator des Systems. F�ur das im Abschnitt 11.1 genannteBeispiel von N Teilchen ohne innere Freiheitsgrade hat H dieselbe Struktur wie in(11.2), allerdings sind die pj und rj jetzt als Operatoren zu interpretieren. In derOrtsdarstellung bedeutet das pj = �i �hrj, w�ahrend die Ortsvektoren wie Variablenzu behandeln sind. (11.34) ist die "Ket{Version" der Schr�odinger{Gleichung. Diedazu adjungierte "Bra{Version", die wir ebenfalls verwenden werden, lautet�i �h @@th	(t)j = h	(t)jH: (11.35)Die Schr�odinger{Gleichung in den Versionen (11.34) und (11.35) besitzt die formalenL�osungen j	(t)i = e�iH t=�h j	i; h	(t)j = h	j eiH t=�h; (11.36)



232 11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIKworin j	i statt j	(0)i geschrieben wurde.Sehr h�au�g verwendet man zur Darstellung von Zustandsvektoren im Hilbert{Raumeine ortho{normierte und vollst�andige Basis. Das sind Zust�ande jsi bzw. hsj mit derEigenschaft Ortho{Normierung: hsjs0i = �ss0; (11.37)Vollst�andigkeit: Xs jsihsj = 1: (11.38)Die jsi k�onnen Eigenzust�ande zu einem hermiteschen Operator sein, z.B. zur Energieoder zum Impuls. Wegen der Vollst�andigkeit l�a�t sich der zeitabh�angige Systemzu-stand j	(t)i bzw. h	(t)j als Linearkombination der jsi bzw. hsj darstellen:j	(t)i =Xs jsihsj	(t)i = Xs cs(t) jsi; cs(t) = hsj	(t)i;h	(t)j =Xs h	(t)jsihsj = Xs c�s(t) hsj; c�s(t) = h	(t)jsi: (11.39)c�s bedeutet das konjugiert Komplexe zu cs.Wir kommen jetzt zur quantentheoretischen Beschreibung physikalischer Eigenschaf-ten, insbesondere makroskopischer, thermodynamischer Variablen wie z.B. der Ener-gie oder der Teilchenzahl in Teilsystemen, der Dichte oder auch des Drucks auf dieSystemwand. Physikalische Variablen werden in der Quantentheorie durch Opera-toren x im Hilbert{Raum beschrieben. Diese treten an die Stelle der Phasenraum-funktionen x(q; p) im klassischen Fall. Wenn sich das System im Quantenzustandj	(t)i be�ndet, ist der quantentheoretische Erwartungswert von x durch dasMatrix{Element h	(t)jxj	(t)i gegeben. Dieser quantentheoretische Erwartungswert enth�altnoch keineMittelung �uber die Zeit oder �uber ein Ensemble im Sinne der statistischenPhysik. Diese letztere Art der Mittelung werden wir erst im folgenden Abschnitteinf�uhren. Unter Voraussetzung der Vollst�andigkeit des Systems jsi k�onnen wir denquantentheoretischen Erwartungswert wie folgt schreiben:h	(t)jxj	(t)i = Xs;s0h	(t)js0i hs0jxjsi hsj	(t)i= Xs;s0 c�s0(t) cs(t) hs0jxjsi; (11.40)



11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIK 233vgl. (11.39). Eine alternative Schreibweise lauteth	(t)jxj	(t)i = Sp (�(t) x) : (11.41)Hierin bedeutet Sp(A) die Spur des Operators A, die unter Verwendung einesvollst�andigen Systems jsi durchSp (A) =Xs hsjAjsi; (11.42)de�niert ist, und �(t) den Dichte{Operator, der hier durch�(t) := j	(t)i h	(t)j (11.43)de�niert ist. Der Dichte{Operator ist normiert im Sinne der Spur:Sp (�(t)) =Xs hsj	(t)i i	(t)jsi =Xs h	(t)jsi hsj	(t)i = h	(t)j	(t)i = 1; (11.44)sofern der Zustand j	(t)i normiert ist. Wir wollen jetzt schon darauf hinweisen, da�(11.43) eine spezielle Version eines Dichte{Operators ist; die allgemeine De�nitionwerden wir im folgenden Abschnitt kennenlernen. Die �Aquivalenz von (11.40) und(11.41) zeigen wir wieder unter Annahme der Vollst�andigkeit von jsi:Sp (�(t) x) = Xs;s0hsj	(t)i h	(t)js0i hs0jxjsi= Xs;s0 c�s0(t) cs(t) hs0jxjsi;vgl. (11.39). Unter Verwendung der Schr�odinger{Gleichung (11.34) bzw. (11.35)und der Produktregel der Di�erentiation leiten wir eine Bewegungsgleichung f�ur denDichte{Operator her:i �h @@t�(t) = i �h @@t (j	(t)i h	(t)j)= H j	(t)i h	(t)j � j	(t)i h	(t)jH= � [�(t); H] ; (11.45)



234 11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIKworin [A;B] den Kommutator von zwei Operatoren A und B bedeutet:[A;B] = AB � BA:Nun gilt f�ur die zeitliche �Anderung jedes Operators A in einem System, dessenzeitliche Entwicklung durch den Hamilton{Operator H gegeben ist, da�dAdt = @A@t + 1i �h [A;H] : (11.46)Es ist @A=@t 6= 0, wenn der Operator A explizit von der Zeit abh�angt, A = A(t),was f�ur �(t) im allgemeinen zutri�t, vgl. (11.43). dA=dt erfa�t dagegen die gesam-te zeitliche �Anderung, n�amlich au�er einem m�oglichen @A=@t 6= 0 auch diejenige,die durch die Schr�odinger{Gleichung beschrieben wird. Damit ist o�ensichtlich, da�@A=@t der Zeitableitung des ortsfesten und dA=dt der des mitbewegten Beobachtersim klassischen Fall im Abschnitt 11.3 entspricht. Wir erinnern an die Herleitungvon (11.46) in der Quantentheorie: der Operator dA=dt ist de�niert durch die totaleZeitableitung von Matrix{Elementen h�(t)jAj	(t)i mit beliebigen Zust�anden j�(t)iund j	(t)i:h�(t)jdAdt j	(t)i : = ddt h�(t)jAj	(t)i= h�(t)j@A@t j	(t)i+  @@th�(t)j!Aj	(t)i+ h�(t)jA @@t j	(t)i!= h�(t)j@A@t j	(t)i � 1i �h h�(t)jH Aj	(t)i+ 1i �h h�(t)jAHj	(t)i= h�(t)j @A@t + 1i �h [A;H]! j	(t)i: (11.47)Da diese Beziehung f�ur alle j�(t)i und j	(t)i zutri�t, folgt daraus (11.46). Wenn wirnun die Operator{Beziehung (11.46) f�ur A = �(t) formulieren und au�erdem (11.45)beachten, ergibt sich der von Neumannsche Satz f�ur den Dichte{Operator:d�(t)dt = @�(t)@t + 1i �h [�(t); H] = 0: (11.48)Dieses ist o�ensichtlich die quantentheoretische Version des Liouvilleschen Satzes(11.13). Den von Neumannschen Satz (11.48) haben wir bisher aber nur f�ur die spezi-elle Version (11.43) des Dichte{Operators �(t) hergeleitet. Wir werden im folgendenAbschnitt lernen, da� er auch f�ur den Dichte{Operator von quantentheoretischenEnsemblen gilt.



11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIK 23511.5 Quantenstatistische Ensemble und der vonNeumannsche SatzDie Konstruktion quantentheoretischer Ensemble folgt der der klassischen Ensemble:wir denken uns eine sehr gro�e Zahl physikalisch identischer Kopien des isoliertenOriginalsystems, die sich in gewissen Quantenzust�anden js(t)i des Hilbert{Raumsdes Originalsystems be�nden. Zu einem beliebigen Zeitpunkt, z.B. bei t = 0, sol-len die js(0)i � jsi ortho{normiert und vollst�andig sein, also (11.37) und (11.38)erf�ullen. Dann haben sie diese Eigenschaft auch zu jedem Zeitpunkt, dennhs(t)js0(t)i = hsj eiH t=�h e�iH t=�hjsi = hsjs0i = �ss0;Xs js(t)i hs(t)j = e�iH t=�h Xs jsi hsj eiH t=�h = e�iH t=�h eiH t=�h = 1: (11.49)Im n�achsten Schritt bilden wir die zur klassischen Ensembledichte �(q; p; t) analogeGr�o�e: p(s) soll der Bruchteil derjenigen Ensemblemitglieder sein, die sich zur Zeitt = 0 imQuantenzustand js(0)i � jsi be�nden. Dann wissen wir, da� sie sich zur Zeitt im Quantenzustand js(t)i be�nden, der sich gem�a� der Schr�odinger{Gleichung ausjsi entwickelt. Die zeitliche Entwicklung steckt also hier in den Quantenzust�andenjs(t)i, und darum tr�agt p(s) im Gegensatz zu �(q; p; t) kein Zeitargument. Analogzum klassischen Fall k�onnen wir aber sagen, da� die Ensemblemitglieder durch denHilbert{Raum "str�omen". Als Folge der obigen De�nition ergibt sich p(s) � 0 undXs p(s) = 1: (11.50)Wir k�onnen p(s) auch als Wahrscheinlichkeit interpretieren, da� sich ein beliebigherausgegri�enes Ensemblemitglied im Quantenzustand js(t)i be�ndet. Wie wir ausdem vorangehenden Abschnitt wissen, besitzt eine physikalische Variable des Origi-nalsystems, die durch den Operator x dargestellt werde, f�ur ein Ensemblemitgliedim Quantenzustand js(t)i den quantentheoretischen Erwartungswert hs(t)jxjs(t)i.Dann besitzt x zur Zeit t im Ensemble{Mittel den Werthxi(t) =Xs p(s) hs(t)jxjs(t)i = Sp (�(t) x) ; (11.51)worin



236 11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIK�(t) :=Xs js(t)i p(s) hs(t)j (11.52)der Dichte{Operator des Ensembles ist, auch Dichte{Matrix oder statistischer Ope-rator genannt. Der Nachweis des letzten Schrittes in (11.51) benutzt die De�nitionder Spur in (11.42) und die Ortho{Normierung und Vollst�andigkeit des Systems derjs(t)i, vgl. (11.49):Sp (�(t) x) = Xs0 hs0(t)j�(t) xjs0(t)i= Xs;s0hs0(t)js(t)i p(s) hs(t)jxjs0(t)i= Xs p(s) hs(t)jxjs(t)i: (11.53)Wir m�ussen die Ensemble{Mittelung in (11.51) sehr scharf unterscheiden von derSituation, in der wir eine Linearkombinationj	(t)i =Xs cs js(t)i (11.54)aus den Zust�anden js(t)i bilden und den quantentheoretischen Erwartungswert vonx im Quantenzustand j	(t)i bilden, vgl. auch (11.40):h	(t)jxj	(t)i =Xs;s0 c�s0 cs hs0(t)jxjs(t)i: (11.55)Hier treten beliebige Kombinationen (s; s0) von Quantenzust�anden js(t)i und js0(t)iauf, im Ensemble{Mittel in (11.51) dagegen nur diagonale Terme s = s0. Man kannsich den �Ubergang von (11.55) zu (11.51) dadurch ausgef�uhrt denken, da� durcheine statistische Mittelungsprozedur die in dem Produkt c�s0 cs f�ur s 6= s0 enthaltenequantentheoretische Phaseninformation verlorengeht,s 6= s0 : c�s0 cs = 0;aber: s = s0 : c�s cs = jcsj2 � 0:Die Werte p(s) entsprechen dann den jcsj2. Die Situation der Linearkombination(11.55) bezeichnet man auch als eine reine Gesamtheit, die Ensemble{Mittelung



11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIK 237bzw. die Situation der durch Mittelung verlorengegangenen Phaseninformation alsgemischte Gesamtheit. Als Mittelung, die die Phaseninformation ausl�oscht, kannman sich auch die unvollkommene Rekonstruktion des Quantenzustands aufgrundfehlender Information �uber den pr�azisen Quantenzustand vorstellen. Genau diese Si-tuation wird uns im folgenden Abschnitt dazu f�uhren, ein Ensemble zur statistischenBeschreibung des thermodynamischen Gleichgewichts zu bilden.Das Ensemble{Mittel in (11.51) enth�alt zwei verschiedene statistische Elemente: zumeinen die Wahrscheinlichkeiten p(s), da� sich ein Ensemblemitglied im Quantenzu-stand js(t)i be�ndet, und zum anderen die im quantentheoretischen Erwartungswerths(t)jxjs(t)i enthaltene statistische Deutung der Quantentheorie. Diese beiden sta-tistischen Elemente sind begri�ich scharf voneinander zu trennen. Nur in der reinenGesamtheit ie�en sie zusammen.Der Dichte{Operator �(t) in (11.52) ist normiert im Sinne der Spur. Unter Verwen-dung der Ortho{Normierung der js(t)i �nden wir n�amlichSp (�(t)) =Xs;s0hs0(t)js(t)i p(s) hs(t)js0(t)i =Xs p(s) = 1; (11.56)vgl. (11.50). Da die js(t)i die Schr�odinger{Gleichung erf�ullen sollten,i �h @@t js(t)i = H js(t)i; i �h @@ths(t)j = hs(t)jH; (11.57)vgl. auch (11.49), ergibt sich mit derselben Rechnung wie in (11.45)i �h @�(t)@t + 1i �h [�(t); H] = 0 (11.58)und zusammen mit der Operator{Identit�at (11.46) der von Neumannsche Satz jetztf�ur allgemeine Dichte{Operatoren vom Typ (11.52)d�(t)dt = i �h @�(t)@t + 1i �h [�(t); H] = 0: (11.59)Der Dichte{Operator ist hermitesch, denn unter Verwendung der �ublichen Rechen-regeln der Quantentheorie ist



238 11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIK�+(t) = Xs (js(t)i p(s) hs(t)j)+= Xs js(t)i p�(s) hs(t)j= Xs js(t)i p(s) hs(t)j = �(t); (11.60)weil p(s) per De�nition reell ist. Aus der Hermitizit�at folgt, da� �(t) relle Eigenwertebesitzt. Diese sind die Wahrscheinlichkeiten p(s), und zwar zu den Eigenzust�andenjs(t)i, denn �(t)js(t)i = 0Xs js0(t)i p(s0) hs0(t)js(t)i = p(s)js(t)i: (11.61)Diese Eigenwert{Relation gilt o�ensichtlich zu jeder Zeit t, wobei die Eigenwertep(s) zeitunabh�angig sind.11.6 Das mikrokanonische Ensemble in der Quan-tenstatistikZur Formulierung der quantentheoretischen Version des mikrokanonischen Ensem-bles im Gleichgewicht gehen wir v�ollig analog wie im klassischen Fall vor. Wir fordernzun�achst, da� der zugeh�orige Dichte{Operator station�ar ist. Aus dem von Neumann-schen Satz (11.59) folgt dann@�@t = 0 () [�;H] = 0: (11.62)Der Dichte{Operator kann also wieder nur eine Funktion solcher Operatoren sein,die Integrale der Bewegung darstellen. Unter ihnen sind die Erhaltungsgr�o�en, diedurch Invarianzen des Systems bedingt sind. Impuls und Drehimpuls sind in thermo-dynamischen Systemen wegen der Existenz von Systemw�anden im allgemeinen nichterhalten. Durch die Wahl des Hilbert{Raums der Quantenzust�ande des Systems sei-en die Erhaltung der Teilchenzahl N , der Masse und der elektrischen Ladung hieridentisch erf�ullt. Desgleichen sei das Volumen V des Systems durch entsprechender�aumliche Randbedingungen f�ur die Quantenzust�ande festgelegt. Von den Erhal-tungsgr�o�en bleibt dann nur noch die Energie, dargestellt durch den Hamilton{Operator H, die als Variable im Dichte{Operator � auftreten kann. Wir �uberneh-men das Postulat gleicher a priori{Wahrscheinlichkeiten mit derselben Begr�undung



11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIK 239wie im klassischen Fall nun auch in die Quantenstatistik. Das im klassischen Fallverwendete Argument der Invarianz der Phasenraumelemente unter der Systembe-wegung ist jetzt zu ersetzen durch die aus der Quantentheorie bekannte Erhaltungder Wahrscheinlichkeit in der zeitabh�angigen Schr�odinger{Gleichung. Das Ergebnisaus dem Postulat gleicher a priori{Wahrscheinlichkeiten lautet, da� der Dichte{Operator ausschlie�lich vom Hamilton{Operator abh�angt: � = �(H). Um die Formvon �(H) zu ermitteln, gehen wir von (11.52) aus und verwenden zur Darstellungvon � die Eigenzust�ande jsi des Hamilton{Operators:H jsi = E(s) jsi; js(t)i = e�i E(s) t=�h jsi; hs(t)j = hsj eiE(s) t=�h: (11.63)Dann wird � =Xs jsi p(s) hsj: (11.64)Das Postulat gleicher a priori{Wahrscheinlichkeiten besagt nun, da� p(s) nur nocheine Funktion des Eigenwerts E(s) sein kann. Da das thermodynamische Systemisoliert sein sollte und somit einen festen Wert U besitzt, m�ussen die p(s) die Formp(s) � �(E(s); U) := ( 1 E(s) = U0 E(s) 6= U (11.65)haben, so da� � �Xs jsi �(E(s); U) hsj: (11.66)Der noch o�ene Proportionalit�atsfaktor wird durch die NormierungsbedingungSp(�) = 1 bestimmt. Das Ergebnis lautet� = 1W Xs jsi �(E(s); U) hsj;W = W (U;N; V ) =Xs �(E(s); U): (11.67)Es ist also p(s) = 1=W f�ur E(s) = U und p(s) = 0 sonst. W ist die quantentheo-retische Version der mikrokanonischen Zustandssumme und hat die Bedeutung der



240 11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIKAnzahl von Quantenzust�anden zur Energie U . Folglich gewinnen wir die Verbin-dung zwischen Mikrodynamik und Thermodynamik, indem wir lnW als Entropiedes Systems interpretieren: S(U; V;N) = lnW (U; V;N): (11.68)Alle weiteren Schritte folgen dem Muster des klassischen Falls in Abschnitt 11.3.Analog dem klassischen Fall k�onnen wir auch im quantentheoretischen Fall eineFunktion �(U) =Xs �(U � E(s)) (11.69)de�nieren, die die Anzahl der Zust�ande mit Energien E(s) � U z�ahlt. Deren Ablei-tung d�(U)dU =Xs � (E(s)� U) (11.70)hat wie im klassischen Fall die Bedeutung der Anzahl von Zust�anden pro Energie, istalso die Zustandsdichte des Systems. Im klassischen Fall konnten wir allerdings diemikrokanonische Zustandssumme durch W (U) = d�(U)=dU �U ausdr�ucken, vgl.(11.31). Das ist im quantentheoretischen Fall in (11.67) nicht ohne weiteres ersicht-lich. Wenn wir jedoch die De�nition von �(E(s); U) gegen�uber (11.65) ab�andernin p(s) � �(E(s); U) := ( 1 U � E(s) � U +�U;0 sonst ; (11.71)dann wird ganz o�ensichtlichW =Xs �(E(s); U) = �(U +�U)� �(U): (11.72)Die Abst�ande zwischen den Energieeigenwerten in einem System mit einer makro-skopischen Teilchenzahl N , zumal im thermodynamischen Limes N ! 1, werdensehr klein. Wir interpretieren nun �U als ein Energieintervall, das gro� gegen diese



11. MIKRODYNAMIK UND STATISTISCHE PHYSIK 241Abst�ande, jedoch klein gegen die makroskopische, extensive Energie U ist. Auf die-ser Energieskala sind die De�nitionen (11.65) und (11.71) f�ur �(E(s); U) �aquivalentund aus (11.72) folgt weiterW =Xs �(E(s); U) = �(U +�U)� �(U) = d�(U)dU �U =Xs � (E(s)� U) �U;(11.73)vgl. (11.70). Damit haben wir auch die quantentheoretische Analogie zu (11.31)hergestellt. Gelegentlich �ndet man auch die symbolische Schreibweise� = �UW � (H � U) ; (11.74)die im Sinne von � = � Xs jsihsj= �UW Xs � (H � U) jsihsj= �UW Xs � (E(s)� U) jsihsj (11.75)zu verstehen ist und mit der De�nition von � in (11.67) �ubereinstimmt, wenn wirdort �(E(s); U) durch �(E(s)� U)�U wie in (11.73) ersetzen.
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Kapitel 12
Allgemeine kanonische Ensemble
Im vorhergehenden Kapitel haben wir die grundlegenden Begri�sbildungen kennen-gelernt, die wir ben�otigen, um thermodynamische Aussagen aus der Mikrodynamikeines Systems zu gewinnen. Insbesondere haben wir unter Verwendung des Postu-lats der gleichen a priori{Wahrscheinlichkeiten das mikrokanonische Ensemble kon-struiert, das das thermodynamische Verhalten eines isolierten Systems beschreibt.In einem isolierten System besitzen die Variablen innere Energie U , Volumen Vund Teilchenzahlen N , m�oglicherweise auch noch weitere extensive Variablen, festeWerte. In diesem Kapitel wollen wir die mikrodynamische Beschreibung thermody-namischer Systeme auf o�ene Gleichgewichtssysteme erweitern. In diesen k�onnenextensive Variablen durch Austausch mit einem Umgebungssystem uktuieren. ImGleichgewicht wird sich aber ein station�arer Mittelwert der extensiven Variableneinstellen. Eine unserer Fragestellungen wird sein, wie gro� die Fluktuationen umden Mittelwert sind.Der �Ubergang von isolierten zu o�enen Systemen folgt gedanklich der Beschrei-bung o�ener Systeme durch thermodynamische Potentiale, wie wir sie im Kapitel 4eingef�uhrt hatten. Wir werden in diesem Kapitel auf Vorstellungen von dort zur�uck-greifen. Einmal mehr zeigt sich hier, wie eng die sogenannte ph�anomenologische unddie statistische Thermodynamik miteinander verbunden sind.12.1 Mikrokanonisches, kanonisches und gro�ka-nonischen EnsembleUnser Ausgangspunkt sind die Extremalprinzipien f�ur thermodynamische Poten-tiale aus dem Kapitel 4, die wir dort zur Charakterisierung des thermodynami-schen Gleichgewichts verwendet hatten. Welches Potential im Gleichgewicht extre-mal wird, h�angt von der Kontaktsituation des Systems zu seiner Umgebung ab, z.B.243



244 12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLEdie Entropie S =Max f�ur ein isoliertes System, die freie Energie F = U �T S =Minf�ur ein thermisch o�enes System, das Potential 	 = U�T S�N � = �p V =Min f�urein thermisch und materiell o�enes System. Unsere Aufgabe wird es sein, aus demjeweiligen Extremalprinzip auf die Wahrscheinlichkeiten p(s) zu schlie�en, mit denenein Quantenzustand jsi in dem entsprechenden Gleichgewichtszustand repr�asentiertist. Wir w�ahlen hier also die quantenstatistische Version; die �Ubertragung auf denFall der klassischen Statistik wird sich als unproblematisch erweisen.Im Kapitel 4 hatten wir das jeweilige Potential nach einer internen Variablen xvariiert, z.B. nach einer extensiven Variablen eines Untersystems. Derjenige Wertvon x, f�ur den das Potential extremal wird, ist der Gleichgewichtswert. In diesemAbschnitt werden wir statt dessen nach den Wahrscheinlichkeiten p(s) variieren.Diejenigen Werte von p(s), f�ur die das Potential extremal wird, sind die Gleichge-wichtswerte der Wahrscheinlichkeiten p(s). Bei der Variation nach den p(s) ist alsNebenbedingung die Normierung Xs p(s) = 1 (12.1)zu beachten. F�ur die Kontaktsituation der Isolation kennen wir bereits die L�osungunseres Problems aus dem vorhergehenden Kapitel, n�amlich p(s) = 1=W f�ur alleW Eigenzust�ande jsi zum Hamilton{Operator H mit den Eigenwerten E(s) = U =Energie des isolierten Systems und zum Teilchenzahl{Operator N mit den Eigen-werten N(s) = N = Teilchenzahl des isolierten Systems. Wir nehmen also an, da�die jsi gleichzeitig Eigenzust�ande zur Energie und zur Teilchenzahl sind. Das istm�oglich, wenn der Hamilton{Operator und der Teilchenzahl{Operator kommutieren:[H;N ] = 0. Wir werden diese spezielle L�osung in diesem Abschnitt wieder�nden.In einem ersten Schritt werden wir nun die thermodynamischen Potentiale als Funk-tionen der p(s) formulieren. F�ur die innere Energie U und die Teilchenzahl N lautendiese U =Xs p(s)E(s); N =Xs p(s)N(s): (12.2)Bei der Formulierung der Entropie als Funktion der p(s) gehen wir aus von demAusdruck S = lnW f�ur die Entropie des mikrokanonischen Ensembles im vorherge-henden Kapitel. Da p = 1=W f�ur die Zust�ande jsi mit E(s) = U und N(s) = N , wiewir soeben festgestellt hatten, k�onnen wir also auch S = � ln p schreiben. Wenn dieMikrozust�ande jsi mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten p(s) auftreten, mu� pdurch p(s) ersetzt und das Ergebnis mit den p(s) gemittelt werden. Auf diese Weiseerhalten wir die Darstellung



12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLE 245S = �Xs p(s) ln p(s): (12.3)Eine andere Begr�undung f�ur (12.3) geht von einer Darstellung gegebener p(s) durchein Ensemble mit M Mitgliedern aus, von denen sich jeweils Ms = M p(s) im Zu-stand jsi be�nden. Jede durch die Ms charakterisierte Ensembleverteilung kann aufWE = M !QsMs! ; Xs Ms =M; (12.4)verschiedene Weisen erzeugt werden. Dieses ist gerade die Anzahl von Permutationenvon Ensemblemitgliedern auf die Zust�ande jsi, gek�urzt um die Anzahlen Ms! vonEnsemblemitgliedern in demselben Zustand. Die letzteren erzeugen n�amlich keineneue Ensembleverteilung. SE = lnWE hat dann die Bedeutung einer Ensemble{Entropie. Unter Verwendung der Stirling{Formel lnM ! =M lnM�M f�urM !1,desgleichen f�ur die Ms!, berechnen wirSE =M lnM �Xs Ms lnMs = �M Xs p(s) ln p(s): (12.5)Die Ensemble{Entropie SE ist extensiv mit der Ensemblegr�o�e M . Die auf ein ein-zelnes System bezogene Entropie ist S = SE=M , gleichlautend mit (12.3).12.1.1 Das mikrokanonische EnsembleIn einem zweiten Schritt f�uhren wir die Variation nach den p(s) aus und beginnenmit dem Fall eines isolierten Systems, f�ur das das Gleichgewicht durch S =Maxcharakterisiert ist. Die Nebenbedingung (12.1) ber�ucksichtigen wir durch einen La-grangeschen Parameter �. Zur Variation zugelassen sind s�amtliche Zust�ande jsi mitE(s) = U und N(s) = N . Nach den Regeln aus dem Kapitel 5 berechnen wirzun�achst �S = �Xs � [p(s) ln p(s)] = �Xs [ln p(s) + 1] �p(s);�2S = �Xs � [ln p(s) + 1] �p(s) = �Xs (�p(s))2p(s) : (12.6)Unter Verwendung dieser Rechnung lautet unser Variationsproblem



246 12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLE� "S � �  Xs p(s)� 1!# = �Xs [ln p(s) + 1 + �] �p(s) = 0; (12.7)woraus wegen der formalen Unabh�angigkeit der p(s)p(s) = e�1�� = const (12.8)folgt. Die Normierung der p(s) auf W Zust�ande mit E(s) = U und N(s) = N ergibtwiederum p(s) = 1=W , also das mikrokanonische Ensemble. Wir bilden auch nochdie zweite Variation und erhalten mit (12.6)�2 "S � �  Xs p(s)� 1!# = �2S = �Xs (�p(s))2p(s) < 0; (12.9)weil p(s) > 0 (und �p(s) = 0 f�ur p(s) = 0). Der Makrozustand, der durch dasmikrokanonische Ensemble p(s) = 1=W charakterisiert wird, ist also auch stabil.Die Version der klassischen Statistik des mikrokanonischen Ensembles lautet wie imKapitel 11 angegeben �(q; p) =const f�ur H(q; p) = U bzw.�(q; p) = �UW � (H(q; p)� U) ; W = �U Z d� � (H(q; p)� U) : (12.10)12.1.2 Das kanonische EnsembleF�ur ein System im thermischen Kontakt mit seiner Umgebung wird im Gleichgewichtseine freie Energie F = U � T S minimal. Es istF = U � T S =Xs p(s) [E(s) + T ln p(s)] : (12.11)Zugelassen sind Zust�ande jsi mit beliebigen Energien E(s), weil die Energie desSystems uktuieren k�onnen soll, jedoch mit fester Teilchenzahl N(s) = N . UnserVariationsproblem lautet nunmehr� "F � �  Xs p(s)� 1!# =Xs [E(s) + T ln p(s) + T � �] �p(s) = 0; (12.12)



12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLE 247woraus p(s) = exp �T � 1� E(s)T ! =: 1Z exp �E(s)T ! (12.13)folgt. Dieses ist die kanonische Verteilung bzw. p(s) in (12.13) beschreibt das ka-nonische Ensemble. Dessen Zustandssumme Z �nden wir aus der Forderung derNormierung der p(s) alsXs p(s) = 1 � Z =Xs exp �E(s)T !: (12.14)Da die jsi Eigenzust�ande zum Hamilton{Operator H mit den Eigenwerten E(s)sind, k�onnen wir das kanonische Ensemble auch durch seinen kanonischen Dichte{Operator � = 1Z exp��HT � (12.15)darstellen. Die Wahrscheinlichkeiten p(s) sind o�ensichtlich die Eigenwerte desDichte{Operators, � jsi = p(s) jsi, und die kanonische Zustandssumme k�onnen wirschreiben alsZ =Xs exp �E(s)T ! =Xs �s ����exp��HT ����� s� = Sp�exp��HT �� : (12.16)Da� das durch F =Min bzw. durch die Variation in (12.12) beschriebene Gleichge-wicht auch stabil ist, best�atigen wir durch Bildung der zweiten Variation�2 "F � �  Xs p(s)� 1!# = �2F =Xs T (�p(s))2p(s) > 0: (12.17)Die Version der klassischen Statistik des kanonischen Ensembles wird v�ollig analogdurch die Ensembledichte�(q; p) = 1Z exp �H(q; p)T !; Z = Z d� exp �H(q; p)T !: (12.18)ausgedr�uckt.



248 12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLE12.1.3 Das gro�kanonische EnsembleF�ur ein System, das im thermischen und materiellen Kontakt mit seiner Umgebungsteht, wird im Gleichgewicht sein Potential 	 = U � T S � �N minimal. (� ist daschemische Potential.) Es ist	 = U � T S � �N =Xs p(s) [E(s)� �N(s) + T ln p(s)] : (12.19)Zugelassen sind Zust�ande jsi mit beliebigen Energien E(s) und mit beliebigen Teil-chenzahlen N(s), weil Energie und Teilchenzahl des Systems uktuieren k�onnensollen. Unser Variationsproblem lautet� "	� �  Xs p(s)� 1!# ==Xs [E(s)� �N(s) + T ln p(s) + T � �] �p(s) = 0; (12.20)worausp(s) = exp �T � 1� E(s)� �N(s)T ! =: 1Z exp �E(s)� �N(s)T ! (12.21)folgt. Dieses ist die gro�kanonische Verteilung bzw. p(s) in (12.21) beschreibt dasgro�kanonische Ensemble. Dessen Zustandssumme Z �nden wir aus der Forderungder Normierung der p(s) alsZ =Xs exp �E(s)� �N(s)T !: (12.22)Da die jsi Eigenzust�ande zum Hamilton{Operator H mit den Eigenwerten E(s)und zum Teilchenzahl{Operator N mit den Eigenwerten N(s) sind, k�onnen wir dasgro�kanonische Ensemble auch durch seinen gro�kanonischen Dichte{Operator� = 1Z exp��H � �NT � (12.23)



12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLE 249darstellen. Die Wahrscheinlichkeiten p(s) sind wiederum die Eigenwerte des Dichte{Operators, � jsi = p(s) jsi, und die gro�kanonische Zustandssumme k�onnen wirschreiben alsZ =Xs exp �E(s)� �N(s)T ! = Xs �s ����exp��H � �NT ����� s�= Sp�exp��H � �NT �� : (12.24)Da� das durch 	 =Min bzw. durch die Variation in (12.20) beschriebene Gleichge-wicht auch stabil ist, best�atigen wir durch Bildung der zweiten Variation�2 "	� �  Xs p(s)� 1!# = �2	 =Xs T (�p(s))2p(s) > 0: (12.25)Um die Version der klassischen Statistik des gro�kanonischen Ensembles zu for-mulieren, beginnen wir mit der Feststellung, da� der klassische Phasenraum istf�ur eine feste Teilchenzahl N de�niert ist, n�amlich durch q �= (q1; q2; : : : ; qf ) undp �= (p1; p2; : : : ; pf ) mit f = 3N . Zur klassischen Darstellung des gro�kanonischenEnsembles mu� deshalb das kartesische Produkt der Phasenr�aume zu s�amtlichenTeilchenzahlen N gebildet werden. Die Ensembledichte in diesem Produktraum lau-tet dann �N(q; p) = 1Z exp �HN (q; p)� �NT !;Z = 1XN=0 Z d�N exp �HN (q; p)� �NT !: (12.26)In �N(q; p) tritt die Teilchenzahl N als Variable auf, w�ahrend der Index N inHN(q; p) und d�N die Hamilton{Funktion bzw. das Phasenraumelement in einemN{Teilchensystem bedeuten.12.2 Thermodynamik des kanonischen und gro�-kanonischen EnsemblesNachdem wir im vorhergehenden Abschnitt au�er dem uns bereits bekannten mikro-kanonischen Ensemble f�ur isolierte Systeme das kanonische und das gro�kanonische



250 12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLEEnsemble f�ur Systeme im thermischen bzw. im thermischen und materiellen Kontaktmit der Umgebung entwickelt haben, zeigen wir nun, wie sich daraus die Thermody-namik der Systeme gewinnen l�a�t. Wir beginnen jeweils mit der quantenstatistischenVersion und �ubertragen deren Ergebnisse in einem Analogieschlu� auf die Versionder klassischen Statistik. Ausgangspunkt ist die Darstellung des thermodynamischenMittelwertes einer beliebigen Variablen, die durch einen Operator x bzw. durch ei-ne Phasenraumfunktion x(q; p) dargestellt sei. In der quantenstatistischen Versionhaben wir hxi = Xs p(s) hsjxjsi = Sp (� x) ;� = Xs jsi p(s)hsj; (12.27)worin � der Dichte{Operator ist. Die entsprechende Darstellung im Fall der klassi-schen Statistik lautet hxi = Z d� �(q; p) x(q; p): (12.28)12.2.1 Thermodynamik des kanonischen EnsemblesF�ur das kanonische Ensemble haben wir im vorhergehenden Abschnitt f�ur denDichte{Operator � = 1Z e�H=T = 1Z e��H ; � := 1T ;Z = Sp �e�� H� (12.29)gefunden. Die Verwendung der Variablen � = 1=T statt der Temperatur wird sichin den folgenden Umformungen als n�utzlich erweisen. Gem�a� der Bemerkung amAnfang dieses Abschnitts k�onnen die innere Energie U nun darstellen alsU = hHi = 1Z Sp �H e�� H� = � 1Z @@� Sp �e��H�= � 1Z @Z@� = � @@� lnZ: (12.30)



12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLE 251F�ur die Entropie erhalten wir durch Verwendung vonp(s) = 1Z e�� E(s)den AusdruckS = �Xs p(s) ln p(s) = �Xs p(s) (�� E(s)� lnZ) = � U + lnZ: (12.31)Dieselbe Umformung kann man auch unter Verwendung der Operator{Schreibweisedurchf�uhren:S = �Sp (� ln �) = �Sp [� (�� H � lnZ)] = � U + lnZ: (12.32)Durch Umstellung gewinnen wir aus (12.31) bzw. (12.32)U � 1� S = � 1� lnZbzw. F = U � T S = �T lnZ: (12.33)Damit haben wir den statistischen Zugang zur Thermodynamik des Gleichgewichtseines thermisch o�enen Systems gewonnen: wenn es gelingt, die kanonische Zustands-summe Z gem�a� (12.29) zu berechnen, dann k�onnen wir daraus das Potential desthermisch o�enen Systems, n�amlich seine freie Energie F = F (T; V;N) bilden, ausderen Fundamentalrelation dF = �S dT � p dV + � dN (12.34)bzw. S = �@F (T; V;N)@T ; p = �@F (T; V;N)@V ; � = @F (T; V;N)@N (12.35)



252 12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLEwir s�amtliche thermodynamischen Eigenschaften des Gleichgewichts herleitenk�onnen. Damit haben wir also die statistische Theorie an die ph�anomenologischeTheorie angeschlossen. Im �ubrigen ist dieser Zugang zur Thermodynamik v�ollig ana-log dem Vorgehen f�ur isolierte Systeme im vorhergehenden Kapitel, Abschnitt 11.3.Dort stellte sich das Problem, die mikrokanonische Zustandssumme W zu berech-nen, aus der wir das Potential des isolierten Systems, n�amlich die Entropie gem�a�S = S(U; V;N) = lnW bilden k�onnen.Die Rechnungen f�ur den Fall der klassischen Statistik verlaufen v�ollig analog:�(q; p) = 1Z exp (�� H(q; p));Z = Z d� exp (�� H(q; p));U = hHi = 1Z Z d�H(q; p) exp (�� H(q; p)) == � 1Z @@� Z d� exp (�� H(q; p)) = � @@� lnZ;S = � Z d� �(q; p) ln �(q; p) = � Z d� �(q; p) (�� H(q; p)� lnZ) == � U + lnZ (12.36)usw.H�au�g formuliert man die kanonische Zustandssumme unter Verwendung der Zu-standsdichte D(E), die wir bereits aus dem vorhergehenden Kapitel kennen. Imquantenstatistischen Fall schreiben wirZ = Xs e�� E(s) = Z 10 dE Xs � (E(s)� E) e�� E == Z 10 dE D(E) e�� E; (12.37)D(E) := Xs � (E(s)� E) ; (12.38)und im Fall der klassischen StatistikZ = Z d� e�� H(q;p) = Z 10 dE D(E) e�� E; (12.39)D(E) := d�(U)dU : (12.40)



12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLE 253Diese De�nitionen der Zustandsdichte D(E) stimmen mit jenen aus dem vorher-gehenden Kapitel �uberein. (Wir haben hier die Variable E statt U verwendet, umVerwechslungen mit der inneren Energie zu vermeiden).12.2.2 Thermodynamik des gro�kanonischen EnsemblesF�ur das gro�kanonische Ensemble haben wir im vorhergehenden Abschnitt f�ur denDichte{Operator� = 1Z e�(H��N)=T = 1Z e�� H� N ; � := 1T ;  := ��=T = �� �;Z = Sp �e�� H� N� (12.41)gefunden. Au�er � = 1=T f�uhren wir also noch die Hilfsvariable  = ��=T = �� �ein. F�ur die innere Energie U erhalten wirU = hHi = 1Z Sp �H e�� H� N� = � 1Z @@� Sp �e��H� N�= � 1Z @Z@� = � @@� lnZ: (12.42)und analog f�ur die TeilchenzahlN = hHi = 1Z Sp �N e�� H� N� = � 1Z @@ Sp �e�� H� N�= � 1Z @Z@ = � @@ lnZ: (12.43)Die Berechnung der Entropie ergibtS = �Sp (� ln�) = �Sp [� (�� H �  N � lnZ)] = � U +  N + lnZ: (12.44)Durch Umstellung gewinnen wir aus (12.44)



254 12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLEU � 1� S + � N = � 1� lnZbzw. 	 = U � T S � �N = �T lnZ: (12.45)Damit haben wir den statistischen Zugang zur Thermodynamik des Gleichgewichtseines thermisch und materiell o�enen Systems gewonnen: wenn es gelingt, die ka-nonische Zustandssumme Z gem�a� (12.41) zu berechnen, dann k�onnen wir darausdas Potential des thermisch und materiell o�enen Systems, n�amlich sein Potential	 = 	(T; V; �) bilden, aus dessen Fundamentalrelationd	 = �S dT � p dV �N d� (12.46)bzw. S = �@	(T; V; �)@T ; p = �@	(T; V; �)@V ; N = �@	(T; V; �)@� (12.47)wir s�amtliche thermodynamischen Eigenschaften des Gleichgewichts herleitenk�onnen.12.2.3 Fluktuationen und die �Aquivalenz der EnsembleAus unseren bisherigen �Uberlegungen schlie�en wir, da� wir zur statistischen Be-schreibung eines thermodynamischen Systems dasjenige Ensemble zu verwenden ha-ben, das der Kontaktsituation des Systems entspricht. Dieser Zusammenhang ist inder Tabelle 12.1 wiedergegeben.Wir wollen nun die Frage stellen, in welcher Weise sich die thermodynamischenEigenschaften, die durch die einzelnen Ensemble beschrieben werden, voneinanderunterscheiden. Mikrokanonisches und kanonisches Ensemble unterscheiden sich da-durch, da� die gesamte innere Energie U im mikrokanonischen Ensemble einen festenWert besitzt, w�ahrend sie im kanonischen Ensemble uktuiert. Wir berechnen dieFluktuationen der Energie im kanonischen Ensemble, d.h., die Abweichungen vomGleichgewichtswert



12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLE 255Kontakt: Ensemble Potentialisoliert mikrokanonisch S = lnWthermisch o�en kanonisch F = �T lnZthermisch undmateriell o�en gro�kanonisch 	 = �T lnZTabelle 12.1: Kontakt{Situation und Ensemble{Auswahl�H = H � hHi: (12.48)Der Mittelwert der Fluktuationen verschwindet o�ensichtlich: h�Hi = 0. Um eineAussage �uber die Gr�o�enordnung der Fluktuationen zu gewinnen, bilden wir des-halb den Erwartungswert des Quadrates der Fluktuationen, das sogenannte Schwan-kungsquadrat der gesamten inneren Energie:D(�H)2E = D(H � hHi)2E = D�H2 � 2H hHi+ hHi2�E == hH2i � hHi2: (12.49)Eine Aussage �uber das Schwankungsquadrat k�onnen wir gewinnen, wenn wir dieDarstellung der inneren EnergieU = 1Z Sp �H e�� H� (12.50)nochmals nach � di�erenzieren:@U@� = � 1Z Sp �H2 e�� H�� 1Z2 @Z@� Sp �H e�� H� : (12.51)Nun ist @Z=@� = �Z U = �Z hHi, vgl. (12.30). Einsetzen in (12.51) f�uhrt aufD(�H)2E = hH2i � hHi2 = �@U@� : (12.52)Aus � = 1=T folgt weiter



256 12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLE@U@� = �T 2 @U@T = �T 2 CV ;worin CV die W�armekapazit�at bei konstantem Volumen ist. Wir erhalten damit aus(12.52) einen sehr einfachen Ausdruck f�ur das Schwankungsquadrat, n�amlichD(�H)2E = T 2CV : (12.53)Wir diskutieren das Verhalten dieses Ausdrucks im thermodynamischen Limes Teil-chenzahl N ! 1. Da die W�armekapazit�at CV extensiv ist, also CV � N , verh�altsich auch das Schwankungsquadrat extensiv, also h(�H)2i � N . Die Gr�o�enord-nung der Fluktuationen selbst sind durch die Wurzel aus dem Schwankungsquadratgegeben, und deren relative Gr�o�enordnung durchrD(�H)2EhHi = T pCVU � 1pN ; (12.54)d.h., im thermodynamischen Limes verschwindet die relative Gr�o�enordnung derFluktuationen der Energie. In diesem Sinn sind das mikrokanonische und das ka-nonische Ensemble �aquivalent: wenn man an den extensiven Variablen nur in derOrdnung � N bzw. an den intensiven Variablen als Verh�altnisse extensiver Varia-blen nur in der Ordnung 1 interessiert ist, f�uhren die beiden Ensemble zu identischenErgebnissen. Die Auswahl des verwendeten Ensembles kann dann etwa nach prag-matischen, d.h., rechentechnischen Gesichtspunkten erfolgen.Eine v�ollig analoge Aussage gilt f�ur den Unterschied zwischen dem kanonischen unddem gro�kanonischen Ensemble bez�uglich der Teilchenzahl. AushNi = 1Z Sp �N e��H� N� (12.55)folgt durch nochmaliges Di�erenzieren nach :@hNi@ = � 1Z Sp �N2 e�� H� N�� 1Z2 @Z@ Sp �H e�� H� N�= �hN2i+ hNi2 = � D(�N)2E ; (12.56)



12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLE 257worin wir @Z=@ = �Z hNi benutzt haben, vgl. (12.43). Hieraus folgt bereits, da�das Schwankungsquadrat der Teilchenzahl extensiv ist, weil auf der linken Seite hNiextensiv,  = ��=T jedoch intensiv ist. Damit k�onnen wir den analogen Schlu� wief�ur die Energie im kanonischen Ensemble ziehen: im thermodynamischen LimesN !1 verschwindet die relative Gr�o�enordnung der Fluktuationen der Teilchenzahl �1=pN . F�ur die Fluktuationen der Energie im gro�kanonischen Ensemble k�onnen wirnat�urlich denselben Schlu� wie im kanonischen Ensemble ziehen.Selbstverst�andlich treten auch im mikrokanonischen Ensemble bzw. in einem iso-lierten thermodynamischen System Fluktuationen auf, z.B. in Teilsystemen, die jao�en sind. Lediglich die Variablen U; V;N f�ur das Gesamtsystem haben konstanteWerte. Entsprechendes gilt f�ur die anderen Ensemble bzw. Systeme, die durch siebeschrieben werden.12.3 Der informationstheoretische ZugangDie Variationsrechnungen, die uns im Kapitel 12.1 zur Formulierung des mikro-kanonischen, des kanonischen und des gro�kanonischen Ensembles gef�uhrt haben,lassen sich noch verallgemeinern und sie lassen au�erdem eine informationstheoreti-sche Interpretation zu, die als eine Verallgemeinerung des Postulats der gleichen apriori{Wahrscheinlichkeiten aufgefa�t werden kann.12.3.1 Die informationstheoretische FormulierungWir werden in diesem Abschnitt zeigen, da� man Ensemble f�ur die Beschreibungthermodynamischer Systeme im Gleichgewicht durch die folgenden Forderungen �n-den kann: wir suchen einen Dichte{Operator � bzw. eine Phasenraumdichte �(q; p)mit folgenden Eigenschaften:1. � bzw. �(q; p) soll die Bedingungen des thermodynamischen Systems in seinerjeweiligen Kontaktsituation erf�ullen, n�amlich(a) feste Werte f�ur die mit dem Kontaktsystem nicht ausgetauschten Va-riablen identisch erf�ullen, z.B. N =constt f�ur materiell abgeschlosseneSysteme,(b) vorgebbare Mittelwerte f�ur ausgetauschte Variablen realisieren, z.B. hUif�ur thermisch o�ene Systeme.



258 12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLE2. Im �ubrigen soll das durch � bzw. �(q; p) zu beschreibende Ensemble statistischmaximal unbestimmt sein, d.h., es sollen nur die unter Punkt 1 aufgef�uhrtenKenntnisse zu seiner Konstruktion benutzt werden.Ganz o�ensichtlich ist der Punkt 2 eine Verallgemeinerung des im Kapitel 11 ein-gef�uhrten Postulats der gleichen a priori{Wahrscheinlichkeiten. Wir k�onnen n�amlichden obigen Punkt 2 auch dadurch ausdr�ucken, da� � bzw. �(q; p) nur von den festenWerten der nicht ausgetauschten Variablen und von den Mittelwerten der ausge-tauschten Variablen abh�angen soll, aber zwischen allen damit vertr�aglichen physi-kalischen Situationen nicht unterscheiden k�onnen soll.Wir beginnen mit der Festlegung der Eigenschaft statistisch maximal unbestimmt.Es seien A;B;C; : : : Ereignisse, in der physikalischen Sprechweise Ergebnisse vonMessungen in einem wirklichen oder gedachten Experiment. Ein solches Gedanken-experiment ist das Herausgreifen eines beliebigen Ensemblemitglieds, das Ereignisdas Ergebnis der Messung, in in welchem Quantenzustand jsi bzw. in welchem Pha-senraumelement d� es sich be�ndet. Den Ereignissen A;B;C; : : : seien Wahrschein-lichkeiten p(A); p(B); p(C); : : : zugeordnet, die jeweils 0 � p(A) � 1; : : : erf�ullen undderen Summe �uber alle m�oglichen Ereignisse auf den Wert 1 normiert seien. Mitdem Eintritt eines Ereignisses A ist ein Informationsgewinn I(A) verbunden, derum so gr�o�er ist, je unwahrscheinlicher das Ereignis ist, d.h., desto kleiner p(A) ist,und umgekehrt. �Uber den Informationsgewinn I(A), der durch das Eintreten von Aentsteht, wollen wir die folgenden Annahmen machen:1. I(A) soll eine Funktion von p(A) sein: I(A) = L(p(A)).2. Durch das Eintreten eines sicheren Ereignisses S, das durch p(S) = 1 charak-terisiert ist, soll kein Informationsgewinn eintreten: L(1) = 0.3. F�ur das Produkt A ^ B von zwei statistisch unabh�angigen Ereignissen A undB soll der Informationsgewinn additiv sein: I(A ^ B) = I(A) + I(B). DasProduktereignis A^B ist dadurch de�niert, da� sowohl A als auch B eintretensollen. Zwei Ereignisse A und B hei�en statistisch unabh�angig, wenn p(A ^B) = p(A) p(B). Folglich bedeutet die Additivit�at des Informationsgewinns,da� L(p(A) p(B)) = L(p(A)) + L(p(B))bzw. L(�A �B) = L(�A) + L(�B): (12.57)4. Es soll L0(�) = dL(�)=d� < 0 sein: je wahrscheinlicher ein Ereignis ist, destokleiner soll der Informationsgewinn mit seinem Eintreten sein und umgekehrt.Diese Forderung hatten wir oben schon formuliert.



12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLE 259Da Wahrscheinlichkeiten im Intervall 0 � � � 1 kontinuierlich verteilt sind, setzenwir voraus, da� L(�) di�erenzierbar ist. Die Di�erentiation von (12.57) nach �A bei�B =const ergibt �B L0(�A �B) = L0(�A): (12.58)Wir w�ahlen �A = 1 und schreiben �B =: �. Dann lautet (12.58)L0(�) = L0(1)� ; integriert: L(�) = L0(1) ln � + C: (12.59)Da L(1) = 0 sein sollte, vgl. Punkt 2 oben, folgt f�ur die IntegrationskonstanteC = 0. Da L0(�) < 0 sein sollte, vgl. Punkt 4 oben, ist L0(1) < 0, und wir schreiben�L0(1) =: k > 0. Das Ergebnis unserer �Uberlegungen lautet dannL(�) = �k ln �: (12.60)12.3.2 Die allgemeine EnsemblekonstruktionDie Ensemblekonstruktion sollte die Wahrscheinlichkeitsverteilung des thermody-namischen Systems auf Mikrozust�ande repr�asentieren. Darum m�ussen wir uns dasGedankenexperiment der Feststellung des Zustands von Ensemblemitgliedern sehroft wiederholt denken. Wir werden im folgenden zun�achst die quantenstatistischeVersion formulieren und nach dem mittleren Informationsgewinn hIi fragen, wennwir eine sehr gro�e Anzahl von Messungen des Quantenzustands jsi beliebiger En-semblemitglieder durchf�uhren. Diese ist o�ensichtlich gegeben durch die Ensemble-mittelung von (12.60) f�ur � = p(s), worin p(s) die gesuchte Wahrscheinlichkeit f�urden Zustand jsi ist, also durchhIi = �k Xs p(s) ln p(s): (12.61)Die entsprechende Beziehung in der klassischen Statistik lautethIi = �k Z d� �(q; p) ln �(q; p); (12.62)



260 12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLEund �(q; p) ist die gesuchte Ensembledichte. Der entscheidende Schritt besteht nundarin, die Forderung maximaler statistischer Unbestimmtheit durch hIi =Max, alsodurch maximalen Informationsgewinn bei der Messung der p(s) (klassisch der �(q; p))zu erf�ullen. Eine andere Formulierung desselben Zusammenhangs besagt, da� wir diep(s) (klassisch die �(q; p)) maximal vorurteilsfrei sch�atzen wollen. Es leuchtet ein,da� dann auch der Informationsgewinn bei der Messung maximal sein wird. Aus derForderung hIi =Max folgt �hIi = 0, worin � eine Variation der p(s) bedeutet, dieallerdings wieder die Normierungbedingung erf�ullen mu�, alsoXs p(s) = 1 bzw. Xs �p(s) = 0: (12.63)Au�erdem sollten aber auch die Mittelwertehx�i =Xs p(s) hsjx�jsi; � = 1; 2; : : : (12.64)gewisser ausgetauschter extensiver Variablen vorgebbar sein, die hier durch ihre Ope-ratoren x� dargestellt sind. Die nicht ausgetauschten extensiven Variablen mit festenWerten sollen durch die Wahl des Hilbert-Raums der jsi (bzw. klassisch durch dieWahl des Phasenraums) vorgegeben sein, wie wir das fr�uher auch schon angenommenhatten. Damit stellt sich uns das Variationsproblem �hIi = 0 mit hx�i =const f�ur� = 1; 2; : : : als Nebenbedingungen. Die Normierungsbedingung (12.63) k�onnen wirebenfalls in der Form (12.64) schreiben, indem wir dort x0 = 1 f�ur � = 0 hinzuf�ugen.Wir benutzen die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren und formulieren unterVerwendung von (12.64)� 24hIi �X��0��  Xs p(s) hsjx�jsi � hx�i!35 = 0; (12.65)worin �� die Lagrangeschen Multiplikatoren sind. Wie bereits bei unserer fr�uherenHerleitung der kanonischen Ensemble verwendet ist�hIi = �k Xs � [p(s) ln p(s)] = �k Xs [ln p(s) + 1] �p(s):Einsetzen in (12.65) f�uhrt aufXs 24�k (ln p(s) + 1)�X��0�� hsjx�jsi35 �p(s) = 0;



12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLE 261und, weil die Variationen �p(s) nun formal als unabh�angig aufzufassen sind, aufln p(s) + 1 +X��0 ��k hsjx�jsi = 0:Daraus folgt weiter f�ur die p(s), wenn wir x0 = 1 f�ur die Normierung einsetzen undau�erdem � := �0=k und �� := ��=k einf�uhren:p(s) = exp0@�� � 1�X��1 �� hsjx�jsi1A : (12.66)Fast immer ist es so, da� die Operatoren x� der ausgetauschten Variablen paarweisekommutieren, so da� wir die jsi als gemeinsame Eigenzust�ande zu den x� mit denEigenwerten x�(s) w�ahlen k�onnen:x� jsi = x�(s) jsi; x�(s) = hsjx�jsi: (12.67)Dann k�onnen wir den gesuchten Dichte-Operator in der Form� = exp0@��� 1�X��1 �� x�1A ; (12.68)schreiben, denn unter Verwendung von (12.67) und unter der Annahme, da� die jsivollst�andig sind, ist� = Xs �jsihsj= Xs exp0@�� � 1�X��1 �� x�1A jsihsj= Xs exp0@�� � 1�X��1 �� x�(s)1A jsihsj= Xs jsip(s)hsjmit p(s) wie in (12.66) angegeben. Den Lagrangeschen Parameter f�ur die Normierung� k�onnen wir nun durch die Normierungsbedingung wieder eliminieren:



262 12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLESp(�) = e���1 Sp0@exp0@�X��1 �� x�1A1A = 1; (12.69)woraus e�+1 =: Z = Sp 24exp0@�X��1�� x�1A35 (12.70)folgt. Z ist die verallgemeinerte Zustandssumme des Ensembles, vgl. die kanonischeund gro�kanonische Zustandssumme im Abschnitt 12.1. Mit ihr schreibt sich derDichte-Operator in der Form� = 1Z exp0@�X��1 �� x�1A : (12.71)12.3.3 Die EntropieDie Verbindung mit der Thermodynamik erreichen wir jetzt zum einen dadurch,da� wir die Lagrangeschen Multiplikatoren �� mit den Mittelwerten hx�i wie folgtverkn�upfen: hx�i = Sp (x� �)= 1Z Sp0@x� exp0@�X�0�1 ��0 x�01A1A= � 1Z @@�� Sp0@exp0@�X�0�1 ��0 x�01A1A= � 1Z @Z@�� = �@ lnZ@�� : (12.72)Zum anderen identi�zieren wir den Maximalwert des mittleren Informationsgewinnsmit der Entropie: S = hIi. Zur Begr�undung dieses Schrittes erinnern wir zun�achstdaran, da� wir im Rahmen des informationstheoretischen Zugangs zur statistischenPhysik in diesem Abschnitt �uber den Begri� der Entropie noch nicht verf�ugt haben.Zu begr�unden ist also, da� der eher qualitative Entropiebegri� der ph�anomenolo-gischen Theorie aus dem Kapitel 2 mit hIi identi�ziert werden kann. Das ist aber



12. ALLGEMEINE KANONISCHE ENSEMBLE 263o�ensichtlich der Fall, denn dort sollte die Entropie ein additives oder extensivesMa� der Anzahl der repr�asentativen Mikrozust�ande sein. Diese Anzahl dr�uckt abergerade die statistische Unbestimmtheit aus, d.h., S und hIi h�angen �uber eine mono-tone Beziehung zusammen. Da beide extensiv sind, kann das nur eine Proportiona-lit�at sein, deren Proportionalit�atskonstante die wir uns in k = �I 0(1), vgl. (12.60),enthalten denken. Damit lautet die EntropieS = hIi = �k Xs p(s) ln p(s); (12.73)vgl. (12.61). Analog zu unserem Vorgehen im Abschnitt 2.6 w�ahlen wir k = 1 undlegen damit eine dimensionslose Skala f�ur die Entropie und gleichzeitig auch bereitseine Energieskala f�ur die Temperatur fest. Die Kelvin-Skala ergibt sich mit k = kB =Boltzmann-Konstante. Wenn wir annehmen, da� die jsi Eigenzust�ande zu � mit denEigenwerten p(s) sind, d.h., im allgemeinen auch Eigenzust�ande zu allen x� , vgl.(12.67), dann k�onnen wir S wie folgt schreiben:S = �Xs hsj� ln �jsi = �Sp (� ln �) : (12.74)Der klassische Fall ist analog ausdr�uckbar durch�(q; p) = 1Z exp �X� �� x�(q; p)!; (12.75)Z = Z d� exp �X� �� x�(q; p)!; (12.76)hx�i = 1Z Z d� x�(q; p) exp �X� �� x�(q; p)! = �@ lnZ@�� ; (12.77)S = � Z d� �(q; p) ln �(q; p): (12.78)Es ist ganz o�ensichtlich, wie wir jetzt die uns bereits bekannten Ensemble, n�amlichdas mikrokanonische, kanonische und gro�kanonische Ensemble aus dem verallgemei-nerten informationstheoretischen Formalimsmus der Ensemble{Konstruktion diesesAbschnitts wiedergewinnen k�onnen. Die Tabelle 12.2 gibt die Wahl der x� und der�� an.
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Ensemble x� ��mikrokanonisch { {kanonisch x1 = H �1 = � = 1=Tgro�kanonisch x1 = H �1 = � = 1=Tx2 = N �2 =  = �� � = ��=TTabelle 12.2: Wahl der x� und der �� f�ur das mikrokanonische, kanonische undgro�kanonische Ensemble



Kapitel 13
Allgemeine Aussagen derstatistischen Theorie
Im vorhergehenden Kapitel haben wir die mikroskopische statistische Theo-rie des thermodynamischen Gleichgewichts auf der Grundlage von Ensemble{Beschreibungen formuliert. Jedes Ensemble ist quantenstatistisch durch einenDichte{Operator �, klassisch{statistisch durch eine Phasenraumdichte �(q; p) cha-rakterisiert. Damit k�onnen wir s�amtliche thermodynamischen Gleichgewichtseigen-schaften des Systems erfassen, wenn auch die analytische Durchf�uhrung dieses Pro-gramms nur in einfachen Einzelf�allen m�oglich ist. In diesem Kapitel werden wireinige allgemeine Aussagen der mikroskopischen statistischen Theorie kennenler-nen und dabei grundlegende Begri�e einer jeden statistischen Theorie verwenden,n�amlich Wahrscheinlichkeitsdichten, Erwartungswerte und Fluktuationen. Insbeson-dere wird uns die Theorie der Fluktuationen eine weitere Verkn�upfung der mikro-skopischen mit der ph�anomenologischen Theorie aufzeigen, die bis in die irreversibleThermodynamik reicht.13.1 Grundbegri�e der StatistikWir wollen zun�achst einige Grundbegri�e der statistischen Theorie und wichtigeZusammenh�ange zwischen ihnen zusammenstellen. Teilweise haben wir diese bereitsverwendet, so da� jetzt eine systematischere Darstellung f�allig ist. Es sei wiederx eine uktuierende extensive physikalische Variable, typischerweise eine Energie,eine Teilchenzahl oder ein Volumen eines thermodynamischen Systems, m�oglichwei-se auch eines Teilsystems oder vielleicht schon auf ein Volumen oder eine Massebezogen, also eine r�aumliche oder materielle Dichte. Wir formulieren zun�achst dieWahrscheinlichkeit, da� die uktuierende Variable einen Wert zwischen x und x+dx265



266 13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIEbesitzt, und bezeichnen diese mit p(x) dx. Es ist n�amlich einleuchtend, da� dieseWahrscheinlichkeit selbst wie auch das Intervall dx, auf das sie bezogen wird, einDi�erential 1. Ordnung ist. Die Funktion p(x) hei�t die Wahrscheinlichkeitsdichteder Variablen x. Es ist o�ensichtlich, da� p(x) nicht negativ werden kann: p(x) � 0.Die Schreibweise p(x) dx ist eine Abk�urzung. Ausf�uhrlich w�urde man die uktuie-rende Variable mit einem anderen Symbol bezeichnen, z.B. �, undp�(x) dx := W fx � � � x+ dxg (13.1)de�nieren, worin Wf: : :g "Wahrscheinlichkeit, da� . . . " bedeutet. Wir wollen aberweiter die abk�urzende Schreibweise p(x) dx im Sinne der ausf�uhrlichen De�nition in(13.1) verwenden.Im physikalischen Sprachgebrauch wird p(x) auch oft als "Verteilung" bezeichnet.Das ist im Sinne der mathematischen Statistik nicht korrekt, weil dort�(x) := Z x�1 dx0 p(x0) (13.2)als Verteilungsfunktion de�niert wird. Da der uktuierende Wert der Variablen xmit Sicherheit im Intervall �1 < x <1 liegt, mu� f�ur die Dichte p(x) die Normie-rungsbedingung Z +1�1 dx p(x) = 1 (13.3)erf�ullt sein. Unter Verwendung der Verteilungsfunktion dr�uckt sich die Normierungs-bedingung als �(1) = 1 aus. Wir wollen in unserer Schreibweise den Fall einschlie-�en, da� x eine diskrete Variable ist, z.B. eine Teilchenzahl N . Dann schreiben wirp(N) statt p(x), und die Normierungsbedingung lautet1XN=0 p(N) = 1: (13.4)In dieser Weise lassen sich alle folgenden Beziehungen stets auf eine diskrete Variable�ubertragen.



13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE 26713.1.1 Verbunddichten, bedingte und marginale DichtenH�au�g werden wir es in der statistischen Theorie der Thermodynamik mit der Si-tuation zu tun haben, da� mehrere uktuierende Variablen zugleich auftreten, z.B.Energie und Teilchenzahl oder Energien in verschiedenen Teilsystemen usw. Wir for-mulieren hier den Fall, da� zwei uktuierende Variablen x1; x2 auftreten. Die Ver-allgemeinerung auf beliebig viele Variablen ist o�ensichtlich. Mit p(x1; x2) dx1 dx2bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, den Wert der Variablen Nr. 1 im Intervallzwischen x1 und x1 + dx1 zu �nden und den Wert der Variablen Nr. 2 im Inter-vall zwischen x2 und x2 + dx2. Die Wahrscheinlichkeit p(x1; x2) dx1 dx2 ist also eineVerbundwahrscheinlichkeit f�ur ein "sowohl{als{auch{Ereignis", n�amlich - in ausf�uhr-licher Schreibweise - f�ur x1 � �1 � x1 + dx1 und x2 � �2 � x2 + dx2. Entsprechendhei�t p(x1; x2) die Verbunddichte oder auch kombinierte Dichte f�ur die Variablen x1und x2. Die Normierung von p(x1; x2) lautet analog zu (13.3)Z dx1 Z dx2 p(x1; x2) = 1: (13.5)(Wir werden im folgenden gelegentlich Integrationsgrenzen zwecks Vereinfachung derSchreibweise nicht explizit ausschreiben, wenn der Integrationsbereich o�ensichtlichist, hier von �1 bis +1.)Wenn die Verbunddichte p(x1; x2) gegeben ist, kann man aus ihr die Wahrschein-lichkeitsdichte f�ur eine der beiden Variablen x1 oder x2 bilden. Wir fragen nach derWahrscheinlichkeit f�ur x1 � �1 � x1 + dx1, ohne da� der Wert von x2 dabei eineRolle spielen soll. Wir m�ussen also �uber alle M�oglichkeiten f�ur die Werte von x2integrieren und erhalten als sogenannte marginale Dichte f�ur x1p1(x1) = Z dx2 p(x1; x2); (13.6)entsprechend f�ur p2(x2). Die Indizes der Funktionssymbole p1(: : :) und p2(: : :)ber�ucksichtigen, da� es sich in den beiden F�allen im allgemeinen um verschiede-ne funktionale Abh�angigkeiten handeln wird.Unter Benutzung des Begri�s der marginalen Dichte de�nieren wir jetzt die bedingteDichte p(x1jx2) := p(x1; x2)p2(x2) : (13.7)



268 13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIEp(x1jx2) dx1 ist die Wahrscheinlichkeit f�ur x1 � �1 � x1 + dx1 unter der Bedingung,da� der Wert x2 mit Sicherheit realisiert ist. Das erkennen wir unmittelbar in derSchreibweise p(x1; x2) dx1 dx2 = [p(x1jx2) dx1] [p2(x2) dx2] : (13.8)Falls p(x1jx2) = p1(x1) (13.9)erf�ullt ist, hei�en die Variablen x1; x2 naheliegenderweise statistisch unabh�angig.Wenn das der Fall ist, dann gilt auch p(x2jx1) = p2(x2), dennp(x2jx1) = p(x1; x2)p1(x1) = p(x1jx2) p2(x2)p1(x1) = p1(x1) p2(x2)p1(x1) = p2(x2): (13.10)Aus dieser Rechnung folgt f�ur statistisch unabh�angige x1; x2 auchp(x1; x2) = p1(x1) p2(x2): (13.11)13.1.2 ErwartungswerteWenn die Dichte p(x) einer Variablen bekannt ist, lassen sich aus ihr die Erwar-tungswerte s�amtlicher Funktionen �(x) bilden:h�(x)i = Z dx �(x) p(x): (13.12)Diese De�nition von Erwartungswerten haben wir fr�uher bereits mehrfach benutzt.Die Erwartungswerte von Potenzen xn der Variablen x lauten entsprechendhxni = Z dx xn p(x) (13.13)und hei�en Momente n{ter Ordnung der Variablen x. Als Fluktuationen bezeichnetman allgemein Abweichungen vom Erwartungswert, f�ur die Variable x selbst lauten



13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE 269sie �x = x � hxi. Der Erwartungswert von Fluktuationen verschwindet de�nitions-gem�a�: h�xi = 0. Weil man dennoch ein Ma� f�ur die Fluktuationen haben m�ochte,berechnet man das von uns fr�uher bereits mehrfach benutzte Schwankungsquadrath(�x)2i = h(x� hxi)2i = hx2i � hxi2 (13.14)und nimmt qh(�x)2i als Ma� f�ur die Fluktuationen. Wenn zwei Variablen x1; x2statistisch unabh�angig sind, dann verschwinden die Korrelationen zwischen ihrenFluktuationen, d.h., es ist dann h�x1 �x2i = 0; (13.15)denn h�x1 �x2i = Z dx1 Z dx2 �x1 �x2 p(x1; x2)= Z dx1 �x1 p1(x1) Z dx2 �x2 p2(x2)= h�x1i h�x2i = 0: (13.16)13.2 Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilungund barometrische FormelIn diesem Abschnitt wird es um Konsequenzen aus der klassischen, kanonischenPhasenraumdichte �(q; p) = 1Z exp (�� H(q; p)); � = 1T (13.17)f�ur N{Teilchensysteme gehen, die durch eine Hamilton{Funktion mit der StrukturH(q; p) = NXi=1 12m p2i +W (r1; r2; : : : ; rN ) (13.18)de�niert sind. Hier sind pi und ri Ort und Impuls des Teilchens i, undW (r1; r2; : : : ; rN) ist die potentielle Energie im System, die im allgemeinen sowohl



270 13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIEWechselwirkungen zwischen den Teilchen als auch die Energie in �au�eren Feldernenthalten wird. (Im Fall �au�erer Magnetfelder m�u�ten wir allerdings den kinetischenImpuls pi durch den kanonischen Impuls pi + eA(ri) ersetzen. Hierauf werden wirin einem sp�ateren Abschnitt eingehen.)13.2.1 Maxwellsche GeschwindigkeitsverteilungDie Phasenraumdichte �(q; p) ist eine Verbunddichte oder kombinierte Dichte imSinne des vorhergehenden Abschnitts, die allerdings jetzt 6N Variablen besitzt,denn (q; p) �= (r1; : : : ; rN ;p1; : : : ;pN ) ;und jedes ri und pi besitzt drei Komponenten. Unsere erste Fragestellung betri�t dieWahrscheinlichkeitsdichte ausschlie�lich im Impuls{Unterraum des Phasenraums.Wir fragen also nach der marginalen Dichte �(p) der Impulse, die wir nach den�Uberlegungen des vorhergehenden Abschnitts durch Integration �uber s�amtliche Orter1; : : : ; rN des Systems erhalten:�(p) � Z d3r1 : : : Z d3rN exp (�� H(q; p))� Z d3r1 : : : Z d3rN exp �� NXi=1 12m p2i � �W (r1; r2; : : : ; rN)!� exp �� NXi=1 12m p2i! Z d3r1 : : : Z d3rN exp (�� W (r1; r2; : : : ; rN))� exp �� NXi=1 12m p2i!: (13.19)Den noch fehlenden Proportionalit�atsfaktor bestimmen wir sp�ater durch die For-derung, da� auch �(p) normiert sein soll. Zun�achst erkennen wir, da� die margina-le Wahrscheinlichkeitsdichte �(p) f�ur die Impulse in ein Produkt aus N Faktorenzerf�allt: �(p) = NYi=1 fe(pi); �e(p) � exp � �2m p2!: (13.20)



13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE 271Das bedeutet, wiederum nach den �Uberlegungen des vorhergehenden Abschnitts,da� die Impulse der Teilchen o�enbar statistisch unabh�angig sind. Da f�ur die Dichte�e(p) der Impulse eines Teilchens auch�e(p) = �(px)�(py)�(pz); �(p) � exp � �2m p2! (13.21)gilt, wo px; py; pz die x; y; z{Komponenten des 1{Teilchen{Impulses p sind, sind auchdie Impulse in den Koordinatenrichtungen statistisch unabh�angig. O�ensichtlichsind �(p) und �e(p) normiert, wenn �(p) wieZ +1�1 dp �(p) = 1 (13.22)normiert ist. Das ist der Fall f�ur�(p) = s �2 �m exp � �2m p2!: (13.23)Daraus ergibt sich f�ur die Wahrscheinlichkeitsdichte des Impulses p eines Teilchens(mit � = 1=T ) �e(p) = (2 �mT )�3=2 exp � p22mT !: (13.24)Mit p = m v l�a�t sich daraus auch die Dichte �e;v(v) � �e(p) f�ur die Geschwindig-keit v eines Teilchens bestimmen. Allerdings mu� �e;v(v) konsequenterweise jetzt sonormiert werden, da� Z d3v �e;v(v) = 1: (13.25)Das f�uhrt nach einer einfachen Rechnung auf die sogenannte Maxwellsche Geschwin-digkeitsverteilung �e;v(v) = � m2 � T �3=2 exp �m v22T !: (13.26)Auch hier handelt es sich im mathematisch strengen Sprachgebrauch nicht um eine"Verteilung", sondern um eine Dichte.



272 13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE13.2.2 Barometrische FormelWenn die potentielle Energie W Wechselwirkungen zwischen den Teilchen be-schreibt, W (r1; r2; : : : ; rN) = NXi;j=1W (ri � rj); (13.27)hat die marginale Ortsdichte die Struktur�(q) � exp0@�� NXi;j=1W (ri � rj)1A (13.28)und faktorisiert nicht in ein Produkt von 1{Teilchen{Funktionen. Das war zu erwar-ten, weil eine Wechselwirkung zwischen den Teilchen deren OrtsVariablen statistischvoneinander abh�angig macht. Wenn jedoch die potentielle Energie die Bewegung vonnicht wechselwirkenden Teilchen in einem �au�eren Potential �(r) beschreibt,W (r1; r2; : : : ; rN) = NXi=1�(ri); (13.29)faktorisiert die marginale Ortsdichte:�(q) = NYi=1 �e(ri); �e(r) � exp (�� �(r)): (13.30)Wenn das �au�ere Potential �(r) das (als konstant angenommene) Gravitationspo-tential ist, also �(r) = mg z, worin die z{Koordinate senkrecht zur Erdober�achenach oben gez�ahlt werden soll, dann lautet die 1{Teilchen{Ortsdichte (mit � = 1=T )�e(r) � exp��mg zT �: (13.31)Die Ortsdichte ist zugleich die Teilchendichte c = c(r), die hier also vom Ort r bzw.von der H�ohe z abh�angt:



13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE 273c(z) = c(0) exp��mg zT �; (13.32)worin c(0) die Dichte bei der H�ohe z = 0 ist. Dieses ist die sogenannte barometrischeFormel. Wir weisen nochmals darauf hin, da� sie nur f�ur Teilchen ohne gegensei-tige Wechselwirkung gilt, d.h., nur f�ur ideale Gase, deren statistische Theorie derGegenstand des n�achsten Kapitels ist.13.3 Der Gleichverteilungssatz13.3.1 Formulierung des GleichverteilungssatzesDer Gleichverteilungssatz ist ein sehr h�au�g verwendeter Satz aus der klassischenPhasenraum{Statistik. Er erlaubt es, in vielen Situationen die mittlere Energie vonFreiheitsgraden zu bestimmen, ohne jeweils die entsprechende statistische Theorieim einzelnen entwickeln zu m�ussen. Wir betrachten ein allgemeines System mit fFreiheitsgraden, dessen mikroskpische Dynamik im 2 f{dimensionalen Phasenraum(q; p) �= (q1; : : : ; qf ; p1; : : : ; pf) durch eine Hamilton{Funktion H(q; p) beschriebensei. Zur statistischen Beschreibung w�ahlen wir das kanonische Ensemble. Es sei(�i; �j) ein beliebiges Paar aus den 2 f kanonischen Variablen. Damit bilden wirden Ausdruck *�i @H@�j + = 1Z Z d� �i @H@�j e�� H ; (13.33)� = 1=T . Nun gilt die Identit�at@H@�j e�� H = � 1� @@�j e��H : (13.34)Wir setzen (13.34) in (13.33) ein:*�i @H@�j + = � 1� Z Z d� �i @@�j e�� H : (13.35)In dem Integral auf der rechten Seite wollen wir eine partielle Integration ausf�uhren.Dazu benutzen wir gem�a� der Produktregel der Di�erentiation



274 13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE@@�j ��i e�� H� = @�i@�j e��H + �i @@�j e�� H : (13.36)Wenn wir diese Beziehung �uber den gesamten Phasenraum integrieren, erhalten wirauf der linken Seite Z d� @@�j ��i e�� H� = 0; (13.37)und zwar unter Verwendung eines verallgemeinerten Gau�schen Satzes im Phasen-raum. Das Integral in (13.37) liefert n�amlich einen Randwert des Integranden in�j{Richtung. Falls �j ein Impuls ist, ist der Randwert bei �j = �1 zu nehmen.Dort verschwindet aber exp (�� H). Falls �j ein Ort ist, ist der Randwert am Volu-menrand zu nehmen. Dort tritt eine unendlich hohe potentielle Energie auf, die dasSystem am Verlassen des Volumens hindert. Alternativ k�onnen wir uns das Systemaber auch durch r�aumlich periodische Randbedingungen beschrieben denken, so da�sich die beiden Randterme gegenseitig aufheben.Wir setzen nun die �uber den Phasenraum integrierte Version von (13.36) unterBeachtung von (13.37) und @�i=@�j = �i j in (13.35) ein und erhalten*�i @H@�j + = �i j� Z Z d� e�� H = �i j T: (13.38)Dieses ist die allgemeine Form des Gleichverteilungssatzes, die wir durch einige An-wendungen erl�autern wollen.13.3.2 Anwendungen des GleichverteilungssatzesWir beginnen mit einem N{Teilchensystem von punktf�ormigen Teilchen (ohne in-terne Freiheitsgrade) mit einer Hamilton{FunktionH = NXi=1 12m p2i +W (r1; r2; : : : ; rN);vgl. (13.18), und w�ahlen �i = �j = pi � = �{Komponente des Impulses des i{tenTeilchens, � = x; y; z. Dann ist



13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE 275@H@pi � = 1m pi �;*pi � @H@pi �+ = 1m hp2i �i = T;� 12m p2i �� = 12 T: (13.39)Jeder Translationsfreiheitsgrad (pro Teilchen und pro Koordinatenrichtung) tr�agtdie mittlere kinetische Energie T=2. Wenn es sich um ein System freier punktf�ormi-ger Teilchen handelt, also W (r1; r2; : : : ; rN) = 0, besteht die gesamte Energie aus-schlie�lich aus kinetischer Energie, und f�ur ihren Erwartungswert ergibt sich durchSummation �uber die f = 3N FreiheitsgradeU = hHi = 32 N T: (13.40)Unser zweites Anwendungsbeispiel ist ein System aus 2{atomigen Molek�ulen. Zu denTranslationsfreiheitsgraden kommen hier die internen Freiheitsgrade der Rotationum zwei unabh�angige Achsen senkrecht zur Molek�ulachse hinzu. Von den ebenfallsm�oglichen Schwingungen der beiden Atome gegeneinander sehen wir zun�achst ab.Die Hamilton{Funktion dieses Systems lautetH = NXi=1 12m p2i + NXi=1 12� �L2i x + L2i y�+W (r1; r2; : : : ; rN): (13.41)Hier sind Li x und Li y die x{ bzw. y{Komponenten des Drehimpulses Li des i{tenTeilchens, wobei wir das f�ur jedes Teilchen jeweils k�orperfeste Koordinatensystemso gew�ahlt haben, da� seine z{Achse parallel zur Molek�ulachse liegt. Das Tr�agheits-moment � ist gegeben durch � = mr20, worin m = reduzierte Masse und r0 =Atomabstand. Mit der Wahl �i = �j = Li �, � = x; y, erhalten wir mit derselbenRechnung wie oben bei (13.39)� 12� L2i �� = 12 T; � = x; y: (13.42)Handelt es sich um freie 2{atomige Molek�ule mitW (r1; r2; : : : ; rN ) = 0, dann lautetder Erwartungswert der Gesamtenergie jetztU = hHi = 32 N T + 22 N T = 52 N T: (13.43)



276 13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIEWenn das System aus beliebigen ausgedehnten Teilchen besteht, z.B. aus mehr alszwei Atomen, sind die Rotationen der Teilchen im allgemeinen durch drei verschie-dene Tr�agheitsmomente ��, � = x; y; z, zu beschreiben. Die Hamilton{Funktionlautet dannH = NXi=1 12m p2i + NXi=1 X�=x;y;z 12�� L2i � +W (r1; r2; : : : ; rN) (13.44)und (13.42) gilt f�ur � = x; y; z. F�ur freie Teilchen lautet der Erwartungswert derGesamtenergie in diesem Fall statt (13.43)U = hHi = 32 N T + 32 N T = 3N T: (13.45)Schlie�lich betrachten wir noch ein System aus einer Anzahl f von harmonischenOszillatoren mit der Hamilton{FunktionH = fXi=1  12m p2i + m!22 q2i! : (13.46)Die Aussage (13.39) �uber den Erwartungswert T=2 f�ur die kinetische Energie jedesder Freiheitsgrade i = 1; 2; : : : ; f bleibt bestehen. Zus�atzlich gewinnen wir mit �i =�j = qi eine Aussage �uber die potentielle Energie, n�amlichhm!22 q2i i = 12 T; i = 1; 2; : : : ; f: (13.47)F�ur den Erwartungswert der Gesamtenergie des Systems �nden wir alsoU = hHi = f T: (13.48)Dieses Ergebnis, angewendet auf die f = 3N Schwingungsfreiheitsgrade in einemN{Teilchen{Festk�orper in harmonischer N�aherung, hei�t die Dulong{Petitsche Regel.Wir werden in einem sp�ateren Abschnitt �uber Phononen darauf zur�uckkommen undzeigen, da� diese Regel der klassische Grenzfall einer quantenstatistischen Theorieharmonischer Oszillatoren darstellt.Wir kommen noch einmal auf den obigen Fall des 2{atomigenMolek�uls zur�uck. Wennwir jetzt auch die Schwingungen der beiden Atome gegeneinander einschlie�en, dann



13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE 277m�ussen wir o�ensichtlich pro Teilchen T=2 f�ur die kinetische Energie der Schwingungund gem�a� (13.47) nochmals T=2 f�ur ihre potentielle Energie zum Erwartungswertder Gesamtenergie hinzuf�ugen und erhalten dann U = 7T=2 anstelle von 5T=2 in(13.43). Das Ergebnis dieser �Uberlegung wird sich zwar als korrekt herausstellen,doch liefert sie kein Kriterium daf�ur, ob oder wann die Freiheitsgrade der Schwin-gung zu ber�ucksichtigen sind. Dieselbe Unsicherheit besteht �ubrigens auch bei derFrage, ob oder wann die Freiheitsgrade der Rotation neben jenen der Translation zuber�ucksichtigen sind. Wir werden im folgenden Kapitel auf diese Fragen zur�uckkom-men, wenn wir eine konsequente Theorie freier, d.h., nicht wechselwirkender Teilchenmit den internen Freiheitsgraden von Rotation und Schwingung entwickeln werden.13.4 Der VirialsatzDer Virialsatz macht eine Aussage �uber klassische N{Teilchen{Systeme, die durcheine Hamilton{Funktion vom TypH = NXi=1 12m p2i + 12 NXi;j=1W (rij) (13.49)dargestellt werden. Die Teilchen sollen also paarweise untereinander wechselwirkenk�onnen, und diese Wechselwirkung soll durch ein Wechselwirkungspotential W (rij)beschrieben werden k�onnen, das nur vom Abstand rij = jri � rjj der Teilchenabh�angt. Der Faktor 1=2 vor der (i; j){Summe ber�ucksichtigt, da� in der Summejedes Teilchenpaar (i; j) doppelt gez�ahlt wird.Bereits im Rahmen der klassischen Mechanik wird eine Version des Virialsatzeshergeleitet, die von der folgenden Identit�at f�ur die kinetische Energie Ekin ausgeht:
Ekin = NXi=1 12m p2i = 12 NXi=1 pi dridt == ddt  NXi=1 pi ri!� 12 NXi=1 ri dpidt : (13.50)Wir bilden nun das zeitliche Mittel dieser Identit�at, wie wir es bereits im Abschnitt11.1 beschrieben haben, n�amlich durch Integration �uber die Zeit von t = 0 bis t = � ,Division durch � und den Limes � !1:



278 13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIEEkin = lim�!1 12 � NXi=1 (pi(�) ri(�)� pi(0) ri(0))� 12 NXi=1 ri dpidt (13.51)Wir nehmen an, da� die Trajektorien ri(t);pi(t) beschr�ankt sind. Dann verschwindetder erste Term auf der rechten Seite von (13.51) und wir erhaltenEkin = �12 NXi=1 ri dpidt : (13.52)Dieses ist der Virialsatz in der Zeitmittel{Version. Den Ausdruck auf der rechtenSeite von (13.52) nennt man auch das Virial des Systems. Dieses Virial l�a�t sichdurch die potentielle Energie der Wechselwirkung ausdr�ucken, wenn das Wechsel-wirkungspotential V (r) homogen ist, d.h., wenn es eine BeziehungW (� r) = �kW (r) (13.53)f�ur beliebige � erf�ullt, worin k der Grad der Homogenit�at ist. Beispiele f�ur homogenePotentiale sind: harmonischer Oszillator: W (r) � r2; k = 2;Gravitation, Coulomb{Wechselwirkung: W (r) � 1r ; k = �1:Wir di�erenzieren (13.53) nach � und setzen anschlie�end � = 1:rW 0(r) = kW (r); (13.54)worin W 0(r) die Ableitung nach r bedeutet. Dieses ist der Eulersche Satz f�ur ho-mogene Funktionen, hier in der Version f�ur eine Variable r. Unter Benutzung desEulerschen Satzes k�onnen wir das Virial auf der rechten Seite von (13.52) weiterumformen. Dazu stellen wir dpi=dt durch die Bewegungsgleichung dar:dpidt = � @@ri 12Xj;k W (rjk) = �Xj W 0(rij) ri � rjrij : (13.55)



13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE 279Einsetzen und Symmetrisieren in i; j f�uhrt unter Benutzung des Eulerschen Satzes(13.54) auf NXi=1 ri dpidt = �Xi;j W 0(rij) ri(ri � rj)rij == �12 Xi;j rijW 0(rij) = �k2Xi;j W (rij) = �k Epot: (13.56)Damit l�a�t sich der Virialsatz (13.52) in die FormEkin = k2 Epot (13.57)bringen.Die statistische Version des Virialsatzes erhalten wir aus dem Gleichverteilungssatz(13.38) aus dem vorhergehenden Abschnitt durch die Setzung �i = �j = xi � = �{Komponente des Ortsvektors ri des i{ten Teilchens:*xi � @H@xi �+ = T: (13.58)Aufgrund der kanonischen Bewegungsgleichungen ist @H=@xi � = �dpi �=dt. Damitund durch Summation �uber � = x; y; z und i = 1; 2; : : : ; N erhalten wir aus (13.58)NXi=1*ri dpidt + = �3N T = �2 hEkini; (13.59)vgl. (13.39) und (13.40). Dieses ist die statistische Version des Virialsatzes. Siestimmt formal mit der Zeitmittel{Version (13.52) �uberein, wenn wir den zeitlichenMittelwert � einer Variablen � durch ihren Ensemblemittel h�i ersetzen. Die Versi-on (13.57) f�ur homogene Wechselwirkungspotentiale W (r) erhalten wir im Fall desEnsemblemittels aus (13.59) durch dieselbe Umformung wie in (13.55) und (13.56):hEkini = k2 hEpoti (13.60)



280 13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE13.5 Die Einsteinsche SchwankungsformelZiel dieses Abschnitts und der folgenden Abschnitte dieses Kapitels ist es, Wahr-scheinlichkeitsdichten f�ur Fluktuationen thermodynamischer Variablen von ihrenGleichgewichtswerten zu bestimmen. Wir betrachten ein isoliertes System und einezun�achst extensive Variable x in dem System, typischerweise die Energie, das Vo-lumen oder eine Teilchenzahl in einem Teilsystem des Gesamtsystems. F�ur die Va-riable x schlie�en wir Energie, Volumen und Teilchenzahl des Gesamtsystems aus,weil diese durch die Isolationsbedingung festgelegte Werte besitzen. Im klassischenmikrodynamischen Bild stellen wir uns die Variable x als durch eine Phasenraum-funktion x(q; p) de�niert vor. Wir fragen jetzt nach der Wahrscheinlichkeit p(x) dxdaf�ur, da� x(q; p) Werte im Intervall x; x+ dx annimmt:p(x) dx =W fx � x(q; p) � x + dxg ; (13.61)vgl. (13.1). Wir k�onnen diese De�nition auf den quantenstatistischen Fall erweitern,indem wir p(x) dx als Wahrscheinlichkeit daf�ur interpretieren, da� eine x{Messungals Ergebnis Eigenwerte des Operators im Intervall x; x + dx liefert. Hierbei istallerdings zu beachten, da� die zu diskutierenden thermischen Fluktuationen von xgro� gegen�uber den Quantenuktuationen sein m�ussen. Das bedeutet, da� die x{Messung �uber ein hinreichend langes Zeitintervall erfolgen mu� und die Temperaturdes Systems nicht extrem niedrig sein darf.Aufgrund der �Uberlegungen im Kapitel 11 ist die gesuchte Wahrscheinlichkeitsdich-te p(x) im mikrodynamischen Bild gegeben durch das Verh�altnis der Anzahl W (x)von Mikrozust�anden, die das Bedingungsargument in (13.61) bzw. seine quantensta-tistische Version erf�ullen, zur Gesamtzahl W von Mikrozust�anden des Systems, diedie vorgebenen Werte von U; V;N besitzen. F�ur die Wahrscheinlichkeitsdichte p(x)bedeutet das p(x) = W (x)W � W (x) = expS(x): (13.62)Hier ist S(x) die Entropie des Systems unter der Nebenbedingung des festgelegtenWertes f�ur die Variable x. Mit dieser Begri�sbildung greifen wir auf den Abschnitt2.4 zur�uck: dort hatten wir einem partiellen Gleichgewicht eine Entropie zugeord-net. Im Fall dieses Abschnitts ist das partielle Gleichgewicht durch die Festlegungdes Wertes der Variablen x de�niert, und S(x) ist seine Entropie im Sinne des Ab-schnitts 2.4. Wenn wir den Wert von x freigeben, wird sich spontan ein vollst�andigesGleichgewicht einstellen, in dem x einen Gleichgewichtswert hxi annimmt. Ohne Be-schr�ankung der Allgemeinheit nehmen wir an, da� hxi = 0, anderenfalls f�uhren wir



13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE 281x�hxi als neue Variable x ein. Damit k�onnen wir die Fluktuationen um das Gleich-gewicht in der Form �x = x schreiben.Wir entwickeln nun die Entropie S(x) nach den Fluktuationen �x = x um dasGleichgewicht bei x = 0: S(x) = S(0) + �S + 12 �2S + : : : (13.63)mit �S =  @S(x)@x !x=0 x; (13.64)�2S =  @2S(x)@x2 !x=0 x2: (13.65)Da f�ur x = 0 ein vollst�andiges stabiles thermodynamisches Gleichgewicht vorliegensoll, mu� S(x) dort ein Maximum besitzen. Das bedeutet, da� @S(x)@x !x=0 = 0; g := � @2S(x)@x2 !x=0 > 0: (13.66)Wir schreiben p(x) � exp��g2 x2 + : : :� (13.67)und brechen die Entwicklung nach dem quadratischen Term in x ab, was wir sp�aternoch zu begr�unden haben. Den in (13.67) noch fehlenden Proportionalit�atsfaktorbestimmen wir durch die NormierungsbedingungZ +1�1 dx p(x) = 1: (13.68)Die Integrationsgrenzen �1 erscheinen angesichts der Tatsache, da� wir die Ent-wicklung von S(x) nach dem quadratischen Term abgebrochen haben, zun�achst pro-blematisch. Wir werden aber unten zeigen, da� die Ausweitung der Integration auf



282 13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE�1 < x < +1 einen Beitrag liefert, der im thermodynamischen Limes verschwin-det. Die Rechnung zur Normierung ergibt mit der Substitution � = qg=2xZ +1�1 dx exp��g2 x2� = s2g Z +1�1 d� e��2 = s2 �g ;so da� die normierte Dichte p(x) = r g2 � exp��g2 x2� (13.69)lautet. Dieses ist die Einsteinsche Schwankungsformel, und eine Variable x mit derWahrscheinlichkeitsdichte wie in (13.69) hei�t Gau�{verteilt. Wir bestimmen dieBedeutung des Parameters g durch Berechnung des Schwankungsquadrats h(�x)2i =hx2i. Durch eine partielle Integration erhalten wirhx2i = r g2 � Z +1�1 dx x2 exp��g2 x2�= 2gp� Z +1�1 d� �2 e��2= � 1gp� Z +1�1 d� � dd� e��2= 1gp� Z +1�1 d� e��2 = 1g ; (13.70)Da die Entropie S und voraussetzungsgem�a� auch die Variable x extensiv sind, folgtaus (13.66), da� g von der Ordnung 1=N und folglich auch hx2i von der Ordnung Nist, worin N die Teilchenzahl ist. Das bedeutet, da� die Fluktuationen x selbst vonder Ordnung qhx2i � N1=2 (13.71)sind. Diese Aussage war uns bereits in einer speziellen Form im Abschnitt 12.2begegnet, n�amlich f�ur die Fluktuationen der Energie im kanonischen Ensemble undf�ur diejenigen der Teilchenzahl im gro�kanonischen Ensemble.Mit (13.71) ist die Ausweitung der Integrationsgrenzen auf �1 gerechtfertigt, weildie Exponentialfunktion exp (�g x2=2) nur f�ur x{Werte von der Ordnung pN we-sentlich von Null verschiedene Beitr�age zum Integral liefert. Da x als extensive Va-riable von der Ordnung N ist, zeigt sich die Dichte p(x) auf der x{Skala als eine



13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE 283bei x = 0 sehr scharf lokalisierte Funktion. Mit dem thermodynamischen LimesN ! 1 wird diese relative Lokalisierung immer sch�arfer, und die von au�erhalbder Lokalisierung hinzukommenden Beitr�age werden immer kleiner. Mit einem �ahn-lichen Argument l�a�t sich nun auch das Abbrechen der Entwicklung von S(x) nachdem quadratischen Term in (13.64) begr�unden. F�ur die Ordnung des n{ten Termsin der Entwicklung (13.63) �nden wir @nS@xn !x=0 xn � 1Nn�1 Nn=2 = N1�n=2; (13.72)was f�ur n > 2 im thermodynamischen Limes N !1 verschwindet.Wie zu Beginn dieses Abschnitts erw�ahnt, wird die Einsteinsche Schwankungsfor-mel typischerweise auf die Fluktuationen �x = x in einem Teilsystem eines insge-samt isolierten Systems angewendet. Dann kann man die Entropie S(x) bzw. ihreFluktuation �2S direkt auf das Teilsystem beziehen, d.h., die Fluktuationen werdenausschlie�lich durch Eigenschaften des o�enen Teilsystems bestimmt. Das gilt sogardann, wenn die Fluktuationen durch Austausch einer erhaltenen Gr�o�e zwischendem Teilsystem und dem Restsystem zustande kommen, z.B. bei der Energie oderbei Teilchenzahlen. In diesem Fall schreiben wir f�ur die gesamte EntropieSg = S(x) + S 0(x0); (13.73)worin S 0(x0) die Entropie des Restsystems, also des Gesamtsystems ohne das betrach-tete Teilsystem als Funktion der zu x entsprechenden Variablen x0 im Restsystemist. F�ur die Fluktuationen folgt daraus�2Sg =  @2S(x)@x2 !x=0 (�x)2 +  @2S 0(x0)@x02 !x0=0 (�x0)2= " @2S(x)@x2 !x=0 +  @2S 0(x0)@x02 !x0=0# (�x)2 ; (13.74)weil �x0 = ��x. Da x bzw. x0 extensive Variablen sein sollten, sind die 2. Ableitun-gen @2S=@x2 bzw. @2S 0=@x02 von der Ordnung der reziproken Teilchenzahlen 1=Nbzw. 1=N 0. Jetzt f�uhren wir den thermodynamischen Limes N 0 ! 1 bei endlicherTeilchenzahl N des betrachteten Teilsystems aus. Dann erkennen wir aus (13.74),da� sich die Entropie{Fluktuationen �2Sg des Gesamtsystems auf diejenigen desTeilsystems reduzieren.



284 13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIEWir haben hier gezeigt, da� Fluktuationen extensiver Variablen um das thermody-namische Gleichgewicht Gau�{verteilt sind. Die wesentlichen Voraussetzungen f�urdiesen Nachweis waren die Extensivit�at der Variablen und der thermodynamischeLimes N ! 1. Unser Ergebnis ist ein Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes.Dieser besagt allgemein, da� Variablen, die als Summen einer Anzahl N statistischunabh�angiger Variablen darstellbar sind, im Limes N ! 1 Gau�{verteilt sind. Inunserem Fall ersetzt die Eigenschaft der Extensivit�at der Variablen im thermodyna-mischen Limes die Voraussetzung, da� sie als Summe einer beliebig gro�en Anzahlvon Sub{Variablen darstellbar ist, z.B., als Summe �uber Teilsysteme, deren Anzahlim thermodynamischen Limes gegen1 geht und die, wenn sie jeweils makroskopischsind, auch statistisch unabh�angig sind.Die Voraussetzungen f�ur den zentralen Grenzwertsatz k�onnen bei seiner Anwendungauf endliche Systeme in der Umgebung kritischer Punkte an Grenzen sto�en. Dortn�amlich divergieren die Korrelationsl�angen, wie wir im Abschnitt 9.4 gezeigt haben.Divergierende Korrelationsl�angen jedoch bedeuten, da� die Teilsysteme auch dannnicht mehr statistisch unabh�angig sind, wenn sie makroskopisch sind.13.6 Multivariate Gau�{verteilte DichteDie �Uberlegungen des vorhergehenden Abschnitts k�onnen wir in naheliegender Weiseauf den Fall erweitern, da� wir in einem isolierten System nach der Verbundwahr-scheinlichkeitp(x1; x2; : : :)dx1 dx2 : : : ==W fx1 � x1(q; p) � x1 + dx1; x2 � x2(q; p) � x2 + dx2; : : :g (13.75)f�ur einen Satz von Phasenraumfunktionen x�(q; p); � = 1; 2; : : : fragen, entsprechendim quantenstatistischen Fall, in dem die x� durch Operatoren darzustellen sind unddas kombinierte Bedingungsargument durch Eigenwerte der Operatoren als Ergeb-nisse einer gleichzeitigen Messung der x� . Wenn die x� nicht paarweise kommutieren,tritt die quantentheoretische Unsch�arfe als Begrenzung der Sch�arfe der Wahrschein-lichkeitsaussage hinzu. Analog zum vorhergehenden Abschnitt erhalten wir f�ur diekombinierte Dichte die Aussagep(x1; x2; : : :) � W (x1; x2; : : :) = expS(x1; x2; : : :): (13.76)S(x1; x2; : : :) ist als Entropie eines Systems in einem partiellen Gleichgewicht zuinterpretieren, das durch die Festlegung der Werte mehrerer Variablen x1; x2; : : :



13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE 285charakterisiert ist. Wiederum nehmen wir an, da� im vollst�andigen Gleichgewichthx�i = 0 f�ur alle � = 1; 2; : : : ist, und entwickeln die Entropie S(x1; x2; : : :) nach denFluktuationen �x� = x� um das Gleichgewicht:S(x1; x2; : : :) = S(0) + �S + 12 �2S + : : : ; (13.77)�S = X�  @S(x)@x� !x=0 x� ; (13.78)�2S = X�;�  @2S(x)@x�@x� !x=0 x� x�: (13.79)Gelegentlich werden wir die x1; x2; : : : mit dem Symbol x abk�urzen. x = 0 bedeutetdann, da� x� = 0 f�ur alle � = 1; 2; : : :. Da bei x = 0 ein vollst�andiges und stabilesGleichgewicht vorliegen soll, mu� S(x) dort ein Maximum besitzen, d.h., es mu��S = 0 und �2S < 0 f�ur alle x� sein. Aus der ersten Bedingung folgt @S(x)@x� !x=0 = 0; � = 1; 2; : : : ; (13.80)und aus der zweiten Bedingung folgt, da� die quadratische Form �2S negativ de�nitist. Mit derselben Begr�undung wie im vorhergehenden Abschnitt brechen wir dieEntwicklung von S(x) in (13.77) nach dem quadratischen Term ab und schreibenp(x) � exp �12 X�;� g�� x� x�!; g�� = � @2S(x)@x�@x�!x=0 : (13.81)Wegen �2S < 0 mu� g�� eine positiv de�nite Matrix sein.13.6.1 Die NormierungZun�achst m�ussen wir die Normierung kl�aren. Wir haben das IntegralZ dx exp �12 X�;� g�� x� x�! (13.82)zu berechnen, worin



286 13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIEZ dx = Z +1�1 dx1 Z +1�1 dx2 : : :bedeutet. Wir verwenden die MatrizenschreibweiseX�;� g�� x� x� � xT g x:x ist der Spaltenvektor der x� und xT der zu x transponierte Zeilenvektor, g istdie Matrix der g��. Es sei U eine orthogonale Matrix: U UT = UT U = 1. Damittransformieren wirx = U y; yT = xT UT ; xT g x = yT �UT g U� y; (13.83)worin y und yT transformierte Spalten{ bzw. Zeilenvektoren sind. Aus (13.81) er-kennen wir, da� g�� symmetrisch ist, also g�� = g�� bzw. g = gT . Dann gibt es eineorthogonale Matrix U , so da� UT g U Diagonalgestalt hat, alsoyT �UT g U� y =X� � y2�: (13.84)� sind die Eigenwerte der Matrix g. Diese m�ussen positiv sein, � > 0, weil g positivde�nit sein sollte. Wir substituieren im Integral in (13.82) die Variable x durch dieTransformation x = U y. Dabei istdx = dx1 dx2 : : : = @(x1; x2; : : :)@(y1; y2; : : :) dy1 dy2 : : : = det(U) dy1 dy2 : : : (13.85)det(U) ist die Determinante der Transformationsmatrix U . Aus U UT = 1 unddet(UT ) =det(U) folgt det(U UT ) = (det(U))2 = 1und somit det(U) = �1. Durch Spiegelung einer einzelnen y�{Achse k�onnen wirimmer det(U) = 1 erreichen. Die Substitution ergibt also



13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE 287Z dx exp �12 X�;� g�� x� x�! = Z dx exp��12 xT g x�= Z dy1 Z dy2 : : : exp �12 X� � y2�!= Y� Z +1�1 dy� exp��12 � y2�� (13.86)= Y� s2 �� = (2 �)n=2qdet(g) ; (13.87)worin wir Gebrauch gemacht haben vondet(g) = det(UT g U) =Y� �und n die Anzahl der Variablen x1; x2; : : : bzw. y1; y2; : : : ist. Die normierte Wahr-scheinlichkeitsdichte p(x) lautet alsop(x) = vuutdet(g)(2 �)n exp �12 X�;� g�� x� x�!: (13.88)13.6.2 Die Bedeutung der Matrix gIm Fall nur einer Variablen x im vorhergehenden Abschnitt war der Parameterg durch das Schwankungsquadrat von x bestimmt: hx2i = 1=g, vgl. (13.70). ImFall mehrerer Variablen wird aus dem Schwankungsquadrat eine Matrix: hx� x�i.Im Analogieschlu� vermuten wir, da� nunmehr hx� x�i = (g�1)��, wo g�1 die zug inverse Matrix ist. Um das zu beweisen, bilden wir die zu den x� konjugiertenVariablen X� := � @S@x� =X� g�� x� ; (13.89)worin wir nochmals die Symmetrie g�� = g�� benutzt haben. Die physikalischeBedeutung der X� werden wir sogleich kennenlernen. Wir berechnen jetzt



288 13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIEhx� X�i = vuutdet(g)(2 �)n Z dx x� X� exp0@�12 X�0;�0 g�0�0 x�0 x�01A= vuutdet(g)(2 �)n Z dx x�  � @@x�! exp0@�12 X�0;�0 g�0�0 x�0 x�01A= vuutdet(g)(2 �)n Z dx  @x�@x�! exp0@�12 X�0;�0 g�0�0 x�0 x�01A = ��� :(13.90)Im letzten Schritt haben wir eine partielle Integration ausgef�uhrt. In diese Relationsetzen wir nun die De�nition derX� aus (13.89) (mit � 0 statt � als Summationsindex)ein: hx� X�0 g� �0 x�0i = ���bzw. X�0 g��0 hx� x�0i = ��� ; (13.91)womit der erwartete Zusammenhang gezeigt ist.13.6.3 Die konjugierten VariablenWir kommen nun auf die physikalische Bedeutung der konjugierten Variablen X�zur�uck. Wir setzen deren De�nition (13.89) in den Ausdruck (13.79) f�ur die zweiteVariation �2S der Entropie ein:�2S = X�;�  @2S(x)@x�@x�!x=0 x� x� (13.92)= �X�;� g�� x� x� = �X� X� x�: (13.93)Diese Darstellung von �2S vergleichen wir mit dem Ausdruck f�ur �2S aus dem Ab-schnitt 5.2 im Zusammenhang mit der Untersuchung der Stabilit�at des Gleichge-wichts:



13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE 289�2S = � � 1T � �U + � � pT � �V � � ��T � �N: (13.94)Die x� sollten verabredungsgem�a� Fluktuationen extensiver Variablen sein. Wiridenti�zieren sie also mit den �U; �V; �N . Folglich sind die X� die Fluktuationender intensiven Variablen ��(1=T );��(p=T ); �(�=T ): Die fr�uhere Stabilit�atsbedin-gung �2S < 0 �ubertr�agt sich hier auf die positive De�nitheit der quadratischen Formim Argument der Exponentialfunktion in p(x) in (13.88), die wiederum bedeutet,da� Fluktuationen um so unwahrscheinlicher sind je gr�o�er sie werden. Makroskopi-sche Stabilit�at und die Stabilit�at von Fluktuationen in der mikroskopischen Theoriehaben also denselben Grund.13.7 Korrelationsfunktionen und OnsagerschenReziprozit�atsrelationenDie �Uberlegungen in den beiden vorhergehenden Abschnitten zu den Eigenschaf-ten der Fluktuationen x� in thermodynamischen Systemen k�onnen wir unter Ver-wendung einfacher physikalischer Argumente noch weiterf�uhren, um daraus sehrweitgehende Folgerungen zu ziehen, z.B. �uber die sogenannten ph�anomenologischenKoe�zienten zwischen Fl�ussen und thermodynamischen Kr�aften, die wir bereits ausdem Kapitel 3 �uber irreversible Thermodynamik kennen.13.7.1 Zeitliches Verhalten der FluktuationenWie wir in den beiden vorhergehenden Abschnitten angenommen hatten, soll dasthermodynamische System ein stabiles Gleichgewicht bzw. ein Maximum seinerEntropie f�ur verschwindende Werte der Fluktuationen x von extensiven Variablenbesitzen. Es k�onnen deshalb keine makroskopischen Abweichungen von x = 0 vonder Ordnung � N auftreten, wohl aber Abweichungen von der Ordnung � N1=2.Die letztere Aussage hatten wir aus der Diskussion der Gau�{Verteilung der Fluk-tuationen x im Abschnitt 13.5 gewonnen. Im mikroskopischen Bild entstehen solchemikroskopischen Fluktuationen x � N1=2 dadurch, da� der Mikroszustand des Sy-stems auch in einem makroskopischen Gleichgewicht sich zeitlich dauernd �andert,und zwar in der Menge derjenigen Mikrozust�ande, die den betre�enden Makrozu-stand repr�asentieren. In dieser Menge haben jedoch die Mikrozust�ande mit x = 0das �uberwiegende Gewicht, d.h., das System besitzt eine Tendenz, auftretende Fluk-tuationen auf den Wert x = 0 zur�uckzuf�uhren. Wir beschreiben dieses Geschehendurch eine stochastische Di�erentialgleichung



290 13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIEdxdt = �k x +R(t): (13.95)Hier beschreibt der Term �k x mit k > 0 die beschriebene Tendenz des Systems,Fluktuationen auf den Wert x = 0 zur�uckzuf�uhren, w�ahrend R(t) eine Zufallskraftist, die das Entstehen von Fluktuationen durch die mikroskopische Systembewegungdarstellen soll. Im Ensemblemittel mu� die Zufallskraft R(t) verschwinden, hR(t)i =0. Dann folgt n�amlich aus (13.95)dhxidt = �k hxi; hxi(t) = hxi(0) e�k t ! 0; (13.96)d.h., im Ensemblemittel bzw. makroskopisch verschwinden die Fluktuationen. Wirwerden die L�osung in (13.96) im folgenden in der Formhxi(tjx0) = x0 e�k t (13.97)benutzen und als bedingten Mittelwert bezeichnen, d.h., als Mittelwert der Fluktua-tion zur Zeit t, wenn sie bei t = 0 den Wert x0 besa�. Die bedingten Mittelwerteerf�ullen also die Di�erentialgleichungddt hxi(tjx0) = �k hxi(tjx0): (13.98)Wir k�onnen diese �Uberlegungen sofort auf den Fall �ubertragen, da� multivariateFluktuationen x� auftreten: dx�dt = �X� k�� x� +R�(t);ddt hx�i(tjx0) = �X� k�� hx�i(tjx0): (13.99)Wir m�ussen also erwarten, da� das mikrodynamische Verhalten der Fluktuationenx� gekoppelt ist, und zwar durch die Matrix k��. Diese mu� die Eigenschaft besit-zen, da� die L�osungen hx�i(tjx0) f�ur t!1 gegen Null relaxieren. hx�i(tjx0) ist eineabk�urzende Schreibweise f�ur einen Satz von Anfangsbedingungen x0 �= (x01; x02; : : :)



13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE 291bei t = 0. Zur Vereinfachung der Schreibweise verwenden wir auch die Summations-konvention, d.h., wir lassen die Summen �uber die Indizes �; �; : : : fort und vereinba-ren, da� �uber doppelt auftretende Indizes in Produktausdr�ucken summiert werdensoll: ddt hx�i(tjx0) = �k�� hx�i(tjx0): (13.100)Im Abschnitt 13.6 hatten wir die konjugierten Variablen X� eingef�uhrt und diese alsFluktuationen von intensiven Variablen interpretiert. Der lineare Zusammenhang(13.89) zwischen den x� und den X� f�uhrt uns zu der De�nition von bedingtenMittelwerten der konjugierten VariablenhX�i(tjX 0) := g�� hx�i(tjx0): (13.101)Da g�� eine symmetrische Matrix mit positiven Eigenwerten ist, existiert insbeson-dere ihre Inverse, und wir k�onnen (13.101) umkehren:hx�i(tjx0) := �g�1��� hX�i(tjX 0): (13.102)Wir setzen diese Umkehrung in die Di�erentialgleichung (13.100) ein und erhaltenddt hx�i(tjx0) = �k�� �g�1��� hX�i(tjX 0) = �L�� hX�i(tjX 0);L�� := k�� �g�1��� : (13.103)F�ur das Beispiel x �= �U; X �= ��(1=T ), vgl. Abschnitt 13.6, lautet diese Beziehungddt h�Ui(tj : : :) = L �� � 1T �� (tj : : :): (13.104)Wir erkennen darin einen linearen Zusammenhang zwischen einer zeitlichen �Ande-rung der Fluktuation der inneren Energie und einer Fluktuation der inversen Tem-peratur. Dieser Zusammenhang ist von demselben Typ wie die linearen ph�anome-nologischen Relationen



292 13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIEJU = L� 1T bzw. JU = Lr 1Tin den Abschnitten 3.2 bzw. 3.9.1. Wir haben hier also eine weitere Begr�undung f�urdie im Kapitel 3 als Ans�atze gemachten linearen Relationen zwischen Fl�ussen undthermodynamischen Kr�aften und zugleich mit (13.103) auch eine Darstellung derlinearen Koe�zienten L�� durch mikroskopische Eigenschaften des Systems gefun-den.13.7.2 KorrelationsfunktionenDas Schwankungsquadrat hx2i = Z dx x2 p(x) (13.105)einer Fluktuation x, vgl. Abschnitt 13.5, k�onnen wir uns auch als hx2(t)i vorstellen,worin x(t) eine L�osung der Di�erentialgleichung (13.95) sein soll. Es ist hx2(t)i =hx2i, weil das Ensemblemittel einen zeitunabh�angigen Makrozustand, n�amlich dasGleichgewicht beschreibt. �Aquivalent k�onnen wir feststellen, da� p(x; t) = p(x): dieWahrscheinlichkeit f�ur Fluktuationen ist zeitunabh�angig.Dagegen ist die sogenannte Korrelationsfunktion hx(t) x(0)i von t abh�angig. UnterVerwendung der Grundbegri�e im Abschnitt 13.1 ist sie zu de�nieren alshx(t) x(0)i = Z dx Z dx0 x x0 p(x; t; x0; 0)= Z dx Z dx0 x x0 p(x; tjx0; 0) p(x0; 0): (13.106)p(x; t; x0; 0) dx dx0 ist die Verbundwahrscheinlichkeit, da� die Fluktuation zur Zeit tim Intervall (x; x + dx) und zur Zeit t = 0 im Intervall (x0; x0 + dx0) liegt, w�ahrendp(x; tjx0; 0) dx die bedingte Wahrscheinlichkeit ist, da� die Fluktuation zur Zeit t imIntervall (x; x + dx) liegt, wenn sie zur Zeit t = 0 den Wert x0 besa�t. p(x0; 0) dx0ist die Wahrscheinlichkeit f�ur das Bedingungsargument, und nat�urlich ist wiederump(x0; 0) = p(x).O�ensichtlich k�onnen wir auch die bedingten Mittelwerte aus dem vorhergehen-den Unterabschnitt durch die bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten p(x; tjx0; 0) aus-dr�ucken:



13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE 293hxi(tjx0) = Z dx x p(x; tjx0; 0): (13.107)Damit k�onnen wir die De�nition der Korrelationsfunktion in (13.106) auch in derForm hx(t) x(0)i = Z dx0 hxi(tjx0) x0 p(x0) (13.108)schreiben. Daraus folgt sofort, da� die Korrelationsfunktion dieselbe Di�erentialglei-chung (13.98) erf�ullt wie die bedingten Mittelwerte:ddt hx(t) x(0)i = �k hx(t) x(0)i: (13.109)Weil nun hx2(0)i = hx2i, lautet die L�osung von (13.109)hx(t) x(0)i = hx2i e�k t: (13.110)F�ur t!1 relaxiert die Korrelationsfunktion gegen Null. Der Grund daf�ur ist, da�p(x; tjx0; 0) f�ur t ! 1 unabh�angig vom Bedingungsargument (x0; 0) wird, bzw. f�urt!1 werden die Werte x zur Zeit t und x0 zur Zeit t = 0 statistisch unabh�angig.Die �Ubertragung auf den multivariaten Fall ist o�ensichtlich:
hx�(t) x�(0)i = Z dx Z dx0 x� x0� p(x; t; x0; 0)= Z dx0 hx�i(tjx0) x0 p(x0);ddt hx�(t) x�(0)i = �k�� hx�(t) x�(0)i: (13.111)Hier ist x ein Abk�urzung f�ur (x1; x2; : : :) und dx = dx1 dx2 : : :, entsprechend f�ur x0und dx0.



294 13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE13.7.3 Symmetrien der Korrelationsfunktion und Onsager-sche Reziprozit�atrelationenEs gilt hx�(t+ �) x�(�)i = hx�(t) x�(0)i: (13.112)Der Grund daf�ur ist derselbe wie f�ur hx2(t)i = hx2i. Eine andere Ausdrucksweise lau-tet p(x; t + � jx0; �) = p(x; tjx0; 0): da das Verhalten des Systems im Ensemblemittelbzw. makroskopisch zeitunabh�angig ist, kann die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichtenur von der Zeitdi�erenz ihrer Argumente abh�angen. Man nennt diese Eigenschaftauch die zeitliche Translationsinvarianz. Die Zeitverschiebung � in (13.112) ist be-liebig. W�ahlen wir einmal � = 0 und zum anderen � = �t, so erhalten wirhx�(t) x�(0)i = hx�(0) x�(�t)i: (13.113)Jetzt bringen wir als ein weiteres Argument die Zeitumkehrinvarianz der mikrosko-pischen Bewegungsgleichungen ins Spiel. Aus ihr folgthx�(0) x�(�t)i = hx�(0) x�(t)i; (13.114)insgesamt also hx�(t) x�(0)i = hx�(0) x�(t)i: (13.115)Die Zeitumkehrinvarianz ist nicht etwa eine Eigenschaft der obigen Di�erentialglei-chungen f�ur die x� bzw. f�ur die hx�i(tjx0). Diese sollten das statistische Verhalten derFluktuationen beschreiben bzw. die Relaxation von Fluktuationen. Dieses ist gera-de nicht zeitumkehr{invariant. Wir k�onnen diese Di�erentialgleichungen also nur f�urt > 0 anwenden.Die Zeitumkehr{Invarianz ist vielmehr eine Eigenschaft der exaktenmikroskopischen Dynamik, also entweder der kanonischen Bewegungsgleichungen imklassischen Fall oder der Schr�odinger{Gleichung im quantentheoretischen Fall.Wenn wir nun in (13.115) nach der Zeit t di�erenzieren und die Di�erentialgleichung(13.111) verwenden, erhalten wir�k�� hx�(t) x�(0)i = �k��hx�(0) x�(t)i: (13.116)



13. ALLGEMEINE AUSSAGEN DER STATISTISCHEN THEORIE 295Jetzt setzen wir t = 0 und eliminieren auf beiden Seiten x� durchx� = �g�1��� X�;vgl. (13.89) oder (13.102). Wir erhaltenk�� �g�1��� hX�(0) x�(0)i = k�� �g�1��� hx�(0)X�(0)i: (13.117)Da nur noch gleiche Zeiten auftreten, k�onnen wir wie oben die Zeitargumente : : : (0)fortlassen. Nun haben wir im Abschnitt 13.6 in (13.90) gezeigt, da� hx� X�i = ��� .Damit wird aus (13.117)k�� �g�1��� = k�� �g�1��� bzw. L�� = L��; (13.118)vgl. die De�nition (13.103) der linearen Koe�zienten. Die Matrix der linearen Ko-e�zienten, die die Fl�usse mit den thermodynamischen Kr�aften verbinden, ist sym-metrisch. Dieses ist die Onsagersche Reziprozit�atsrelation. Bemerkenswert ist, da�diese Symmetrieaussage ausschlie�lich aus den Eigenschaften thermodynamischerSysteme im Gleichgewicht hergeleitet wurde, obwohl die Koe�zienten L�� Nicht{Gleichgewichtsph�anomene, n�amlich irreversible Ph�anomene beschreiben, vgl. Kapi-tel 3. Aus (13.118) folgt �ubrigens, da� auch die Koe�zienten k�� der Di�erential-gleichungen symmetrisch sind: k�� = k��.Wir m�ussen zu der obigen Herleitung der Onsagerschen Reziprozit�atsrelation nochzwei erg�anzende Bemerkungen machen:1. Wenn sich bei der Zeitumkehr t ! �t in (13.114) die Variablen x� ungeradeverhalten, z.B. dann, wenn die x� Geschwindigkeiten sind, mu� dort ein Mi-nuszeichen hinzugef�ugt werden, entsprechend f�ur x� . Die korrekte Form derOnsagerschen Reziprozit�atsrelation lautet also L�� = �� �� L��, wo �� bzw. ��das Zeitumkehrverhalten von x� bzw. x� beschreiben: �� = +1 f�ur gerade,�� = �1 f�ur ungerade.2. Wenn sich das System in einem externen Magnetfeld B be�ndet, mu� au�er-dem B ! �B ausgef�uhrt werden. Dasselbe gilt f�ur eine Winkelgeschwindig-keit !! �!, also bei Rotation des Systems.
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Kapitel 14
Statistische Physik unabh�angigerTeilchen
Dieses Kapitel stellt die statistische Entsprechung des Kapitels 7 in der ph�anomeno-logischen Theorie dar. Dort hatten wir allgemeine thermodynamische Aussagen �uberideale Systeme gemacht. Das sind Systeme in hinreichend gro�er Verd�unnung, derenthermodynamische Eigenschaften wir durch eine Entwicklung nach ihrer Dichte ge-funden hatten, wobei jeweils immer nur der niedrigste, nicht verschwindende Termber�ucksichtigt wurde. Eines der Ergebnisse dort lautete, da� die innere Energie beikonstanter Temperatur (und konstanter Teilchenzahl) nicht vom Volumen abh�angt:(@U=@V )T = 0. Diese Aussage bedeutet, da� keine Beitr�age von Wechselwirkungenzwischen den Teilchen des Systems zu seiner Energie und auch nicht zu seinen wei-teren thermodynamischen Eigenschaften auftreten. Der Grund daf�ur ist gerade dieAnnahme einer hinreichend gro�en Verd�unnung, durch die die mittleren Abst�andezwischen den Teilchen so gro� werden, da� die tats�achlich immer vorhandenen Wech-selwirkungen dann keinen Einu� mehr auf die Thermodynamik des Systems haben.Aus dieser Vorstellung entsteht das Modell der unabh�angigen Teilchen. Bei seinermikrodynamischen Formulierung l�a�t man jegliche Wechselwirkungen zwischen denTeilchen fort. Wir werden in diesem Kapitel die statistisch{physikalischen Metho-den aus den Kapiteln 11 und 12 auf unabh�angige Teilchen anwenden und dabeidie Aussagen der ph�anomenologischen Theorie aus dem Kapitel 7 wieder�nden undteilweise sogar noch pr�azisieren k�onnen. Zugleich stellt dieses Kapitel die einfach-ste Anwendung dieser Methoden auf wirkliche, wenn auch idealisierte physikalischeSysteme dar. 297



298 14. UNABH�ANGIGE TEILCHEN14.1 Unabh�angige FreiheitsgradeIn den Kapiteln 11 und 12 haben wir gezeigt, da� sich aus der Zustandssummeeines Ensembles f�ur ein thermodynamisches System s�amtliche thermodynamischenEigenschaften des Gleichgewichts herleiten lassen. Die kanonische Zustandssummelautet klassisch: Z = Z d� exp (�� H(q; p)); (14.1)quantentheoretisch: Z = Sp (exp (�� H)) : (14.2)Die Berechnung der Zustandssumme ist im allgemeinen ein N{Teilchen Problem, weildie Hamilton{Funktion H(q; p) bzw. der Hamilton{Operator H die Mikrodynamikdes Systems mit seinen N Teilchen beschreibt, die im allgemeinen untereinanderwechselwirken. Es gibt nur sehr wenige Beispiele, in denen sich dieses N{Teilchen{Problem exakt l�osen l�a�t. F�ur unabh�angige Teilchen dagegen l�a�t sich die Berech-nung der N{Teilchen{Zustandssumme auf die einer 1{Teilchen-Zustandssumme re-duzieren. Der Grund daf�ur ist die Tatsache, da� sich H, Hamilton{Funktion oder{Operator, in Systemen unabh�angiger Teilchen, in denen es keine Wechselwirkungenzwischen den Teilchen geben soll, als Summe von 1{Teilchen{Hamilton{Funktionenbzw. {Operatoren schreiben l�a�t:klassisch: H(q; p) = NXi=1H1(qi; pi); (14.3)quantentheoretisch: H = NXi=1H1;i: (14.4)Hier ist H1(qi; pi) eine 1{Teilchen{Hamilton{Funktion, die nur die kanonischenVariablen qi; pi des Teilchens i enth�alt.Ebenso ist H1;i ein 1{Teilchen{Hamilton{Operator, der nur auf den Zustand des Teilchens i wirkt. Mit dieser Nomenklaturist bereits jetzt abzusehen, da� wir auf Probleme mit der Ununterscheidbarkeit vonTeilchen sto�en werden, auf die wir unten eingehen werden.14.1.1 Die klassisch{statistische VersionWir f�uhren die Reduktion auf 1{Teilchen{Zustandssummen zun�achst f�ur den klas-sischen Fall durch. Mit N Teilchen besitzt das System f = 3N Freiheitsgrade, undes ist



14. UNABH�ANGIGE TEILCHEN 299d� = NYi=1 1h3 d3qi d3pi; (14.5)worin d3qi d3pi=h3 das Phasenraumelement f�ur das Teilchen i ist (in Einheiten vonh pro Freiheitsgrad). Damit k�onnen wir die Zustandssumme unter Verwendung von(14.3) in ein Produkt aufspalten:Z = Z d� exp �� NXi=1H1(qi; pi)!= NYi=1 1h3 Z d3qi Z d3pi exp (�� H1(qi; pi)) = zN ; (14.6)z = 1h3 Z d3qi Z d3pi exp (�� H1(qi; pi)): (14.7)Dabei ist zu beachten, da� die sogenannte 1{Teilchen{Zustandssumme z nicht mehrvom Teilchen{Index i abh�angt, weil die H1(qi; pi) f�ur alle Teilchen dieselbe Formhaben und die Integration �uber den 1{Teilchen{Phasenraum �i dann stets dasselbeErgebnis liefert. Wir schreiben deshalb (14.7) vereinfacht in der Formz = 1h3 Z d3q Z d3p exp (�� H1(q; p)); (14.8)worin d3q und d3p jetzt jeweils 3{dimensionale Elemente im Orts{ bzw. Impulsraumeines Teilchens sind.In der obigen Rechnung haben wir die Teilchen des Systems implizit als unterscheid-bar behandelt, weil wir die Phasenraum{Integration in ein Produkt unabh�angi-ger Integrationen jeweils �uber die 1{Teilchen{Phasenr�aume aufgespalten haben.Tats�achlich jedoch m�ussen wir die Teilchen als physikalisch ununterscheidbar be-handeln. Das bedeutet, da� eine Permutation der Teilchen untereinander zu keinemneuen Zustand f�uhren darf. Diese Forderung l�a�t sich dadurch erf�ullen, da� diePhasenraum{Integrationen auf einen Unterraum beschr�ankt werden, der nur solchePhasenraumpunkte (q; p) enth�alt, die nicht durch Teilchen{Permutationen ausein-ander hervorgehen. Bequemer ist es, da� man weiterhin in der obigen Weise �uberden gesamten Phasenraum integriert, das Ergebnis jedoch durch die Anzahl N ! vonPermutation von N Teilchen dividiert. Wir haben dann das Ergebnis (14.6) durchZ = 1N ! zN (14.9)



300 14. UNABH�ANGIGE TEILCHENzu ersetzen. Die korrekte Erf�ullung der Ununterscheidbarkeit von Teilchen betri�tnat�urlich nicht nur ideale Systeme von Teilchen ohne Wechselwirkung, sondern alleTeilchen{Systeme. Deshalb haben wir ganz allgemein (14.1) durchZ = 1N ! Z d� exp (�� H(q; p)) (14.10)zu ersetzen.14.1.2 Die quantenstatistische VersionDasselbe Problem wird uns in der analogen quantentheoretischen Rechnung be-gegnen. Zun�achst stellen wir den N{Teilchenzustand jsi als Produkt von 1{Teilchenzust�anden j�ji dar: jsi = NYj=1 j�ji: (14.11)�j ist eine Quantenzahl des Teilchens j, und die N{Teilchen{Quantenzahl s symbo-lisiert jetzt den Satz s �= (�1; �2; : : : ; �N). An dieser Stelle merken wir an, da� wirdamit nicht nur die Teilchen als unterscheidbar behandeln, sondern zus�atzlich anneh-men, da� sie unabh�angig voneinander 1{Teilchen{Zust�ande besetzen k�onnen. Wirwerden sp�ater in der korrekten Formulierung der Quantenstatistik ber�ucksichtigen,da� sich die N{Teilchenzust�ande unter einer Teilchen{Permutation entweder sym-metrisch (Bosonen) oder antisymmetrisch (Fermionen) verhalten. Dieses Verhaltenhat zur Folge, da� die Besetzung von 1{Teilchen{Zust�anden nicht mehr unabh�angigist. F�ur hinreichend geringe Dichten k�onnen wir jedoch, wie wir noch zeigen werden,von dieser Folge absehen und weiter mit statistisch unabh�angigen Teilchen rechnen.Die Ununterscheidbarkeit ist am Ende aber wieder auf dieselbe Weise zu korrigierenwie im klassischen Fall.Wir w�ahlen nun die 1{Teilchenzust�ande j�ii als Eigenzust�ande zum 1{Teilchen{Hamilton{Operator H1;i, so da�H1;ij�ii = �(�i) j�ii: (14.12)Dann ist



14. UNABH�ANGIGE TEILCHEN 301H jsi = NXi=1H1;i NYj=1 j�ji = NXi=1 �(�i) NYj=1 j�ji = E(s) jsi; (14.13)E(s) = NXi=1 �(�i): (14.14)Daraus gewinnen wir f�ur die kanonische ZustandssummeZ = Sp �e��H� =Xs e�� E(s)= X�1 : : :X�N NYi=1 e�� �(�i) = NYi=1 X�i e�� �(�i) = zN ; (14.15)z = X�i e�� �(�i) =X� e�� �(�): (14.16)Auch die quantentheoretische 1{Teilchen{Zustandssumme z h�angt nicht mehr vomTeilchen{Index i ab, weil f�ur alle Teilchen dieselben Quantenzahlen �i = � durch-laufen werden und die 1{Teilchen{Energien �(�i) = �(�) f�ur alle Teilchen dieselbeFunktion der 1{Teilchen{Quantenzahlen �i = � sind. Wie oben auch bereits ange-merkt, m�ussen wir die Ununterscheidbarkeit durch einen Faktor 1=N ! wie in (14.9)nachtr�aglich ber�ucksichtigen.14.2 Die kanonische 1{Teilchen{Zustandssummef�ur freie TeilchenIm vorhergehenden Abschnitt hatten wir die 1{Teilchen{Zustandssumme in der klas-sischen und der quantentheoretischen Version formuliert:klassisch: z = 1h3 Z d3q Z d3p exp (�� H1(q; p)); (14.17)quantentheoretisch: z =X� e�� �(�); (14.18)vgl. (14.8) und (14.16). In diesem Abschnitt wollen wir uns speziell mit freien Teil-chen befassen, d.h. mit Teilchen, die nicht nur unabh�angig sind, sondern auch keinenEin�ussen durch externe Kr�afte unterliegen. Wir werden zeigen, da� die klassischeund die quantentheoretische Formulierung der 1{Teilchen{Zustandssumme im Sin-ne eines bestimmten Grenz�ubergangs ineinander �ubergehen. Dabei werden wir aucheine Best�atigung daf�ur �nden, da� das Plancksche Wirkungsquantum h = 2 � �htats�achlich die Phasenraum{Einheit pro Freiheitsgrad ist.



302 14. UNABH�ANGIGE TEILCHEN14.2.1 Die quantenstatistische RechnungDie Teilchen, die wir in diesem Abschnitt betrachten, sollen punktf�ormige Teilchensein, die lediglich durch ihre Massem charakterisiert seien, also au�er der Translationkeine weiteren inneren Freiheitsgrade besitzen. Wir beginnen mit der quantensta-tistischen Rechnung und w�ahlen zun�achst geeignete 1{Teilchen{Quantenzahlen �.Das Gas freier Teilchen sei in ein Volumen V eingeschlossen, das wir uns hier alsw�urfelf�ormig vorstellen: V = L3, L ist die Kantenl�ange des W�urfels. Die folgenden�Uberlegungen lassen sich unmittelbar auch auf quaderf�ormige Volumina �ubertra-gen. Um die Energie{Eigenzust�ande und Eigenwerte aufzu�nden, m�ussen wir dieSchr�odinger-Gleichung� �h22m  @2@x21 + @2@x22 + @2@x23!  (r) = �  (r) (14.19)l�osen. Hier sind x1; x2; x3 die Komponenten des Ortsvektors r des Teilchens. DieW�urfelgeometrie legt den Separationsansatz (r) =  1(x1) 2(x2) 3(x3) (14.20)nahe, der auf� �h22m @2@x2�  �(x�) = ��  �(x�); � = 1; 2; 3; � = �1 + �2 + �3 (14.21)f�uhrt. Da die W�ande des Volumens f�ur die Teilchen undurchdringlich sein sollen, mu�die Wellenfunktion an den W�anden verschwinden. Das f�uhrt auf die Randbedingung �(0) =  �(L) = 0; � = 1; 2; 3: (14.22)(Der Koordinaten{Ursprung liegt in einer der W�urfelecken.) Die Di�erentialglei-chungen (14.21) mit den obigen Randbedingungen wird gel�ost durch �(x�) = A� sin (k� x�); k� L = n� �; n� = 1; 2; : : : : (14.23)Einsetzen f�uhrt auf die Energien



14. UNABH�ANGIGE TEILCHEN 303�� = �h2 k2�2m = �h2 �22mL2 n2�;� = �h2 �22mL2 �n21 + n22 + n23� := �(�): (14.24)Die 1{Teilchen{Quantenzahl � bezeichnet hier also den Satz der (k1; k2; k3) oderder positiven, ganzen Zahlen (n1; n2; n3). Damit erhalten wir f�ur die kanonische 1{Teilchen{Zustandssummez = 1Xn1=1 1Xn2=1 1Xn3=1 exp "�� �h2 �22mL2 �n21 + n22 + n23�# = z3e ;ze = 1Xn=1 exp "�� �h2 �22mL2 n2#: (14.25)Den Faktor im Exponenten formen wir wie folgt um:� �h2 �22mL2 = �4  �BL !2 ; �B = hp2 �mT : (14.26)�B ist die sogenannte de Broglie{Wellenl�ange. Sie stellt die quantentheoretischeOrtsunsch�arfe eines Teilchens mit einer thermischen Energie � T dar. Das erkennenwir, wenn wir in der Unsch�arferelation �q�p � �h=2 �q = �B und �p = p2m�mit � � T einsetzen. Wir erhalten dann � � h=pmT , also bis auf Zahlenfaktorender Gr�o�enordnung 1 den obigen Ausdruck.Wir bestimmen die Gr�o�enordnung von �B f�ur die leichtesten Teilchen, die ein idea-les Gas bilden k�onnen, n�amlich H{Atome, f�ur die m �Protonenmasse=1; 67 10�27kg ist, und w�ahlen als Temperatur auf der Kelvin{Skala 1 K, so da� T = kB (1 K).Das Ergebnis lautet �B � 1; 7 10�9m. Die Systeml�ange L soll jedoch makroskopischsein, so da� f�ur unser Beispiel �B � L. Dann l�a�t sich die m{Summe in (14.25) insehr guter N�aherung durch ein Integral ersetzen, weil die Spr�unge des Summandenin (14.25) f�ur m = 0; 1; 2; : : : sehr klein werden. Dieses Integral l�a�t sich elementarauswerten: ze = Z 10 dn exp "�� �h2 �22mL2 n2# == L�h� p2mT Z 10 d� e��2 = 1h Lp2 �mT ;z = z3e = 1h3 V (2 �mT )3=2 : (14.27)



304 14. UNABH�ANGIGE TEILCHENWir merken an, da� der Limes �B ! 0 sich formal �aquivalent auch mit h! 0 bzw.�h ! 0 ausf�uhren l�a�t, also mit der Standardprozedur f�ur den �Ubergang aus derQuantentheorie in die klassische Theorie. Wir werden sp�ater noch einige Male aufdie de Broglie{Wellenl�ange zur�uckkommen und sch�arfere Einschr�ankungen f�ur sie�nden.14.2.2 Die klassisch{statistische RechnungDas Ergebnis in (14.27) vergleichen wir mit der klassischen kanonischen Zustands-sume f�ur ein freies Teilchen aus (14.17). Dort haben wirH1(q; p) = p22m = 12m �p21 + p22 + p23�zu setzen. Dann erhalten wirz = 1h3 Z d3r d3p exp "� �2m �p21 + p22 + p23�#= Vh3  Z +1�1 dp exp "� �2m p2#!3= 1h3 V (2 �mT )3=2 ; (14.28)in �Ubereinstimmung mit (14.27). Dadurch ist nun auch gezeigt, da� das PlanckscheWirkungsquantum h die Einheit pro Freiheitsgrad im Phasenraum darstellt. DieserSchlu� ist nicht auf freie Teilchen beschr�ankt, denn bei hinreichender Verd�unnunggeht jedes System schlie�lich in ein System freier Teilchen �uber, w�ahrend die Einheitim Phasenraum nat�urlich nicht vom Verd�unnungsgrad des Systems abh�angen kann.Die entscheidende Voraussetzung f�ur unsere obige klassische Rechnung war, da�die de Broglie{Wellenl�ange klein gegen die Systemabmessungen ist: �B � L. Jeschwerer die Teilchen sind, desto besser ist diese Voraussetzung erf�ullt, so da� un-ser obiges Beispiel f�ur H{Atome eine untere Absch�atzung darstellt. Erst f�ur extremtiefe Temperaturen w�are die Bedingung �B � L verletzt, und wir m�u�ten die 1{Teilchen{Zustandssummen z bzw. ze in (14.25) quantentheoretisch korrekt als dis-krete Summen ausf�uhren. Die Erfahrung, da� die klassische Theorie f�ur hinreichendhohe Temperaturen anwendbar ist, w�ahrend f�ur tiefe Temperaturen die Quanten-statistik herangezogen werden mu�, wird uns im folgenden noch h�au�ger begegnen.



14. UNABH�ANGIGE TEILCHEN 305Allerdings werden wir dabei auch Situationen antre�en, in denen der Temperatur-bereich, in dem quantenstatistisch gerechnet werden mu�, erheblich h�oher liegt alsin unserem obigen Beispiel. Je nachdem, wie gro� die quantisierten Energien desSystems sind, kann der quantenstatistische Temperaturbereich sogar beliebig hochsein.Wir erinnern nochmals daran, da� selbst die quantenstatistische Formulierung die-ses Abschnitts noch nicht korrekt ist, weil der statistische Symmetriecharakter derTeilchen, n�amlich Symmetrie oder Antisymmetrie bei Teilchenvertauschung, nichtber�ucksichtigt wurde. Wir werden sp�ater erkennen, da� dadurch die Besetzung von1{Teilchen{Quantenzust�anden mit Teilchen nicht mehr unabh�angig f�ur jedes Teil-chen erfolgt, wie wir es in diesem Abschnitt angenommen haben. Wir werden ler-nen, da� die Ergebnisse dieses Abschnitts, sei es in ihrer quantenstatistischen oderklassisch{statistischen Version, deshalb nicht nur f�ur hinreichend hohe Tempera-turen, sondern auch nur f�ur hinreichend verd�unnte Systeme zutre�en. Dabei wirduns nochmals die de Broglie{Wellenl�ange als der entscheidende Systemparameterbegegnen.14.3 Thermodynamik des einatomigen idealenGasesIn diesem Abschnitt werden wir thermodynamische Folgerungen aus der klassischenZustandssumme freier, punktf�ormiger Teilchen ziehen. Dazu bedienen wir uns derfreien Energie F = F (T; V;N), die nach Abschnitt 12.2 durch die kanonische Zu-standssumme Z gem�a� F = �T lnZ gegeben ist. F�ur freie Teilchen ist nach Ab-schnitt 14.1 Z = zN=N !, und die 1{Teilchen{Zustandssumme z f�ur punktf�ormigeTeilchen entnehmen wir aus (14.27) bzw. (14.28) im vorhergehenden Abschnitt:F = �T ln zNN ! ; z = 1h3 V (2 �mT )3=2 : (14.29)Im thermodynamischen Limes N ! 1 k�onnen wir f�ur lnN ! die Stirling{Formelverwenden, lnN ! = N lnN �N + : : : :Einsetzen in (14.29) f�uhrt auf



306 14. UNABH�ANGIGE TEILCHENF = �N T ln V (2 �mT )3=2 eh3N : (14.30)(Hier ist e die Eulersche Zahl.) Wir vergleichen dieses Ergebnis mit der Thermo-dynamik des idealen Gases in der ph�anomenologischen Theorie im Abschnitt 7.2.Hierzu benutzen wir die Fundamentalrelation f�ur die freie Energie,dF = �S dT � p dV + � dN; (14.31)und berechnen die partiellen Ableitungen von F nach T; V;N . Da wir in diesemAbschnitt ausschlie�lich diese Variablen benutzen werden, k�onnen wir die Nebenbe-dingungen �uber die bei den Ableitungen konstant zu haltenden Variablen fortlassen.Durch elementare Rechnungen erhalten wir:
S = �@F@T = N ln V (2 �mT )3=2 e5=2h3N ; (14.32)p = �@F@V = N TV ; (14.33)� = � @F@N = �T ln V (2 �mT )3=2h3N : (14.34)(14.33) ist die Zustandsgleichung des idealen Gases, die uns aus dem Abschnitt 7.1bekannt ist. Sie stellt sich hier in der statistischen Theorie als universell heraus,d.h., sie enth�alt keine individuelle Teilcheneigenschaft wie z.B. seine Masse. DieseAussage hatten wir bereits im Abschnitt 7.1 vorweggenommen, haben sie aber jetztbegr�undet.F�ur die Entropie des idealen Gases hatten wir im Abschnitt 7.1 die FormS(T; V;N) = N s�T; VN � ; s�T; VN � = s0(T ) + ln VN (14.35)gefunden. Den Term ln (V=N) erkennen wir unmittelbar in (14.32) wieder, und f�urdie Funktion s0(T ) �nden wir s0(T ) = 32 lnT + : : : ; (14.36)



14. UNABH�ANGIGE TEILCHEN 307worin die weiteren Terme . . . nicht mehr von T; V;N abh�angen. F�ur das chemischePotential � hatten wir im Abschnitt 7.2 die Form�(T; V;N) = �0(T )� T ln VN : (14.37)gefunden. Der Term �T ln (V=N) ist unmittelbar in (14.34) erkennbar, und f�ur�0(T ) entnehmen wir daraus durch Vergleich�0(T ) = �T ln (2 �mT )3=2h3 : (14.38)Schlie�lich k�onnen wir die innere Energie aus U = F + T S oder einfacher ausU = �@ lnZ@� = �N @ ln z@� = N T 2 @ ln z@T (14.39)entnehmen, vgl. Abschnitt 12.2, und �ndenU = 32 N T (14.40)in �Ubereinstimmung mit dem Gleichverteilungssatz im Abschnitt 13.3. Daraus folgtweiter f�ur die W�armekapazit�aten CV und Cp = CV +N , vgl. Abschnitt 7.2,CV = @U@T = 32 N; Cp = CV +N = 52 N; (14.41)In der ph�anomenologischen Theorie des idealen Gases, vgl. Abschnitt 7.1, konnteU = N u(T ) noch eine beliebige, allerdings monoton wachsende Funktion u(T ) ent-halten, w�ahrend sich hier zwingend u(T ) = (3=2)T ergibt. Der Grund daf�ur ist, da�das Modell dieses Abschnitts, n�amlich ein System freier, punktf�ormiger Teilchen,nur ein Spezialfall eines idealen Gases ist. In einem System freier Teilchen, die nichtpunktf�ormig sind, sondern weitere innere Freiheitsgrade �uber die Translation hinausbesitzen, werden wir in einem sp�ateren Abschnitt dieses Kapitels andere funktionaleFormen von u(T ) �nden. Die ph�anomenologische Theorie erweist sich einmal mehrals Rahmentheorie, die alle speziellen Ergebnisse aufgrund bestimmter statistischphysikalischer Modelle einschlie�en mu�.



308 14. UNABH�ANGIGE TEILCHENIn der ph�anomenologischen Theorie des Abschnitts 7.2 hatten wir bei der Formulie-rung der adiabatischen Zustandsgleichung idealer Gase die Annahme gemacht, da�die W�armekapazit�aten konstant seien. Es war dann  = Cp=CV der Exponent inder adiabatischen Zustandsgleichung p V  =const. Wir erkennen nunmehr auch denHintergrund dieser Annahme sowie ihre Grenzen.Abschlie�end wollen wir noch auf die Bedeutung hinweisen, die die korrekte Ber�uck-sichtigung der Ununterscheidbarkeit der Teilchen f�ur unsere obigen Ergebnisse hat.H�atten wir die Ununterscheidbarkeit der Teilchen �ubersehen, also Z = zN statt kor-rekterweise Z = zN=N ! gesetzt, vgl. Abschnitt 14.1, dann h�atten wir f�ur die freieEnergie F und die Entropie S anstelle von (14.30) und (14.32)F 0 = �N T ln V (2 �mT )3=2h3 ; S 0 = N ln V (2 �mT )3=2 e3=2h3 (14.42)erhalten. Diese Ergebnisse verletzen das Skalierungsverhalten der extensiven Varia-blen, dasF (T; � V; �N) = �F (T; V;N); S(T; � V; �N) = �S(T; V;N) (14.43)verlangt, bzw. mit � = 1=NF (T; V;N) = N F (T; V=N; 1); S(T; V;N) = N S(T; V=N; 1): (14.44)Als weitere Folge w�urde beim Zusammenf�ugen zweier identischer Systeme jeweilsmit den Werten T; V;N eine Entropiezunahme auftreten, denn mit S 0 aus (14.43)folgte �S 0 = S 0(T; 2V; 2N)� 2S 0(T; V;N) = 2N ln 2 > 0: (14.45)Diese Konsequenz, das sogenannte Gibbssche Paradoxon, war zu erwarten, dennwenn unterscheidbare Teilchen sich durchmischen, mu� eine Mischungsentropie auf-treten, vgl. auch Abschnitt 7.4.



14. UNABH�ANGIGE TEILCHEN 30914.4 Einatomiges ideales Gas im gro�kanonischenEnsembleAuch im gro�kanonischen Ensemble k�onnen wir das Modell der freien Teilchen exaktauswerten. Nat�urlich erwarten wir wegen der �Aquivalenz der Ensemble im thermo-dynamischen Limes dieselbe Thermodynamik. Wir gehen aus von der klassisch{statistischen Version der gro�kanonischen Zustandssumme aus dem Abschnitt 12.1,Zg = 1XN=0 Z d�N exp �HN(q; p)� �NT !; (14.46)die wir umformen zuZg = 1Xn=0 e� N ZN ; ZN = Z d�N e��HN (q;p); (14.47)worin � = 1=T;  = ��=T und ZN die kanonische Zustandssumme f�ur die Teilchen-zahl N ist. (Zur Vermeidung von Verwechslungen bezeichnen wir die gro�kanonischeZustandssumme mit dem Index g.) Wir setzen ZN = zN=N ! f�ur unabh�angige Teil-chen ein und erhalten weiterZg = 1XN=0 1N ! �e� z�N = exp �e� z�: (14.48)Mit z = 1h3 V (2 �mT )3=2 (14.49)aus dem Abschnitt 14.2 �nden wir f�ur das Potential 	 des gro�kanonischen Ensem-bles 	 = �T lnZg = � 1h3 V (2 �m )3=2 T 5=2 e�=T : (14.50)Gem�a� der Fundamentalrelation



310 14. UNABH�ANGIGE TEILCHENd	 = �S dT � p dV �N d�berechnen wir die Teilchenzahl N :N = � @	@�!T;V = 1h3 V (2 �mT )3=2 e�=T = �	T : (14.51)Da 	 = �p V , vgl. Kapitel 4, folgt daraus bereits die Zustandsgleichung p V = N Tdes idealen Gases. Die Umkehrung von (14.51) nach � ergibt� = �T ln� 1h3 VN (2 �mT )3=2� = �0(T )� T ln VN (14.52)mit �0(T ) = �T ln (2 �mT )3=2h3 (14.53)in �Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der kanonischen Theorie, vgl. (14.37) und(14.38). Auch die Berechnung der Entropie f�uhrt auf dasselbe Ergebnis wie in derkanonischen Theorie. Unter Verwendung von (14.51) und (14.52) erhalten wirS = � @	@T !V;�= 52 1h3 V (2 �mT )3=2 e�=T � 1h3 �VT (2 �mT )3=2 e�=T= 52 N � N �T= 52 N +N ln� 1h3 VN (2 �mT )3=2�= N �s0(T ) + ln VN � ; (14.54)s0(T ) = 32 lnT + const;vgl. (14.35) und (14.36) im vorhergehenden Abschnitt.



14. UNABH�ANGIGE TEILCHEN 31114.5 Thermodynamik eines zweiatomigen idealenGasesWir haben bisher nur ideale Systeme punktf�ormiger Teilchen beschrieben. Als"punktf�ormig" gelten Teilchen, die neben ihrer Translationsbewegung keine innerenFreiheitsgrade mehr besitzen. Ausgedehnte Teilchen wie z.B. Molek�ule k�onnen au-�erdem rotieren und m�oglicherweise auch in ihren Teilen gegeneinander schwingen.In diesem Abschnitt wollen wir das einfachste Beispiel eines Systems ausgedehnterTeilchen statistisch beschreiben, n�amlich ein System zweiatomiger Molek�ule. Nachwie vor jedoch soll es sich dabei um ein ideales System handeln, d.h., das System sollhinreichend verd�unnt sein, so da� wir von irgendwelchen Wechselwirkungen zwischenden Molek�ulen absehen k�onnen.Wir denken uns das zweiatomige Molek�ul aus zwei Atomen zusammengesetzt, diemechanisch jeweils als punktf�ormig behandelt werden. Die 1{Teilchen{Hamilton{Funktion f�ur das Molek�ul lautetH1 = p212m1 + p222m2 + V (jr1 � r2j) : (14.55)p1;p2 und r1; r2 sind die Impulse und Orte der beiden Atome, m1; m2 ihre Massen.Wenn wir unser System quantentheoretisch beschreiben m�ussen, ersetzen wir Impul-se und Orte durch ihre Operatoren, in der Ortsdarstellung p! �i �h @=@r, und ausder Hamilton{Funktion H1 wird der Hamilton-Operator H1. Die PotentialfunktionV (r) mit r = jr1 � r2j soll die chemische Bindung der beiden Atome im Molek�ulbeschreiben. Dazu stellen wir uns vor, da� V (r) ein ausgepr�agtes Minimum bei einerRuhelage im Abstand r0 der beiden Atome besitzt, um die die beiden Atome, wieoben bereits bemerkt, dann noch gegeneinander schwingen k�onnen. Dieser innereSchwingungsfreiheitsgrad wird uns sp�ater noch besch�aftigen.Die Hamilton{Funktion bzw. der Hamilton{Operator H in (14.55) enth�alt keineelektronischen Freiheitsgrade mehr und mu� folglich eine N�aherung darstellen. Die-se sogenannte Born{Oppenheimer{N�aherung beruht darauf, da� die Atomkerne sichsehr viel langsamer bewegen als die Elektronen, und zwar gerade im umgekehrtenVerh�altnis ihrer Massen. Man nimmt deshalb an, da� die Elektronen sich zu jederKon�guration der langsamen Kernbewegung immer schon in einem station�aren Zu-stand be�nden, der hier der elektronische Grundzustand sein soll. Die Elektronenfolgen in diesem Bild der Kernbewegung instantan und adiabatisch, d.h., ohne selbsteine Anregung zu erfahren. Die einzige, allerdings entscheidende Einwirkung derElektronen auf die Kernbewegung besteht darin, da� die Potentialfunktion V (r),die die chemische Bindung beschreiben soll, ganz wesentlich von den Elektronen



312 14. UNABH�ANGIGE TEILCHENgepr�agt ist. Bei der kovalenten Bindung entsteht V (r) durch �Uberlappungen derelektronischen Wellenfunktionen, die an den Orten der Kerne zentriert sind.Die Annahme, da� die Elektronen durch die thermische Bewegung des Molek�ulsnicht aus ihrem Grundzustand in h�ohere Zust�ande angeregt werden, setzt allerdingsvoraus, da� die Temperatur hinreichend klein im Vergleich zu einer elektronischenAnregung �uel ist: T � �uel. Elektronische Anregungen sind von der Gr�o�enord-nung von 1 eV. Dem entspricht auf der Kelvin{Skala eine Temperatur T 0, die durchkB T 0 =1 eV bzw. T 0 =1 eV=kB � 104 K gegeben ist.Durch eine Transformation auf Schwerpunkts{ und RelativvariablenR = 1M (m1 r1 +m2 r2) ; P = 1M (m1 p1 +m2 p2) ;r = r1 � r2; p = p1 � p2 (14.56)mit M = m1 + m2 separieren wir H1 mit einer elementaren Umformung in einentranslatorischen und einen internen Anteil:H1 = H1;tr +H1;int;H1;tr = 12M P 2;H1;int = 12m p2 + V (r); (14.57)worinm die reduzierte Massem = m1m2=M ist. Wir wollen die Thermodynamik deszweiatomigen Molek�uls f�ur s�amtliche Temperaturbereiche bestimmen und w�ahlendeshalb die quantenstatistische Version. Wir haben also die 1{Teilchen{Schr�odinger{Gleichung (H1 � �(�))	(R; r) = 0 (14.58)zu l�osen und daraus nach dem Muster der vorhergehenden Abschnitte die 1{Teilchen{Zustandssumme z sowie die gesamte Zustandssumme Z f�ur wechselwir-kungsfreie Molek�ule zu bilden:z =X� e�� �(�); Z = zNN ! : (14.59)



14. UNABH�ANGIGE TEILCHEN 313Die � sind geeignete 1{Teilchen{Quantenzahlen, die sich aus der L�osung von (14.58)ergeben. Daf�ur machen wir den aus der Quantentheorie bekannten Ansatz	(R; r) = A 3Y�=1 sin (k� x�) u(r)r Yl;m(�; �): (14.60)Die Faktoren sin (k� x�) erf�ullen den translatorischen Anteil der Schr�odinger{Gleichung (14.58) mit den Eigenwerten �tr = �h2 k2=(2m). Au�erdem ist diese Ei-genfunktion so gew�ahlt, da� sie dieselben Randbedingungen erf�ullt, die wir auch imAbschnitt 14.2 gew�ahlt hatten, also Einschlu� des Systems in ein Volumen V = L3.Entsprechend sind die Komponenten k� von k wie dort zu w�ahlen. Wir erkennen,da� der translatorische Anteil auf das uns bekannte Verhalten eines 1{atomigenidealen Gases f�uhrt.Der Faktor (u(r)=r)Yl;m(�; �) l�ost das Relativ{Problem, dargestellt in Kugelkoordi-naten r; �; � f�ur den Relativvektor r. Die Yl;m(�; �), die sogenannten Kugel�achen-funktionen, sind die Eigenfunktionen zum Quadrat L2 und zu einer Komponente L3des Drehimpulses L:L2 Yl;m(�; �) = �h2 l (l + 1)Yl;m(�; �); l = 0; 1; 2; : : : ;L3 Yl;m(�; �) = �hmYl;m(�; �); m = �l;�l + 1; : : : ; l � 1; l:Der Faktor A ist aus der Normierung zu bestimmen, die f�ur das thermodynamischeProblem aber unerheblich ist. Dieser Ansatz f�ur 	(R; r) f�uhrt schlie�lich auf dieradiale Schr�odinger{Gleichung f�ur u(r):"� �h22m d2dr2 + �h2 l (l + 1)2mr2 + V (r)# u(r) = �int u(r): (14.61)Deren Eigenwerte �int h�angen von einer Bahnquantenzahl � = 0; 1; 2; : : : ab, au�er-dem nat�urlich parametrisch von der Drehimpulsquantenzahl l: �int = �(�; l). Diegesamte 1{Teilchen{Energie lautet also�(�) = �h2 k22m + �(�; l); � �= k; �; l;m: (14.62)Die Quantenzahl m tritt nicht in der Energie auf, f�uhrt jedoch zu einer (2 l + 1){fachen Entartung jedes Wertes von l. Die additive Struktur der 1{Teilchen{Energien



314 14. UNABH�ANGIGE TEILCHENin (14.62) f�uhrt zu folgenden Konsequenzen f�ur die Zustandssummen und f�ur die freieEnergie: z = ztr zint;ztr = Xk exp �� �h2 k22m ! = 1h3 V (2 �mT )3=2 ;zint = X�;l;m exp (�� �(�; l));Z = 1N ! (ztr zint)N ;F = �T lnZ = Ftr + Fint;Ftr = �T ln zNtrN ! ; Fint = �T ln zNint: (14.63)Hierin haben wir das Ergebnis f�ur ztr aus dem Abschnitt 14.2 �ubernommen. Durchdie internen Freiheitsgrade des 2{atomigen Molek�uls entsteht also ein additiver Zu-satz Fint zur freien Energie Ftr des 1{atomigen idealen Gases. Um Fint bzw. zint zuberechnen, f�uhren wir in der radialen Schr�odinger{Gleichung (14.61) zwei N�aherun-gen aus: V (r) � V0 + m!22 (r � r0)2 ; (14.64)�h2 l (l + 1)2mr2 � �h2 l (l + 1)2mr20 : (14.65)Das Potential V (r) sollte ja, wie wir zu Beginn dieses Abschnitts ausgef�uhrt haben,eine bei einem Wert r = r0 eine Ruhelage besitzen. In (14.64) entwickeln wir V (r)in eine Taylor{Reihe um r0 und brechen diese nach dem quadratischen Term ab.Aus der Relativbewegung in r entsteht dann ein harmonischer Oszillator mit einerFrequenz !, die f�ur das jeweilige Molek�ul typisch ist. Diese sogenannte harmonischeN�aherung ist dann gerechtfertigt, wenn die thermische Anregung nur die niedrigstender Quantenzust�ande �h! (�+ 1=2); � = 0; 1; 2; : : : ; erreicht. In der Abbildung 14.1ist ein typischer Verlauf f�ur V (r) gezeigt. F�ur sehr hohe thermische Anregungenkann die uktuierende Variable r sehr gro�e Werte annehmen, d.h., das Molek�ulkann dissoziieren. Mit der harmonischen N�aherung ist unsere Theorie also auf denthermischen Stabilit�atsbereich des Molek�uls beschr�ankt.Die zweite N�aherung, also (14.65), nimmt an, da� die Fliehkraft, dargestellt durchihr Potential �h2 l (l + 1)=(2mr2), keinen Einu� auf die Ruhelage r0 des Abstandes
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Abstand rr0
0

Potential V (r)

Abbildung 14.1: Typischer Verlauf des radialen Molek�ulpotentials V (r).zwischen den beiden Atomen hat. Tats�achlich jedoch erwarten wir, da� die Ruhela-ge mit zunehmendem Drehimpuls bzw. mit zunehmender Quantenzahl l zunimmt.Wir werden sp�ater zeigen, da� die N�aherung (14.65) im Rahmen unserer Theoriedennoch gerechtfertigt ist. Wenn wir die beiden N�aherungen (14.64) und (14.65) indie Schr�odinger{Gleichung (14.61) einsetzen, erhalten wir (mit V0 = 0 durch Wahldes Nullpunkts der Energie)"� �h22m d2dr2 + �h2 l (l + 1)2mr20 + m!22 (r � r0)2 � �int# u(r) = 0; (14.66)deren Eigenwerte wir unmittelbar angeben k�onnen:�int = �r + �s;�r = �h2 l (l + 1)2mr20 ; l = 0; 1; 2; : : : ;�s = �h! �� + 12� ; � = 0; 1; 2; : : : : (14.67)Die Indizes "r" und "s" stehen f�ur Rotation bzw. Schwingung. Durch die N�aherung(14.65) haben wir die Bewegungen der Rotation und der Schwingung o�ensichtlich



316 14. UNABH�ANGIGE TEILCHENentkoppelt. Die Folge davon ist, da� die 1{Teilchen{Zustandssumme zint aus (14.63)nochmals zerf�allt, n�amlich inzint = zr zs;zr = Xl;m exp �� �h2 l (l + 1)2mr20 !; (14.68)zs = X� exp��� �h! ��+ 12��: (14.69)Entsprechend zerf�allt die freie Energie der internen molekularen Freiheitsgrade inzwei additive Beitr�age: Fint = Fr + Fs: (14.70)14.5.1 Die Rotationsbeitr�ageDie 1{Teilchen{Zustandssumme f�ur die Rotationsfreiheitsgrade lautet gem�a� (14.68)
zr = Xl;m exp �� �h2 l (l + 1)2mr20 != 1Xl=0(2 l + 1) exp �� �h2 l (l + 1)2mr20 != 1Xl=0(2 l + 1) exp��TrT l (l + 1)�: (14.71)Tr = �h2=(2mr20) ist eine f�ur das Molek�ul typische Rotationstemperatur, deren Be-deutung wir sogleich kennenlernen werden. O�ensichtlich k�onnen wir unsere obigen�Uberlegungen verallgemeinern, indem wir mr20 =: � =Tr�agheitsmoment des Mo-lek�uls senkrecht zu seiner Achse setzen und uns damit von der Vorstellung l�osen,da� das Molek�ul aus zwei "punktf�ormigen" Atomen besteht. Da die Energie nichtvon der Quantenzahl m abh�angt, tritt diese nur mit ihrem Entartungsfaktor 2 l+ 1in Erscheinung. Die l{Summe in (14.71) l�a�t sich nicht elementar auswerten. Wirgeben zwei N�aherungen an, n�amlich f�ur hohe und f�ur tiefe Temperaturen.



14. UNABH�ANGIGE TEILCHEN 317F�ur hohe Temperaturen im Sinne von T � Tr k�onnen wir die l{Summe durchein l{Integral ersetzen, da die Spr�unge des Summanden wegen des Vorfaktors Tr=Tim Exponenten dann sehr klein werden (vgl. das analoge Argument im Abschnitt14.2). Wir substituieren� = TrT l (l + 1); d� = TrT (2 l + 1) dlund �ndenlimT!1 zr = Z 10 dl (2 l + 1) exp��TrT l (l + 1)� = TTr Z 10 d� e�� = TTr : (14.72)Daraus folgt f�ur die Thermodynamik bei hohen Temperaturen T � Tr:Fr = �T ln zNr = �N T ln TTr ;Sr = � @Fr@T !N = N ln TTr +N;Ur = Fr + T Sr = N T;Cr =  @Ur@T !N = N: (14.73)Dieses Ergebnis stimmt mit dem des Gleichverteilungssatzes aus dem Abschnitt13.3 �uberein: dort hatten wir f�ur die mittlere Rotationsenergie hL2=(2�)i = T=2pro Freiheitsgrad (pro Teilchen) gefunden, was f�ur N zweiatomige Molek�ule mit jezwei unabh�angigen Rotationsfreiheitsgraden (senkrecht zur Molek�ulachse) insgesamtzu Ur = N T bzw. Cr = N f�uhrt. (Bei dem Rotationsanteil der W�armekapazit�atbrauchen wir nicht zwischen CV r und Cpr zu unterscheiden, weil hier weder V nochp als Variable auftritt.)F�ur tiefe Temperaturen im Sinne von T � Tr beachten wir, da� die Summandenin (14.71) mit wachsendem l sehr stark abnehmen. Es wird dann ausreichen, nur dieSummanden f�ur l = 0 und l = 1 zu ber�ucksichtigen:limT!0 zr = 1 + 3 exp��2TrT �;



318 14. UNABH�ANGIGE TEILCHENMolek�ul Tr (K)H2 85,4HCl 15,2N2 2,9O2 2,1Tabelle 14.1: Rotationstemperaturen in K f�ur einige zweiatomige GaseFr = �N T ln�1 + 3 exp��2TrT ��� �3N T exp��2TrT �;Sr = � @Fr@T !N = 3N �1 + 2TrT � exp��2TrT �;Ur = Fr + T Sr = 6N Tr exp��2TrT �;Cr =  @Ur@T !N = 12N �TrT �2 exp��2TrT �: (14.74)Bei der Berechnung von Fr haben wir davon Gebrauch gemacht, da� wegen T � Trauch exp(�2Tr=T )� 1, so da� der Logarithmus nach diesem Term entwickelt wer-den kann. F�ur T ! 0 geht also auch die W�armekapazit�at Cr ! 0, und zwar sogarst�arker als jede T{Potenz. Man benutzt die Sprechweise, da� f�ur T ! 0 die Ro-tationsfreiheitsgrade ausfrieren. O�ensichtlich hat die Rotationstemperatur Tr dieBedeutung derjenigen Temperatur, unterhalb derer dieses geschieht, w�ahrend ober-halb von Tr der klassische Gleichverteilungssatz anwendbar ist. Diese Interpretationwird qualitativ vom exakten Verlauf von Cr(T ) gest�utzt, den man durch eine nu-merische Auswertung der l{Summe berechnen kann und der in Abbildung 14.2 alsFunktion von T=Tr gezeigt ist.Die obigen Ergebnisse der Thermodynamik der Rotationsfreiheitsgrade zeigen ein-mal mehr, da� die klassische Statistik auf hinreichend hohe Temperaturen begrenztist und da� f�ur tiefe Temperaturen die Quantenstatistik heranzuziehen ist. Was als"hohe" bzw. als "tiefe" Temperatur zu gelten hat, mu� an dem jeweiligen Systementschieden werden, und zwar durch einen Vergleich der Temperatur mit einer ty-pischen quantisierten Energie des Systems. Im obigen Fall war T zu vergleichen mitTr = �h2=(2�), n�amlich der Anregungsenergie des Drehimpulses l = 1 gegen l = 0. Inder Tabelle 14.1 sind die Rotationstemperaturen f�ur einige typische zweiatomige Mo-lek�ule angegeben. Erwartungsgem�a� haben zweiatomige Molek�ule, die ein H{Atomenthalten oder gar das H2{Molek�ul selbst, einbesonders kleines Tr�agheitsmoment �und somit eine im Vergleich zu anderen Molek�ulen hohe Rotationstemperatur Tr.
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Abbildung 14.2: W�armekapazit�at der Rotationsfreiheitsgrade eines zweiatomigenidealen Gases in Einheiten von N als Funktion von T=Tr.14.5.2 Molek�ule mit zwei gleichartigen AtomenDie obigen �Uberlegungen zu den thermodynamischen Rotationsbeitr�agen m�ussenabge�andert werden, wenn die beiden Atome gleichartig sind, z.B. im H2. Eine Ver-tauschung der beiden Atome f�uhrt bereits im klassisch{statistischen Bild nicht zueinem neuen Bewegungszustand. Diese Symmetrie k�onnen wir dadurch ber�ucksichti-gen, da� die 1{Teilchen{Zustandssumme zr aus dem vorhergehenden Unterabschnittbei zwei gleichartigen Atomen durch 2 dividiert wird, alsozr= = 12 zr = T2Tr : (14.75)Gegen�uber (14.73) folgt daraus f�ur T � TrFr = �T ln zNr = �N T ln T2Tr ;Sr = � @Fr@T !N = N ln T2Tr +N;



320 14. UNABH�ANGIGE TEILCHENUr = Fr + T Sr = N T;Cr =  @Ur@T !N = N: (14.76)Innere Energie und W�armekapazit�at bleiben also unver�andert.In der quantenstatistischen Version bei tiefen Temperaturen erfordert die Symme-trie bei zwei gleichartigen Atomen eine besondere �Uberlegung. Wir betrachten denin diesem Zusammenhang wichtigsten Fall des H2. Gegen�uber der Vertauschung derbeiden Kerne, d.h., der beiden Protonen, mu� der Molek�ulzustand ungerade sein. Beiparallelen Kernspins, also bei einer geraden Kernspin{Kon�guration, mu� der r�aum-liche Anteil der Wellenfunktion demnach ungerade sein. Das tri�t jedoch nur auf dieungeraden Drehimpuls{Quantenzahlen l = 1; 3; 5; : : : zu. Der Zustand mit parallelenKernspins, I = 1, besitzt die Vielfachheit 2 I + 1 = 3. Bei antiparallelen Kernspins,also bei einer ungeraden Kernspin{Kon�guration, mu� dagegen der r�aumliche Anteilder Wellenfunktion gerade sein, also l = 0; 2; 4; : : :. Die Vielfachheit antiparallelerKernspins I = 0 betr�agt 2 I + 1 = 1. Die elektronischen Zust�ande bleiben vondieser Symmetrie�uberlegung unber�uhrt. Der Zustand mit parallelen Kernspins, dersogenannte Orthowassersto�, tritt also mit dem Gewicht 3/4, der Zustand mit an-tiparallelen Kernspins, der sogenannte Parawassersto� tritt mit dem Gewicht 1/4auf. Das f�uhrt zu dem folgenden Ausdruck f�ur die 1{Teilchen{Zustandssumme:zr= = 34 zo + 12 zp;zo = 1Xl=1;3;:::(2 l + 1) exp��TrT l (l + 1)�;zp = 1Xl=0;2;:::(2 l + 1) exp��TrT l (l + 1)�; (14.77)worin die Indizes o und p f�ur Ortho{ und Parawassersto� stehen. F�ur hohe Tempe-raturen T � Tr �uberf�uhren wir die Summen mit der Substitutiono: l = 2�+ 1; � = TrT (2�+ 1) (2�+ 2);p: l = 2�; � = TrT 2� (2�+ 1)in �{Integrale wie oben:



14. UNABH�ANGIGE TEILCHEN 321zo ! Z 10 d� (4�+ 3) exp��TrT (2�+ 1) (2�+ 2)� == T2Tr Z 10 d� e�� = T2Tr ;zp ! Z 10 d� (4�+ 1) exp��TrT 2� (2�+ 1)� == T2Tr Z 10 d� e�� = T2Tr ;womit zr= = 34 zo + 12 zp = T2Tr (14.78)wird, gleichlautend mit der klassisch{statistischen �Uberlegung am Anfang.F�ur tiefe Temperaturen T ! 0 gehen zo ! 0 und zp ! 1, also zr= ! 1=4. Darausfolgt sofort Ur ! 0: es gibt keine Rotationsbeitr�age mehr, das System verh�alt sichwie ein 1{atomiges Gas.14.5.3 Die Schwingungsbeitr�ageDie Schwingungsbeitr�age des idealen zweiatomigen Gases lassen sich exakt berech-nen. Wir greifen zur�uck auf die 1{Teilchen{Zustandssumme zs der Schwingungsfrei-heitsgrade in (14.69) und berechnenzs = X� exp��� �h! ��+ 12��= e�� �h!=2 1X�=0 �e�� �h!�� = e�� �h!=21� e�� �h! ;Fs = �T ln zNs = 12 N �h! +N T ln �1� e��h!=T �;Ss = � @Fs@T !N = �N ln �1� e��h!=T �+N �h!=Te�h!=T � 1 ;Us = Fs + T Ss = 12 N �h! +N �h!e�h!=T � 1 ;Cs =  @Us@T !N = N (Ts=T )24 sinh2(Ts=(2T )): (14.79)



322 14. UNABH�ANGIGE TEILCHENHier haben wir die zur Rotationstemperatur Tr analoge SchwingungstemperaturTs = �h! eingef�uhrt. F�ur hohe Temperaturen T !1 k�onnen wir den sinh(Ts=(2T ))im Nenner des Ausdrucks f�ur Cs entwickeln und erhalten Cs ! N , in �Ubereinstim-mung mit dem Gleichverteilungssatz im Abschnitt 13.3, wo wir nachgewiesen hatten,da� f harmonische Oszillatoren die mittlere Energie f T besitzen. In unserem Fallbedeutet das mit f = N dann Us = N T und Cs = N . Die Abbildung 14.3 zeigtden Verlauf der W�armekapazit�at Cs der Schwingungsfreiheitsgrade als Funktion vonT=Ts. Daraus erkennen wir, da� die Schwingungsfreiheitsgrade unterhalb von Ts ein-frieren, w�ahrend oberhalb von Ts der klassische Gleichverteilungssatz anwendbar ist.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5

Temperatur T=Ts

W�armekapazit�at C=N

Abbildung 14.3: W�armekapazit�at der Schwingungsfreiheitsgrade eines zweiatomigenidealen Gases in Einheiten von N als Funktion von T=Ts.Schlie�lich zeigt die Tabelle 14.2 die Schwingungstemperaturen f�ur dieselben Gase,f�ur die wir die Rotationstemperaturen in der Tabelle 14.1 angegeben hatten. DieTs{Werte liegen um zwei bis drei Gr�o�enordnungen �uber den Tr{Werten.14.5.4 Entkopplung von Rotation und SchwingungIn der N�aherung (14.65) hatten wir im Fliehkraftpotential die Variable r durch denWert r0 ersetzt, bei dem das Bindungspotential V (r) ein Minimum besitzt, f�ur denalso V 0(r0) = 0. Um diesen Wert r0 hatten wir V (r) in (14.64) bis zur quadratischen



14. UNABH�ANGIGE TEILCHEN 323Molek�ul Ts (K)H2 6340HCl 4140N2 3380O2 2270Tabelle 14.2: Schwingungstemperaturen in K f�ur einige zweiatomige GaseOrdnung entwickelt und damit die innermolekularen Schwingungen gen�ahert alsharmonisch beschrieben. Eine konsequente harmonische N�aherung m�u�te nicht V (r)allein, sondern das e�ektive Potential~V (r) = V (r) + L22mr2 ; L2 = �h2 l (l + 1) (14.80)um sein Minimum bis zur quadratischen Ordnung entwickeln. Das Minimum dese�ektiven Potentials ~V (r) liege bei rl. Der Index l weist darauf hin, da� der Wertvon rl parametrisch von L2 bzw. von der Quantenzahl l abh�angen wird, was ausseiner De�nition V 0(rl)� L2mr3l = 0: (14.81)unmittelbar ersichtlich ist. Wir wollen nun zeigen, da� die durch den Term L2=(mr3l )bedingte Abweichung �rl = rl � r0 sehr klein ist. Dazu entwickeln wir V 0(rl) nach�rl bis zur 1. Ordnung:V 0(rl) = V 0(r0) + V 00(r0)�rl = m!2�rl: (14.82)Hier haben wir die De�nition V 0(r0) = 0 von r0 und die De�nition von ! in (14.64)benutzt. Wir setzen (14.82) in (14.81) ein. Im L2{Term k�onnen wir jetzt rl durch r0ersetzen, weil �rl =O(L2) und wir nur die niedrigste Ordnung berechnen wollen:�rl = L2m2 !2 r30 bzw. �rlr0 = L2m2 !2 r40 : (14.83)Wir schreiben den relativen Fehler �rl=r0 in der Form�rlr0 = L2mr20 �h2mr20 1(�h!)2 (14.84)



324 14. UNABH�ANGIGE TEILCHENund setzen ein h L22mr20 i � T; �h22mr20 = Tr; 1�h! = 1Ts ;um daraus den relativen Fehler durch�rlr0 � 4 T TrT 2s (14.85)abzusch�atzen. Die Entkopplung von Rotation und Schwingung ist also gerechtfertigt,wenn T � T 2s =(4Tr). Der Wert von T 2s =(4Tr) liegt in der Gr�o�enordnung von 105bis 106 K, also in einem Temperaturbereich, in dem die Molek�ule l�angst thermischdissoziiert sind.14.6 Molek�ule mit mehr als zwei AtomenUnter Benutzung der Ergebnisse der vorhergehenden Abschnitte dieses Kapitels dis-kutieren wir jetzt die thermodynamischen Eigenschaften von idealen Systemen, dieeine Sorte von Molek�ulen mit einer beliebigen Anzahl A � 3 von Atomen enthal-ten. Ein einzelnes Molek�ul besitzt dann insgesamt 3A Freiheitsgrade, von denenje 3 auf Translation und Rotation entfallen. Die verbleibenden S = 3A � 6 Frei-heitsgrade m�ussen also interne Schwingungsfreiheitsgrade sein. Falls es sich jedochum ein langgestrecktes ("lineares") Molek�ul wie z.B. CO2 handelt, gibt es nur zweiRotationsfreiheitsgrade und folglich S = 3A� 5 Schwingungsfreiheitsgrade.Die Translationsfreiheitsgrade f�uhren zum thermodynamischen Verhalten idealerSysteme, wie wir es in den Abschnitten 14.3 bzw. 14.4 kennengelernt haben. Dieverbleibenden Freiheitsgrade f�ur Rotation und Schwingungen f�uhren zu additivenBeitr�agen zur freien Energie, Entropie, inneren Energie und W�armekapazit�at. Wirentkoppeln Rotation und Schwingungen mit demselben Argument, das wir im Falldes zweiatomigen Gases im Abschnitt 14.5 verwendet haben.14.6.1 Die Rotationsbeitr�ageFalls es sich um ein gestrecktes Molek�ul handelt, k�onnen wir die additiven Bei-tr�age der Rotation direkt aus dem Abschnitt 14.5 entnehmen. F�ur den allgemeinen



14. UNABH�ANGIGE TEILCHEN 325Fall beliebig strukturierter Molek�ule berechnen wir jetzt die thermodynamischenRotationsbeitr�age. Wir beschr�anken uns dabei auf die klassische Version, weil dieRotationstemperaturen Tr mehratomiger Molek�ule so tief liegen, da� der Tempe-raturbereich T , in dem das System �uberhaupt als ideal auftritt und nicht bereitskondensiert ist, weit oberhalb von Tr liegt, also T � Tr. Das bedeutet, da� dieRotationsfreiheitsgrade im idealen Gas mehratomiger Molek�ule immer schon vollangeregt sind. Die Hamilton{Funktion der Rotationsfreiheitsgrade hat die GestaltH = L2x2�x + L2y2�y + L2z2�z : (14.86)Die Lx; Ly; Lz sind die Drehimpulskomponenten in den Richtungen der drei k�orper-festen, d.h. hier "molek�ulfesten" Haupttr�agheitsachsen, und �x;�y;�z die zugeh�ori-gen Haupttr�agheitsmomente, von denen aus Symmetriegr�unden zwei oder auch alledrei gleich sein k�onnen. Die 1{Teilchen{Zustandssumme lautetzr = 1h3 Z dLx Z dLy Z dLz Z d�x Z d�y Z d�z�� exp �� L2x2�x � � L2y2�y � � L2z2�z!: (14.87)Die Drehwinkel �x; �y; �z k�onnen so gez�ahlt werden, da� zwei von ihnen, z.B. �x; �y,die Lage der dritten Achse, z.B. der z{Achse angeben. Die Integration �uber diesebeiden Winkel ergibt den vollen Raumwinkel, also 4 �. Die verbleibende Winkelin-tegration, z.B. �uber �z, liefert nochmals 2 �. Die gesamte Winkelintegration ergibtalso 8 �2. Hierbei wird allerdings vorausgesetzt, da� jede Orientierungs�anderung desMolek�uls tats�achlich zu einer Lage f�uhrt, die von der Ausgangslage unterschiedenwerden kann. Besitzt das Molek�ul jedoch Symmetrien, d.h., �uberf�uhren gewisse Ori-entierungs�anderungen das Molek�ul in sich selbst, dann mu� das Ergebnis der Win-kelintegration durch die Anzahl solcher Orientierungs�anderungen dividiert werden,z.B. durch 2 bei einem gleichschenkligen Dreieck (wie bei H2O) oder durch 3 beieiner dreiz�ahligen Symmetrie (wie bei NH3), vgl. auch den Unterabschnitt 14.5.2.�Uber die Drehimpulse Lx; Ly; Lz ist jeweils von �1 bis +1 zu integrieren. Daseinzelne Integral ergibt wie �ublichZ +1�1 dLx exp �� L2x2�x! = s2 ��x� = q2 ��x T ;entsprechend f�ur y; z. Damit erhalten wir f�ur zr, die freie Energie Fr, die innereEnergie Ur und die W�armekapazit�at Cr



326 14. UNABH�ANGIGE TEILCHENzr = 2p2 ��h3 T 3=2 (�x�y �z)1=2 ;Fr = �N T ln zr = �32 N T lnT �N T ln �p2 ��h3 (�x�y �z)1=2�;Ur = N T 2 @ ln zr@T = 32 N T;Cr =  @Ur@T !N = 32 N; (14.88)in �Ubereinstimmung mit dem Gleichverteilungssatz, nach dem jedem Rotationsfrei-heitsgrad im klassischen Grenzfall die mittlere Energie T=2 pro Teilchen zukommt.14.6.2 Die Schwingungsbeitr�ageBei der Bestimmung der Schwingungsbeitr�age zur Thermodynamik mehratomi-ger Molek�ule m�ussen wir die quantenstatistische Darstellung verwenden, weil dieSchwingungstemperaturen so hoch sein k�onnen, da� die Schwingungsfreiheitsgra-de im Temperaturbereich des idealen Gases erst angeregt werden. Wir bereiten diequantentheoretische Darstellung durch Umformungen vor, die wir aus Gr�unden dereinfacheren Schreibweise in der klassischen Darstellung durchf�uhren. Wir denken unsdie A Ortsvektoren ra; a = 1; 2; : : : ; A der Atome durch die Schwerpunktskoordi-nate R, durch Rotationswinkel �x; �y; �z sowie durch Relativkoordinaten x1; : : : ; xSdargestellt. Die letzteren sollen so gew�ahlt sein, da� die undeformierte Lage der Ato-me durch xs = 0 f�ur alle s = 1; 2; : : : ; xS gegeben ist. Da die Translation nicht andie Schwingungsbewegung koppelt und da wir oben auch schon begr�undet hatten,da� wir die Rotation von der Schwingung entkoppeln k�onnen, behandeln wir dieBewegung der xs bei festgehaltenen Werten von R und �x; �y; �z. Auf diese Weiseerhalten wir f�ur die Geschwindigkeiten und die kinetische Energiera = ra(x1; : : : ; xS); _ra =Xs @ra@xs _xs;T = AXa=1 12 ma _r2a = 12 Xs;s0 Mss0 _xs _xs0; Mss0 = AXa=1 @ra@xs @ra@x0s : (14.89)O�ensichtlich ist Mss0 symmetrisch: Ms0s = Mss0. Auch die potentielle Energie Vstellen wir als Funktion der Relativkoordinaten xs dar. Wir machen eine harmonischeN�aherung wie beim zeiatomigen Molek�ul, d.h., wir entwickeln V in eine Taylor{Reihe



14. UNABH�ANGIGE TEILCHEN 327nach den xs bis zur quadratischen Ordnung. Die linearen Terme verschwinden, weilxs = 0 die Ruhelagen bedeuten sollten. Der konstante Term entf�allt durch eineentsprechende Wahl des Nullpunkts der Energie. Insgesamt erhalten wir auf dieseWeise die Lagrange{FunktionL = 12 Xss0 (Mss0 _xs _xs0 � Vss0 xs xs0) ; (14.90)worin auch Vss0 symmetrisch ist: Vs0s = Vss0. Unter Verwendung der Symmetrien vonMss0 und Vss0 folgen aus (14.90) die BewegungsgleichungenXs0 (Mss0 �xs0 + Vss0 xs0) = 0; s = 1; 2; : : : ; S: (14.91)Der Ansatz xs = as ei ! t f�uhrt auf das lineare GleichungssystemXs0 ��Mss0 !2 + Vss0� as0 = 0; (14.92)das nur f�ur die Wurzeln !2 des charakteristischen Polynomsdet ��Mss0 !2 + Vss0� = 0 (14.93)nichttriviale L�osungen f�ur die as liefert. Das charakteristische Polynom besitzt ins-gesamt S reelle, positive Wurzeln bzw. Eigenwerte !2�, � = 1; 2; : : : ; S. Da� die-se Eigenwerte reell und positiv sind, folgt daraus, da� anderenfalls die L�osungenxs = as ei ! t f�ur t ! 1 entweder divergieren oder verschwinden w�urden, was derEnergieerhaltung unseres Problems bzw. der angenommenen Stabilit�at widerspre-chen w�urde. Zu jedem Eigenwert !2� geh�ort ein Eigenvektor mit den Komponentenas;�, s = 1; 2; : : : ; S. Diese Eigenvektoren sind nur bis auf einen Faktor bestimmt,der von � abh�angen kann. Die allgemeine L�osung lautet demnachxs =X� as;� ei !� t: (14.94)Mit jeder Frequenz !� ist auch �!� erlaubt. Wenn die zugeh�origen Eigenvektorenas;� f�ur �!� gleich gew�ahlt werden, ist die L�osung xs in (14.94) reell, was ausphysikalischen Gr�unden zu fordern ist. Statt die expliziten L�osung zu bestimmen,k�onnen wir zun�achst auch nur den Ansatz



328 14. UNABH�ANGIGE TEILCHENxs =X� as;� u� (14.95)mit den aus (14.92) zu berechnenden Eigenvektoren as;� machen. Einsetzen in(14.91) f�uhrt auf X�  Xs0 Mss0 as0;� �u� +Xs0 Vss0 as0;� u�! = 0; (14.96)was sich unter Verwendung von (14.92) aufX�  Xs0 Mss0 as0;�! ��u� + !2� u�� = 0 (14.97)zur�uckf�uhren l�a�t. Da die as0;� nur bis auf einen �{abh�angigen Faktor bestimmtsind, folgt sogar �u� + !2� u� = 0; � = 1; 2; : : : ; S: (14.98)Dieses sind S unabh�angige harmonische Oszillatoren, die sogenannten Eigenmodendes Molek�uls, die von einer Lagrange{Funktion L bzw. einer Hamilton{Funktion HL = 12 X� � _u2� � !2� u2�� ; H = 12 X� �p2� + !2� u2�� (14.99)mit p� = @L=@ _u� = _u� erzeugt werden. Deren Quantisierung vonH f�uhrt in �ublicherWeise auf die 1{Teilchen{Energien�(�1; : : : ; �S) =X� �h!� ��� + 12� ; �� = 0; 1; 2; : : : : (14.100)Da die 1{Teilchen{Energien additiv in den Eigenmoden � = 1; 2; : : : ; S sind, wird diegesamte 1{Teilchen{Zustandssumme ein Produkt von einzelnen Zustandssummenjeweils f�ur die Eigenfrequenzen !�, wie wir sie bereits bei den Schwingungsbeitr�agender zweiatomigen Molek�ule berechnet hatten:zs = X�1;:::;�S exp "�� X� �h!� ��� + 12�# =Y� e�� �h!�=21� e�� �h!� : (14.101)



14. UNABH�ANGIGE TEILCHEN 329Entsprechend werden alle thermodynamischen Funktionen wie freie Energie, Entro-pie, innere Energie und W�armekapazit�at Summen der Beitr�age der einzelnen Eigen-moden, f�ur die W�armekapazit�atCs = N X� (�h!�=T )24 sinh2 �h!�=(2T ) : (14.102)Die Schwingungstemperaturen T� = �h!� k�onnen f�ur die einzelnen Schwingungs-moden � recht unterschiedliche Werte haben. Wenn zwei der Gr�o�e nach aufein-anderfolgende Frequenzen !� hinreichend weit getrennt sind, erwarten wir, da� dieW�armekapazit�at zwischen den entsprechenden Schwingungstemperaturen etwa kon-stant ist.
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Kapitel 15
Magnetismus undWechselwirkungen
Im vorhergehenden Kapitel haben wir gezeigt, da� sich die Thermodynamik idealerSysteme im Gleichgewicht exakt aus der statistischen Formulierung herleiten l�a�t.Leider ist das aber im allgemeinen auch nur f�ur ideale Systeme m�oglich. Zu den idea-len Systemen ist auch ein System nicht wechselwirkender magnetischer Momente ineinem �au�eren Feld zu rechnen, dessen ph�anomenologische Theorie wir im Abschnitt9.1 entwickelt und als ein einfaches Modell f�ur Paramagnetismus erkannt hatten. Wirbeginnen dieses Kapitel mit der statistischen Theorie dieses Systems und schlie�endaran in Analogie zum Kapitel 9 eine statistische Theorie wechselwirkender magne-tischer Momente, d.h. eines Ferromagneten an. Wir werden sehen, da� statistischeTheorien wechselwirkender Freiheitsgrade im allgemeinen nur in gewissen N�aherun-gen durchf�uhrbar sind. Dieselbe Erfahrung werden wir im weiteren Verlauf diesesKapitels mit der statistischen Theorie wechselwirkender Teilchen, d.h. mit der einesrealen Gases machen.15.1 Unabh�angige magnetische MomenteIm Abschnitt 9.1 haben wir die Thermodynamik von Paramagneten, d.h. eines Sy-stems nicht wechselwirkender magnetischer Momente sehr ausf�uhrlich entwickelt.Wir k�onnen uns deshalb hier darauf beschr�anken, die dort dargestellte Thermody-namik an die statistische Formulierung anzuschlie�en. Das soll durch Verwendungeines kanonischen Ensembles geschehen. Da die magnetischen Momente vorausset-zungsgem�a� nicht wechselwirken sollen, k�onnen wir die kanonische ZustandssummeZ mit demselben Argument wie im vorhergehenden Kapitel durch die 1{Momenten{Zustandssumme z darstellen: Z = zN . Von dem Faktor 1=N !, der im vorhergehenden331



332 15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGENKapitel die Ununterscheidbarkeit der Teilchen ber�ucksichtigte, k�onnen wir hier abse-hen, denn entweder denken wir uns die Momente als ortsfest, so da� sie anhand ihrerOrte unterschieden werden k�onnen und kein Gibbssches Paradoxon auftreten kann,oder die Momente werden von den Teilchen eines Gases getragen, dessen Teilchenbe-wegung in einer translatorischen Zustandssumme unter Einschlu� des Faktors 1=N !darzustellen ist. Im letzteren Fall sind die Zustandssummen f�ur die Freiheitsgradeder Translation und der Magnetisierung �ahnlich wie im vorhergehenden Kapitel zumultiplizieren. Zu den im folgenden zu berechnenden extensiven thermodynamischenFunktionen des magnetischen Verhaltens treten dann diejenigen der Translation ad-ditiv hinzu.15.1.1 Allgemeine FormulierungUnser Ausgangspunkt ist die bereits im Abschnitt 9.1 verwendete Tatsache, da�ein magnetisches Moment m in einem �au�eren Feld B0 die Energie E = �mB0besitzt. Magnetische Momente elektrisch geladener Teilchen sind gem�a�m = g e2m0 L (15.1)mit dem DrehimpulsL des Teilchens verkn�upft, worin e die Ladung des Teilchens ist,m0 seine Masse und g sein sogenannter g{Faktor. Wir werden hier im wesentlichenmagnetische Momente von Elektronen im Auge haben, so da� m0 die Masse desElektrons ist und e die Elementarladung. Aus (15.1) folgt, da� mit dem DrehimpulsL auch das magnetische Momentm ein quantentheoretischer Operator ist. Folglichist H1 = �mB0 als 1{Teilchen{Hamilton{Operator zu interpretieren und die 1{Teilchen{Zustandssumme ausz = Sp �e��H1� = Sp [exp (�mB0)] ; � = 1=T (15.2)zu berechnen. Wir stellen die Spur Sp als Summe der Eigenwerte des Operatorsexp(�� H1) dar. Die Eigenwerte von H1 = �mB0 �nden wir, indem wir aus derQuantentheorie des Drehimpulses die Aussage verwenden, da� eine beliebige Kom-ponente L des Drehimpulses L, die wir in der Richtung des �au�eren Feldes B0w�ahlen, Eigenwerte L = �h� mit � = �l;�l + 1; : : : ; l � 1; l besitzt. Hier ist l dieDrehimpulsquantenzahl, die die Quantisierung von L2 = �h2 l (l+1) angibt. F�ur denSpin des Elektrons ist l = 1=2 und g � 2, f�ur die Bahn des Elektrons in einem Atoml = 0; 1; 2; : : : und g = 1. Somit lauten die Eigenwerte von H1�1 = �0 �; �0 := g e �hB02m0 ; � = �l;�l + 1; : : : ; l � 1; l; (15.3)



15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGEN 333und die 1{Teilchen{Zustandssumme berechnet sich zuz = +lX�=�l exp (� �0 �)= exp (�� �0 l) 2 lX�=0 �e� �0��= exp (�� �0 l) �e� �0�2 l+1 � 1e� �0 � 1= sinh (� �0 (l + 1=2))sinh (� �0=2) : (15.4)15.1.2 AnwendungenF�ur kleine Werte von l ist es einfacher, nicht die formale Summation zu benutzen,sondern die Zustandssumme auszuschreiben. F�ur Elektronenspins mit l = 1=2und g = 2 wird m = g e2m0 �h l = e �h2m0 ;�0 = g e �hB02m0 = 2mB0;z = e�� �0=2 + e� �0=2 = 2 cosh mB0T = 2 cosh �; (15.5)worin wir die bereits im Kapitel 9 eingef�uhrte Variable � := mB0=T verwendethaben. F�ur Elektronenbahnen in einem Atom mit l = 1 und g = 1 wirdm = g e2m0 �h l = e �h2m0 ;�0 = g e �hB02m0 = mB0;z = e�� �0 + 1 + e� �0 = 1 + 2 cosh mB0T = 1 + 2 cosh �: (15.6)Wir wollen schlie�lich noch den klassischen Grenzfall durch �h ! 0 ermitteln.Damit dabei der Drehimpuls{Betrag L = �h l in B0{Richtung und somit auch dasklassische magnetische Moment (mit g = 1)



334 15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGENm = e2m0 L (15.7)endlich bleiben, mu� gleichzeitig l ! 1 streben, so da� �h l = L =konstant. Dasbedeutet, da� sich der Drehimpuls im Grenzfall relativ zum Feld B0 kontinuierlicheinstellen kann, wie es der klassischen Vorstellung entspricht. Wir schreiben�0 = e �hB02m0 = eB02m0 Ll = mB0l (15.8)und f�uhren die Zustandssumme durch �Ubergang auf die im Grenzfall kontinuierlicheVariable � = �=l als Integral aus:
z = +lX�=�l exp�� mB0 �l �! Z +1�1 d� exp (� mB0 �) = 2 sinh (mB0=T )mB0=T = 2 sinh �� : (15.9)In allen F�allen gewinnen wir die 1{Momenten{Zustandssumme z(�) als Funktionder Variablen � = mB0=T . Die daraus gebildete freie Energie �N T ln z(�) ist als~F (T;B0) zu interpretieren, f�ur die gem�a� Kapitel 9 die Fundamentalrelationd ~F = �S dT � V M dB0 (15.10)gilt. Im Abschnitt 9.1 haben wir auch gezeigt, da� sich die Magnetisierung M un-abh�angiger Momente als Funktion von � darstellen l�a�t,M = N mV �(�): (15.11)und da� die freie Energie ~F mit der Funktion �(�) verkn�upft ist:~F (T; �) = ~F0(T )�N T �(�); (15.12)�(�) = Z �0 d�1 �(�1) bzw. �(�) = d�(�)d� : (15.13)



15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGEN 335�(�) ist also so zu bestimmen, da� �(0) = 0. Wir vergleichen mit unseren obigenstatistischen Ergebnissen und �nden f�ur Elektronenspins~F = �N T ln (2 cosh �);~F0(T ) = �N T ln 2;�(�) = ln cosh �;�(�) = tanh �; (15.14)f�ur Elektronenbahnen mit l = 1~F = �N T ln (1 + 2 cosh �);~F0(T ) = �N T ln 3;�(�) = ln 1 + cosh �3 ;�(�) = 2 sinh �1 + 2 cosh � ; (15.15)und im klassischen Grenzfall ~F = �N T ln 2 sinh �� ;~F0(T ) = �N T ln 2;�(�) = ln sinh �� ;�(�) = coth � � 1� : (15.16)Damit haben wir die statistischen Grundlagen der ph�anomenologischen Thermody-namik von Paramagneten im Abschnitt 9.1 nachgeliefert.15.2 Das Ising{Modell15.2.1 Formulierung und die Molekularfeld{N�aherungIm Abschnitt 9.2 hatten wir uns bereits ein anschauliches Bild von einem Ferro-magneten gemacht: die einzelnen magnetischen Momente sollten sich nicht mehr



336 15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGENwie in einem paramagnetischen System unabh�angig voneinander in ihrer Richtungeinstellen k�onnen, sondern gegenseitig aufeinander in der Weise einwirken, da� eineTendenz zu einer Parallelstellung der Momente entsteht. Das einfachste Modell, dasdiese Vorstellung auf einer mikroskopischen Ebene beschreibt, ist das Ising{Modell,dargestellt durch seinen Hamilton{OperatorH = �Xi;j Jij si sj �mB0 Xi si: (15.17)Jedem der N magnetischen Momente des Systems, abgez�ahlt durch den Indexi = 1; 2; : : : ; N , wird eine Variable si zugeordnet, die die Werte si = �1 anneh-men kann und die die Einstellung des Moments Nr. i in (si = +1) oder gegen(si = �1) die Richtung eines �au�eren Feldes mit der Flu�dichte B0 angibt. DieseBeschreibung ist also einem System elektronischer Spins angepa�t, deren jeder zweiEinstellm�oglichkeiten besitzt und das magnetische Moment m = e �h=(2m0) tr�agt.Der zweite Term in (15.17) ist die vom Paramagneten her bekannte Energie desSystems der Momente in einem �au�eren Feld mit der Flu�dichte B0.Der erste Term in (15.17) soll nun die Wechselwirkung zwischen den Momenten be-schreiben. Jij ist eine Energie, das sogenannte Austauschintegral. Wenn Jij > 0 f�uralle Paare (i; j), dann wird eine Parallelstellung si = sj bzw. si sj = +1 energetisch"beg�unstigt", indem dieser Zustand energetisch tiefer liegt als derjenige mit si 6= sjbzw. si sj = �1 und somit thermisch leichter anregbar ist. Die mikroskopische Theo-rie des Austauschintegrals ist Gegenstand der Quantentheorie. Sie h�angt von demjeweiligen Material ab, denn das Austauschintegral kann �uber indirekte Kopplungenzwischen den Atomen zustandekommen, in denen ein elektronischer Spin lokalisiertist. Ein allgemeines Ergebnis dieser Theorie ist, da� die Austauschintegrale Jij nurf�ur solche Paare (i; j) von Momenten von Null verschieden sind, die nicht zu weitvoneinander entfernt sind, z.B. f�ur n�achste Nachbarn oder �ubern�achste Nachbarn.Au�erdem ist nat�urlich Jij = Jji, weil Wechselwirkungen zwischen denselben Frei-heitsgraden wie immer in der Physik symmetrisch sind. Hinzu kommt die BedingungJii = 0: ein Moment soll in diesemModell nicht mit sich selbst wechselwirken k�onnen.Die Theorie des Austauschintegrals kann unter bestimmten materialabh�angigen Be-dingungen auch Jij < 0 liefern. In diesem Fall werden entgegengesetzte Momenteenergetisch beg�unstigt. Man spricht dann von Antiferromagnetismus. Es k�onnen imselben System auch Austauschintegrale mit verschiedenen Vorzeichen vorkommen,z.B. Jij < 0 f�ur n�achste Nachbarn und Jij > 0 f�ur �ubern�achste Nachbarn. Wir wollenuns im folgenden aber auf den Fall Jij > 0, also Ferromagnetismus, beschr�anken.Das durch den Hamilton{Operator H in (15.17) begr�undete statistische ProblemZ = Sp �e�� H� (15.18)



15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGEN 337ist nur in zwei Situationen exakt l�osbar, n�amlich zum einen in einer Anordnungder Momente in einem eindimensionalen Gitter, vgl. den folgenden Abschnitt, undzum anderen in einer Anordnung in einem zweidimensionalen Gitter ohne �au�eresFeld, also mit B0 = 01. Wir werden deshalb hier die einfachste N�aherung vorstellen,die man �uberhaupt in Systemen mit wechselwirkenden Freiheitsgraden verwendetund die wir bereits in den Kapiteln 8 und 9 qualitativ beschrieben haben, n�amlichdie Molekularfeld{N�aherung (englisch: mean{�eld{approximation). Eine systemati-sche Formulierung dieser N�aherung gewinnt man, indem man das Produkt si sj imHamilton{Operator H in (15.17) in die Formsi sj = �si �sj + hsii sj + hsji si � hsii hsji (15.19)bringt, worin �si := si�hsii und h: : :i die thermodynamischen Erwartungswerte sind,die wir noch zu berechnen haben. Die Molekularfeld{N�aherung besteht nun darin,den Produktterm 2. Ordnung in den Fluktuationen, also �si �sj in (15.19) zu ver-nachl�assigen. Einsetzen dieser N�aherung ergibt dann aus (15.17) den Molekularfeld{Hamilton{OperatorH = �Xi;j Jij (hsii sj + hsji si)�mB0 Xi si + E0; (15.20)E0 = Xi;j Jij hsii hsji:Der Term E0 wird im allgemeinen temperatur{ und feldabh�angig sein; wir k�onnenihn also nicht durch Wahl des Energienullpunkts eliminieren. Allerdings spielt E0f�ur die jetzt herzuleitenden magnetischen Eigenschaften keine Rolle und wird darumfortgelassen. Wegen Jij = Jji k�onnen wir die beiden Summanden in der (i; j){Summedurch Vertauschung der Indizes i; j mit dem Feld{Term zusammenfassen:H = �Xi 0@2 Xj Jij hsji+mB01A si: (15.21)In einem r�aumlich homogenen System wird der Erwartungswert hsji f�ur alle Mo-mente derselbe sein, also hsji = hsi, so da�H = �Xi (2 J hsi+mB0) si; J :=Xj Jij: (15.22)1L. Onsager, 1944



338 15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGENEbenfalls aus Gr�unden der r�aumlichen Homogenit�at h�angt auch die j{Summe �uberdie Jij nicht mehr vom Index i ab. J hat die Bedeutung der Summe aller Wech-selwirkungsenergien, unter denen ein beliebig herausgegri�enes Moment in seinerUmgebung steht.15.2.2 Thermodynamik in der Molekularfeld{N�aherungDer Molekularfeld{Hamilton{Operator H in (15.22) hat formal dieselbe Strukturwie der Hamilton{Operator des paramagnetischen Systems unabh�angiger Momenteim vorhergehenden Abschnitt. Wir k�onnen seine statistische Auswertung wie dortvornehmen. Weil H in (15.22) eine Summe �uber 1{Momenten{Terme ist, stellt sichdie gesamte Zustandssumme Z als Produkt �uber 1{Momenten{Zustandssummen zdar, die wir elementar berechnen k�onnen:Z = Sp �e�� H� = zN ;z = Sp fexp [� (2 J hsi+mB0) s]g= exp [� (2 J hsi+mB0)] + exp [�� (2 J hsi+mB0)]= 2 cosh [� (2 J hsi+mB0)]: (15.23)Analog k�onnen wir auch den Mittelwert hsi bestimmen:hsi = 1z Sp fs exp [� (2 J hsi+mB0) s]g= 1z fexp [� (2 J hsi+mB0)]� exp [�� (2 J hsi+mB0)]g= tanh [� (2 J hsi+mB0)]: (15.24)Diese Gleichung ist eine implizite Relation zur Berechnung von hsi; sie schlie�t dieTheorie in der Gestalt einer Selbstkonsistenzbedingung ab. Der in der Molekularfeld{N�aherung ad hoc eingef�uhrte Mittelwert hsi mu� mit seiner korrekten De�nition imEinklang stehen. Wir formen diese Selbstkonsistenzbedingung so um, da� wir in ihreine Beziehung aus der ph�anomenologischen Theorie des Abschnitts 9.2 wiederer-kennen. Dazu f�uhren wir den Mittelwert der Magnetisierung,M = N mV hsi; (15.25)



15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGEN 339in (15.24) ein und �ndenM = N mV � m (B0 + ��0M)T ! ; (15.26)�(�) = tanh �; (15.27)� = VN 2 J�0m2 : (15.28)Damit haben wir aufgrund unserer statistischen Theorie der Molekularfeld{N�ahe-rung jenen Stand erreicht, auf dem wir unsere ph�anomenologische Theorie des Fer-romagnetismus, n�amlich die Wei�sche Theorie im Abschnitt 9.2 durch physikalischanschauliche Argumente aufgebaut hatten. Die Beziehung (15.28) gibt uns einenexpliziten Ausdruck f�ur die im Abschnitt 9.2 anschaulich begr�undete Austauschkon-stante �, insbesondere � � J : die Austauschkonstante ist proportional zur Wechsel-wirkungsenergie zwischen den Momenten.15.3 Das 1{dimensionale Ising{ModellWie bereits erw�ahnt, lassen sich das Ising{Modell oder auch andere Modelle f�urWechselwirkungen zwischen Freiheitsgraden in thermodynamischen Systemen imallgemeinen nicht exakt l�osen, d.h., die Zustandssumme l�a�t sich nicht exakt auswer-ten. Aus diesem Grund haben wir im vorhergehenden Abschnitt die Molekularfeld{Theorie des Ising{Modells als N�aherung vorgestellt. Exakte L�osungen gibt es jedochf�ur das Ising{Modell in einer Dimension (d = 1), also f�ur die Ising{Kette, und inzwei Dimension (d = 2) f�ur verschwindendes Feld B0 = 0. Die letztere L�osung f�urd = 2 ist sehr aufwendig und w�urde den Rahmen dieses Textes sprengen. Wir werdenin diesem Abschnitt aber die L�osung f�ur d = 1 angeben und dabei zugleich Grenzender N�aherung der Molekularfeld{Theorie kennenlernen.Wir wollen voraussetzen, da� in der zu betrachtenden Ising{Kette nur Wechsel-wirkungen Jij zwischen unmittelbar benachbarten Spins si und sj bestehen. Dannlautet der Hamilton{OperatorH = �J Xi si si+1 �mB0 Xi si: (15.29)Die Spins s1 und sN an den Enden einer Kette mit N Spins haben nur einseitigeWechselwirkungen nach innen. Um diese "Ende�ekte" (bei d = 2 "Rande�ekte", bei



340 15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGENd = 3 "Ober�achene�ekte") zu vermeiden, vereinbaren wir zyklische Randbedingun-gen: si�N � si: die Spins formen eine in sich geschlossene Kette ohne Enden, undjeder Spin erf�ahrt dieselbe Wechselwirkung. Die Wahl der Randbedingungen, alsoob o�en oder zyklisch, kann im thermodynamischen Limes N ! 1 keinen Einu�auf die Ergebnisse haben. Damit k�onnen wir (15.29) pr�azisieren zuH = �J NXi=1 si si+1 �mB0 NXi=1 si: (15.30)Zu berechnen ist nun die ZustandssummeZ = Sp �e�� H� =Xs1 : : :XsN exp a NXi=1 si si+1 + � NXi=1 si! (15.31)mit a := � J = J=T; � := � mB0 = mB0=T . Jede der si{Summen l�auft �uber dieWerte si = �1.15.3.1 Die TransfermatrixZur weiteren L�osung des Problems bedienen wir uns der sogenannten Transferma-trix. Wie man sehr leicht erkennt, l�a�t sich die Zustandssumme umschreiben inZ = Xs1 : : :XsN T (s1; s2)T (s2; s3) : : : T (sN ; s1);T (si; si+1) := exp "a si si+1 + b2 (si + si+1)#: (15.32)Die T (si; si+1) kann man als Matrix{Elemente hsijT jsi+1i der TransfermatrixT =  ea+b e�ae�a ea�b ! (15.33)au�assen, wenn man f�ur die jsii und hsij die Spinoren



15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGEN 341si = +1 : j+ 1i =  10 ! ; h+1j = (1; 0);si = �1 : j+ 1i =  01 ! ; h�1j = (0; 1): (15.34)setzt. T (si; si+1) = hsijT jsi+1i l�a�t sich durch Ausf�uhrung der Matrizenmultiplika-tionen unmittelbar best�atigen. Damit erhalten wir f�ur die Zustandssumme weiterZ =Xs1 : : :XsN hs1jT js2i hs2jT js3i : : : hsN jT js1i = Sp �TN� ; (15.35)worin wir die Vollst�andigkeit der Spinor{Zust�andeXs jsi hsj =  1 00 1 !benutzt haben. Es ist nun Z = Sp �TN� = tN1 + tN2 ; (15.36)wenn t1 und t2 die beiden Eigenwerte der Matrix T sind. Diese berechnen wir ausdet (T � t 1) = ����� ea+� � t e�ae�a ea�� � t ����� == t2 � 2 t ea cosh � + 2 sinh (2 a) = 0mit den L�osungen t1;2 = ea cosh � �qe2 a cosh2 � � 2 sinh2 (2 a): (15.37)F�ur den thermodynamischen Limes wirdZ = tN1 + tN2 = tN1 "1 + �t2t1�N# N!1�! tN1 ; (15.38)worin t1 > t2, d.h., t1 ist die L�osung (15.37) mit dem positiven Vorzeichen.



342 15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGEN15.3.2 MagnetisierungAus dem obigen Ergebnis gewinnen wir f�ur die freie Energie ~F (T;B0) den Ausdruck~F = � 1� lnZ = �N� ln�ea cosh � +qe2 a cosh2 � � 2 sinh2 (2 a)�; (15.39)und daraus weiter f�ur die MagnetisierungM nach einigen elementaren Umformungen
M = � 1V @ ~F@B0 = � 1V @ ~F@� @�@B0 = �� mV @ ~F@� = (15.40)= N mV sinh �qcosh2 � � 1 + e�4 J=T ; (15.41)

vgl. auch Abschnitt 15.1. Die Magnetisierung M ist also eine f�ur alle TemperaturenT stetige Funktion des Feldes B0, d.h., es �ndet kein Phasen�ubergang statt. Die1{dimensionale Ising{Kette ist f�ur alle Temperaturen ein Paramagnet. Die Abbil-dung 15.1 zeigt f�ur Paramagneten typische Verl�aufe der skalierten MagnetisierungM V=(N m) als Funktion des skalierten Feldes mB0=J mit � = T=J als Kurvenpa-rameter. F�ur B0 ! �1 tritt S�attigung M ! �N m=V ein.Dieses Ergebnis steht im Widerspruch zu dem der Molekularfeld{N�aherung im vor-hergehenden Abschnitt, die unabh�angig von der Dimensionszahl d einen Phasen�uber-gang vorhersagte, d.h., f�ur d = 1 tri�t die Molekurfeld{Theorie nicht zu. Indem dieMolekularfeld{Theorie den Einu� der benachbarten Spins durch ein mittleres Feldann�ahert, hat sie die Tendenz, diesen Einu� zu �ubersch�atzen. Aus physikalisch ein-leuchtenden Gr�unden ist eine solche N�aherung nur dann gerechtfertigt, wenn es zujedem Spin hinreichend viele Nachbarspins gibt. Diese Bedingung ist f�ur nur zweiNachbarspins bei d = 1 o�ensichtlich nicht erf�ullt. Die exakte L�osung f�ur d = 2 (mit4 Nachbarspins) sagt dagegen einen Phasen�ubergang voraus, allerdings mit erhebli-chen quantitativen Abweichungen von den Ergebnissen der Molekularfeld{Theorie.Je h�oher die Dimensionszahl d ist, desto gr�o�er ist die Anzahl von Nachbarspins unddeshalb um so h�oher auch die Erwartung, da� die Molekularfeld{Theorie brauchba-re Ergebnisse liefert. Bei der Dimensionszahl d = 4 wird die Molekularfeld{Theorietats�achlich f�ur viele Modelle exakt. Umgekehrt l�a�t sich sehr allgemein zeigen, da�f�ur d = 1 kein Phasen�ubergang auftritt.
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Feld mB0=J

Magnetisierung

Abbildung 15.1: Skalierte Magnetisierung M V=(N m) im 1{dimensionalen Ising{Modell als Funktion des skalierten Feldes mB0=J f�ur � = T=J = 0; 8; 1; 0; 1; 5.15.4 Van der Waals{Modell: Molekularfeld{TheorieMolekularfeld{N�aherungen von Systemen mit wechselwirkenden Freiheitsgradenstellen die Auswirkung der Wechselwirkungen auf einen einzelnen Freiheitsgraddurch ein mittleres Feld dar, das von den anderen Freiheitsgraden erzeugt wird.Im vorhergehenden Abschnitt wurde die Auswirkung der Wechselwirkungen zwi-schen magnetischen Momenten auf ein einzelnes Moment durch ein e�ektives Felddargestellt, das proportional zur Magnetisierung des Systems ist. Auf diese Weiseergab sich die ph�anomenologische Wei�sche Theorie des Ferromagnetismus. Wie wirbereits im Kapitel 8 angemerkt hatten, beruht auch das van der Waals{Modell f�urreale Gase auf einer Molekularfeld{N�aherung, und zwar f�ur die Wechselwirkungenzwischen den Molek�ulen des Gases. Diese Wechselwirkungen haben einen absto�en-den und einen anziehenden Teil, wie wir ebenfalls schon im Kapitel 8 ausgef�uhrthatten. Der absto�ende Teil bewirkt, da� zwei Molek�ule einander nicht durchdrin-gen k�onnen, der anziehende Teil kommt zwischen neutralen Molek�ulen, die keinfestes Dipolmoment tragen, dadurch zustande, da� Quantenuktuationen zu transi-enten Dipolmomenten f�uhren, die sich gegenseitig anziehen. In der Quantentheoriewird st�orungstheoretisch gezeigt, da� der anziehende Teil, die sogenannte van der



344 15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGENWaals{Wechselwirkung, einem Abstandsgesetz � 1=r6 folgt. Beide Teile, absto�en-der und anziehender zusammen, werden oft durch das Lennard{Jones{Modell f�urdas Wechselwirkungspotential W (r) zwischen je zwei Molek�ulen beschrieben:W (r) =W0 "�r�r �12 � �r�r �6# : (15.42)Hier wird also der absto�ende Teil der Wechselwirkung durch ein Potential � 1=r12modelliert. Der Parameter r� beschreibt die Reichweite der Wechselwirkung, derParameterW0 ihre St�arke. Die Abbildung 15.2 zeigt den Verlauf des Lennard{Jones{Potentials. An der Stelle r = r� wird W (r) = 0. F�ur r < r� steigt das Potentialsehr stark an. Dieser Teil des Potentials beschreibt die Undurchdringlichkeit vonMolek�ulen, die einen endlichen Radius r0 besitzen. Als minimalen Abstand zwischenzwei Molek�ulen erwarten wir deshalb den Wert 2 r0. Wir setzen also r� � 2 r0 undhaben diesen Wert in die Abbildung 15.2 eingetragen.

0 Abstand r2 r0

Potential W (r)

0
Abbildung 15.2: Verlauf des Lennard{Jones{Potentials.Oft macht man die Annahme, da� die gesamte potentielle Energie des Systemsaufgrund der Wechselwirkungen zwischen den Teilchen die Summe �uber alle Paar-wechselwirkungen W (jri � rjj) ist. Dann lautet die Hamilton{Funktion



15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGEN 345H =Xi p2i2m + 12 Xi;j W (jri � rjj): (15.43)Der Faktor 1=2 vor der potentiellen Energie ber�ucksichtigt, da� in der (i; j){Summealle Paare (i; j) zweimal gez�ahlt werden. Aus dieser Hamilton-Funktion resultiertdas statistische Problem, die ZustandssummeZ = 1N ! h3N Z d3p1 : : : Z d3pN Z d3r1 : : : Z d3rNexp0@�� Xi p2i2m � �2 Xi;j W (jri � rjj)1A (15.44)zu berechnen. Da� wir hier die klassische Version der statistischen Theorie verwen-den, hat seinen Grund darin, da� die physikalischen Ph�anomene, die durch Wech-selwirkungen zwischen Molek�ulen verursacht werden wie z.B. die Kondensation ei-nes Gases zu einer Fl�ussigkeit, sich in einem Temperaturbereich abspielen, in demQuantene�ekte noch keine Rolle spielen. Wir weisen aber darauf hin, da� die An-nahme, die Wechselwirkungen zwischen den Molek�ulen durch paarweise PotentialeW (jri � rjj) beschreiben zu k�onnen, zwar f�ur eine Vielzahl von physikalischen Sy-stemen sinnvoll, aber keineswegs zwingend ist. Wir kommen darauf im folgendenAbschnitt zur�uck.Die Berechnung der Zustandssumme Z in (15.44) ist f�ur kein physikalisch sinn-volles Modell mit absto�ender und anziehender Wechselwirkung exakt l�osbar. Esgibt N�aherungsrechnungen, z.B. Entwicklungen nach der Dichte, von denen wir eineVersion im folgenden Abschnitt kennenlernen werden. Hier wollen wir das Problemdurch eine Molekularfeld{N�aherung angehen, d.h., wir wollen die Wechselwirkungenzwischen den Molek�ulen durch eine Potentialfunktion �(r) beschreiben, unter derenEinu� sich jedes der Molek�ule einzeln bewegt. Mit diesem Ansatz reduzieren wirdas N{Teilchen{Problem wieder auf ein e�ektives 1{Teilchen{ProblemZ = zNN ! ; z = 1h3 Z d3p Z d3r exp �� p22m � � �(r)!: (15.45)Die p{Integration ergibt dasselbe Ergebnis wie im Fall des idealen Gases, so da�z = 1h3 (2 �mT )3=2 Z d3r exp (�� �(r)): (15.46)



346 15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGENDas Molekularfeld{Potential �(r) soll zun�achst die gegenseitige Durchdringung derMolek�ule ausschlie�en, d.h., es soll �(r) ! +1 gehen, wenn die Abstandsvariabler = jrj den doppelten Radius des Molek�uls unterschreitet. Dadurch reduziert sichf�ur jedes Teilchen das Volumen V auf V � V0, worin V0 = N b und b das Eigen-volumen eines Molek�uls ist. Die Anziehung zwischen den Molek�ulen soll durch einr�aumlich konstantes, negatives Potential proportional zur Dichte N=V der Molek�ulebeschrieben werden, insgesamt also�(r) = ( 1 r 2 V0 < V;�aN=V sonst; (15.47)worin a eine positive Konstante ist. Damit wirdz = 1h3 (2 �mT )3=2 (V �N b) exp�aNT V � :Daraus folgt f�ur die freie Energie (unter Verwendung der Stirling{Formel f�ur lnN !)F = �T lnZ = �T ln zNN ! == �N T ln (V �N b) (2 �mT )3=2 eh3N � aN2V (15.48)und daraus weiter f�ur den Druckp = �@F@V = N TV �N b � a N2V 2 = Tv � b � av2 ; (15.49)bzw. �p+ av2� (v � b) = T; v = V=N; (15.50)also das van der Waals{Modell. F�ur die innere Energie berechnen wirU = � @@� lnZ = �N @@� ln z = 32 N T � a N2V (15.51)mit einer konstanten W�armekapazit�atCV =  @U@T !V;N = 32 N: (15.52)



15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGEN 34715.5 Die VirialentwicklungBereits im Abschnitt 7.1 haben wir die Erwartung formuliert, da� sich der Druckals Funktion von Temperatur T und Dichte c = N=V , p = p(T; c), in eine Potenz-reihe nach der Dichte entwickeln lassen sollte. Diese Entwicklung, die sogenannteVirialentwicklung, hatten wir dort in der Formp = c T �1 +B2(T ) c+B3(T ) c2 + : : :� (15.53)geschrieben. In diesem Abschnitt wollen wir die Virialentwicklung mit der mikrosko-pischen Theorie thermodynamischer Systeme verkn�upfen und insbesondere die Viri-alkoe�zienten B�(T ) durch mikrodynamische Parameter eines Systems ausdr�ucken.Dabei mu� sich nat�urlich auch herausstellen, wie die B�(T ) von der Temperaturabh�angen.Unser Ausgangspunkt ist die klassische gro�kanonische ZustandssummeZ = 1XN=0 e� N 1N ! Z d�N e��HN (q;p); (15.54)die wir im Abschnitt 12.1.3 formuliert hatten. Es ist � = 1=T;  = ��=T undd�N das Phasenraumelement des N{Teilchen{Phasenraums, HN(q; p) die Hamilton{Funktion des N{Teilchen{Systems. In idealen Systemen, in denen keine Wechsel-wirkungen zwischen den Teilchen ber�ucksichtigt werden, gilt das ideale Gasgesetzp = N T=V = c T . Die Virialentwicklung mit nicht{verschwindenden Virialkoe�-zienten dr�uckt also gerade solche thermodynamischen Eigenschaften aus, die mitAbweichungen vom idealen Verhalten, d.h., mit Wechselwirkungen zwischen denTeilchen zusammenh�angen. Wir werden deshalb in HN(q; p) solche Wechselwirkun-gen einschlie�en. Insbesondere werden wir die Frage stellen, ob wir aus der Virialent-wicklung eine Begr�undung f�ur das van der Waals{Modell gewinnen k�onnen, dessenMolekularfeld{Theorie wir im vorhergehenden Abschnitt formuliert hatten.15.5.1 Die EntwicklungF�ur die niedrigsten F�alle N = 1; 2; 3 lauten die HN(q; p)H0 = 0;



348 15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGENH1 = p22m;H2 = p212m + p222m +W12;H3 = p212m + p222m + p232m +W123: (15.55)W12 stellt die Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen 1 und 2 dar. Wir werden an-nehmen, da� diese durch eine Potentialfunktion W12 = W (r12) ausgedr�uckt werdenkann, die nur vom Abstand r12 = jr1 � r2j der beiden Teilchen abh�angt. Entspre-chend ist W123 die Wechselwirkung zwischen drei Teilchen 1,2 und 3. Sie wird eineFunktion der paarweisen Abst�ande r12; r23; r31 sein, aber nicht notwendig gleich derSumme W12 +W13 +W31; allerdings wird diese Summe Teil von W123 sein.Die Impuls{Integrationen lassen sich in der Zustandssumme Z in (15.54) o�ensicht-lich immer ausf�uhren. Unter Verwendung vonZ d�1 exp �� p22m ! = 1h3 Z d3p exp �� p22m ! = 1h3  2 �m� !3=2
sowie der Abk�urzung� := 1h3  2 �m� !3=2 e� = (2 �mT )3=2h3 e�=T (15.56)k�onnen wir die Zustandssumme schreiben als

Z = 1 + � V + �22! Z d3r1 Z d3r2 e��W12 ++ �33! Z d3r1 Z d3r2 Z d3r3 e��W123 + : : : (15.57)Da die Wechselwirkungspotentiale W12;W123; : : : nur von den Relativkoordinatender beteiligten Teilchen abh�angen sollen, l�a�t sich immer eine der r�aumlichen Inte-grationen, z.B. �uber die Lage des Teilchens 1, mit dem Ergebnis V ausf�uhren. Wirschreiben



15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGEN 349Z = 1 + � V + �2 V2! Z d3r2 e��W12 ++ �3 V3! Z d3r2 Z d3r3 e��W123 + : : : (15.58)Zur weiteren thermodynamischen Auswertung unserer Entwicklung ben�otigen wirdas Potential 	 = �p V = �T lnZ des gro�kanonischen Ensembles, also den Loga-rithmus von Z. Wir wollen deshalb die Entwicklung von Z nach � umformen in eineEntwicklung von lnZ nach �, allgemeinln 1 + 1X� a��! ��! = 1X� b��! ��: (15.59)Das Problem besteht nun darin, die Koe�zienten b� aus den uns bekannten Ko-e�zienten a� zu berechnen. Diese in der Statistischen Physik h�au�g vorkommen-de Problematik nennt man eine Kumulanten{Entwicklung. Die a� sind aus (15.58)abzulesen. Im Anhang 15.5.3 zeigen wir, da�b1 = a1 = V; (15.60)b2 = a2 � a21 = V Z d3r2 e��W12 � V 2 = V Z d3r2 �e��W12 � 1� ; (15.61)b3 = a3 � 3 a1 a2 + 2 a31= V Z d3r2 Z d3r3 e��W123 � 3V 2 Z d3r2 Z d3r3 e��W123 + 2V 3= V Z d3r2 Z d3r3 �e��W123 � e��W12 � e��W23 � e��W31 + 2� : (15.62)Diese Ausdr�ucke haben eine anschauliche physikalische Bedeutung. So verschwindetdas im Koe�zienten b2 enthaltene Integral immer dann, wenn W12 = 0, d.h., wenndie beiden Teilchen 1 und 2 so weit voneinander entfernt sind, da� sie nicht mehrmiteinander wechselwirken. Ebenso verschwindet das im Koe�zienten b3 enthalteneIntegral, wenn auch nur eines der drei Teilchen 1,2 und 3, z.B. das Teilchen 3, vonden beiden anderen weit entfernt ist. Dann n�amlich wird W123 ! W12; W13 ! 0und W31 ! 0, so da� der Integrand verschwindet. Allgemein kann man zeigen, da�die Kumulanten b� ein Ma� f�ur die Korrelationen zwischen den beteiligten Teilchensind, in unserem Fall ein Ma� daf�ur, da� s�amtliche beteiligten � Teilchen einander sonahe sind, da� sie zu �{t, d.h., als �{Teilchen{Cluster miteinander wechselwirken.Wir haben nunmehr also eine �{Entwicklung des Potentials



350 15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGEN	 = �T lnZ = �T V "� + b22! �2 + b33! �3 + : : :# = �T V 1X�=1 b��! �� (15.63)und wegen 	 = �p V damit auch des Drucksp = T "� + b22! �2 + b33! �3 + : : :# = T 1X�=1 b��! ��: (15.64)Schlie�lich k�onnen wir auch die Teilchenzahl durch eine �{Entwicklung darstellen.Es ist
N = �@	@� = �@�@� @	@� ;� = z e�=T ; � @�@� = �T :Daraus folgt mit (15.63)N = V "� + b2 �2 + b32! �3 + : : :# = V 1X�=1 b�(� � 1)! ��: (15.65)(15.64) und (15.65) sind parametrische Darstellungen der Form p = p(T; V; �) undN = N(T; V; �). Dahinter stehen die f�ur das gro�kanonische Ensemble typischenDarstellungen p = p(T; V; �) und N = N(T; V; �), weil � gem�a� (15.56) wiederumeine Funktion von T und � ist. Um die Virialentwicklung nach � auszuwerten, mu� �durch Umkehrung von N = N(T; V; �) als Funktion von T; V;N ausgedr�uckt und inp = p(T; V; �) eingesetzt werden, um daraus die Zustandsgleichung p = p(T; V;N) zugewinnen. Ganz analog l�a�t sich auch die freie Energie aus F = 	+N � berechnen.Wir k�onnen die Entwicklung (15.65) auch als eine Entwicklung der Dichte c = N=Vnach � lesen. Nur in niedrigster N�aherung ist c = �. Das bedeutet, da� die �{Entwicklung noch keine Entwicklung nach der Dichte c ist, wie wir es eigentlichbeabsichtigt hatten. Erst durch die oben geschilderte Elimination von � wird die �{Entwicklung zu einer c{Entwicklung, wie wir im folgenden Unterabschnitt erkennenwerden.



15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGEN 35115.5.2 Auswertung der Virialentwicklung und das van derWaals{ModellIn niedrigster N�aherung in �, d.h., in 1. Ordnung in � lesen wir aus (15.64) und(15.65) ab, da� p = T �; N = V �; (15.66)woraus durch Elimination von � die Zustandsgleichung p V = N T des idealen Gasesfolgt. Wir erkennen erwartungsgem�a�, da� in sie noch keine Ein�usse der Wechsel-wirkung zwischen den Teilchen eingehen.In der n�achst h�oheren Ordnung, also unter Einschlu� von Termen � �2 erhalten wiraus (15.64) und (15.65)pT = � + b22 �2; c = NV = � + b2 �2: (15.67)Da in niedrigster N�aherung � = N=V = c, setzen wir � = c + � und beschr�ankenuns auf Ordnungen � � �2 bzw. � � c2. Einsetzen in c = : : : in (15.67) ergibt� = �b2 �2 = �b2 c2 + : : : und weiter durch Einsetzen in p = : : : in (15.67)pT = c� b2 c2 + b22 �c� b2 c2�2 + : : := c� b22 c2 + : : : ;p = c T "1� b22 c+ : : :# : (15.68)Wir vergleichen mit (15.53) und sehen, da� wir den Virialkoe�zienten B2(T ) gefun-den haben, n�amlich B2(T ) = �b22 = 12 Z d3r �1� e��W (r)� ; (15.69)vgl. (15.61). Hier haben wir W12 = W (r) geschrieben; W (r) ist das Wechselwir-kungspotential zwischen zwei Teilchen im Abstand r. Die Integration erfolgt �uberdie Abstandsvariable und kann unter Verwendung von Kugelkoordinaten in der Form



352 15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGENB2(T ) = 4 � Z 10 dr r2 �1� e��W (r)� ; � = 1=T (15.70)geschrieben werden.Wir wollen das Integral in (15.70) n�aherungsweise auswerten und greifen dazu aufdie Modellierung des Wechselwirkungspotentials W (r) durch das Lennard{Jones{Potential in der Abbildung 15.2 zur�uck. Wir teilen das r{Integral in die beidenBereiche 0 � r � 2 r0 und r � 2 r0 auf. Im Bereich 0 � r � 2 r0 wirdW (r) sehr gro�.Wir nehmen an, da� dort �W (r) = W (r)=T � 1, so da� wir exp (�� W (r)) � 0setzen k�onnen. Umgekehrt nehmen wir f�ur den Bereich r � 2 r0 an, da� �W (r) =W (r)=T � 1, so da� wir dort1� e��W (r) � �W (r) = W (r)Tsetzen k�onnen. Insgesamt erhalten wir damitB2(T ) � 2 � Z 2 r00 dr r2 + 2 � � Z 12 r0 dr r2W (r) = b� aT ; (15.71)b := 16 � r303 ; a = �2 � Z 12 r0 dr r2W (r) > 0: (15.72)Es ist a > 0, weil W (r) < 0 in r � 2 r0. Wir setzen diese N�aherung in den Ausdruck(15.68) f�ur den Druck ein und erhaltenp = c T (1 +B2(T ) c+ : : :) = N TV �1 + �b� aT � NV + : : :� == Tv + b Tv2 � av2 + : : : (15.73)mit v = V=N = Volumen pro Teilchen. Wir vergleichen mit dem van der Waals{Modell. Wenn wir dieses nach b=v � c entwickeln, erhalten wirp = Tv � b � av2 = Tv 11� b=v � av2 == Tv + b Tv2 + : : :� av2 : (15.74)



15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGEN 353Die Virialentwicklung stimmt mit dem van der Waals{Modell bis zur Ordnung� 1=v2 bzw. � c2 �uberein. Es ist nat�urlich nicht m�oglich, den Term T=(v � b)im van der Waals{Modell durch eine Virialentwicklung nach der Dichte c bzw. nach1=v herzuleiten. Wir k�onnen aber die Parameter a und b im van der Waals{Modelljetzt mit mikrodynamischen Eigenschaften des Systems verbinden: a ist ganz o�en-sichtlich ein Ma� f�ur den anziehenden Teil des Wechselwirkungspotentials im Bereichr � 2 r0, und b ist ein Ausschlie�ungsvolumen der Gr�o�e einer Kugel mit dem dop-pelten Teilchenradius. Damit haben wir den Anschlu� an unsere �Uberlegungen imRahmen der ph�anomenologischen Theorie im Kapitel 8 erreicht.15.5.3 Anhang: Kumulanten{Entwicklung f�ur die niedrig-sten TermeDie Koe�zienten b� in (15.59) sind allgemein zu berechnen ausb� = " @�@�� ln (1 + a(�))#�=0 ;a(�) = 1X� a��! ��;a� = ha(�)(�)i�=0 : (15.75)(a(�)(�) bezeichnet die �{te Ableitung nach �.) Es ist a(0) = 0. Wir berechnen@@� ln (1 + a(�)) = a0(�)1 + a(�) ;� b1 = a1; (15.76)@2@�2 ln (1 + a(�)) = a00(�)1 + a(�) �  a0(�)1 + a(�)!2 ;� b2 = a2 � a21; (15.77)@3@�3 ln (1 + a(�)) = a(3)(�)1 + a(�) � 3 a00(�) a0(�)[1 + a(�)]2 + 2  a0(�)1 + a(�)!3 ;� b3 = a3 � 3 a1 a2 + 2 a31: (15.78)Indem wir nun aus (15.58)



354 15. MAGNETISMUS UND WECHSELWIRKUNGENa1 = V;a2 = Z d3r2 e��W12 ;a3 = Z d3r2 Z d3r3 e��W123einsetzen, �nden wirb1 = V;b2 = V Z d3r2 e��W12 � V 2 = V Z d3r2 �e��W12 � 1� ;b3 = V Z d3r2 Z d3r3 e��W123 � 3V 2 Z d3r2 Z d3r3 e��W123 + 2V 3= V Z d3r2 Z d3r3 �e��W123 � e��W12 � e��W23 � e��W31 + 2� : (15.79)



Kapitel 16
Quantenstatistik: Fermionen undBosonen
16.1 Besetzungszahlen16.1.1 Die kanonische ZustandssummeDie quantenstatistische Version der kanonischen Zustandssumme unabh�angiger, d.h.nicht wechselwirkender Teilchen hatten wir im Abschnitt 14.1 zun�achst ohne Ber�uck-sichtigung der Ununterscheidbarkeit der Teilchen alsZ = Sp �e�� H� =Xs e�� E(s) = zN ; z =X� e�� �(�) (16.1)formuliert. Die Quantenzahlen � bezeichnen 1{Teilchen{Eigenzust�ande zur Energiemit dem Energie{Eigenwert �(�), und die Quantenzahlen s die entsprechenden N{Teilchen{Eigenzust�ande s �= (�1; : : : ; �N) mit dem Energie{EigenwertE(s) = NXi=1 �(�i): (16.2)Die Ununterscheidbarkeit der Teilchen hatten wir durch die Hinzuf�ugung einesFaktors 1=N ! zu Z ber�ucksichtigt. Dieser Faktor reduziert alle Kombinationen(�1; : : : ; �N ), die durch Permutationen der Teilchen auseinander hervorgehen, auf355



356 16. QUANTENSTATISTIK: FERMIONEN UND BOSONENeinen einzigen Zustand. Damit erhielten die thermodynamischen Potentiale die kor-rekte Skalierung in Bezug auf die extensiven Variablen U; V;N; : : : und das GibbsscheParadoxon wurde vermieden.Eine alternative Darstellung der Zustandssumme Z bedient sich der Besetzungszah-len n� , die angeben, wie viele Teilchen in einem N{Teilchenzustand s �= (�1; : : : ; �N)sich jeweils im 1{Teilchenzustand � be�nden. Die N � �Teilchen{Energie und diegesamte Teilchenzahl N lassen sich mit den Besetzungszahlen alsE(s) =X� n� �(�); N =X� n� (16.3)schreiben und somit die kanonische Zustandssumme Z auch alsZ =Xs exp �� X� n� �(�)!: (16.4)Es stellt sich die Frage, ob sich auch der N{Teilchenzustand s durch die Beset-zungszahlen charakterisieren l�a�t, also s �= fn�g, ausf�uhrlich s �= (n1; n2; : : :). Dasist nat�urlich m�oglich, jedoch mu� man nun die Vielfachheit eines Besetzungszahl-zustands fn�g beachten. Wenn die einzelnen Teilchen unabh�angig voneinander die1{Teilchenzust�ande � besetzen k�onnen, erh�alt ein durch die fn�g charakterisierterN{Teilchenzustand die Vielfachheit N !Q� n�! : (16.5)n�amlich die Anzahl von Permutationen der Teilchen dividiert durch die Anzahlender Permutationen von Teilchen in gleichen Zust�anden, also die Anzahl von Per-mutationen, bei denen Teilchen die Zust�ande wechseln. Die Ber�ucksichtigung derUnunterscheidbarkeit der Teilchen durch den Faktor 1=N ! f�uhrt dann zur "Vielfach-heit" G(fn�g) = 1Q� n� ! : (16.6)und zur ZustandssummeZ = Xfn�g;(N) 1Q� n�! exp �� X� n� �(�)!; (16.7)



16. QUANTENSTATISTIK: FERMIONEN UND BOSONEN 357worin (N) im Summationsindex die NebenbedingungX� n� = N (16.8)bedeutet. Diese �Uberlegungen und vor allem eine "Vielfachheit" G(fn�g) � 1 einesBesetzungszahlzustands fn�g weisen darauf hin, da� unsere bisherige Ber�ucksichti-gung der Ununterscheidbarkeit quantenstatistisch noch nicht befriedigend sein kann.Dennoch f�uhrt die Verwendung von Besetzungszahlen n� auch im Rahmen der bis-herigen Theorie zu sinnvollen Ergebnissen. So z.B. k�onnen wir die Mittelwerte hn�ivon Besetzungszahlen wie folgt berechnen:
hn�i = 1Z Xfn�0g;(N) n�Q�0 n�0 ! exp �� X�0 n�0 �(� 0)!= � 1� Z @Z@�(�) = � 1� @ lnZ@�(�) : (16.9)@=@�(�) bedeutet die formale Ableitung nach der 1{Teilchen{Energie �(�). Setzenwir nun Z = zN oder Z = zN=N ! mit z aus (16.1) in (16.9) ein, so erhalten wir
hn�i = �N� @@�(�) ln X�0 e�� �(�0)! = Nz e�� �(�);hn�iN = e�� �(�)P�0 e�� �(�0) ; (16.10)die sogenannte Boltzmann{Verteilung.16.1.2 Die gro�kanonische ZustandssummeAuch die gro�kanonische Zustandssumme Zg l�a�t sich unter Verwendung der Be-setzungszahlen formulieren. Ausgehend von der Formulierung von Zg im Abschnitt12.1 erhalten wir mit denselben Schreibweisen und De�nitionen wie oben



358 16. QUANTENSTATISTIK: FERMIONEN UND BOSONENZg = 1XN=0 e� N ZN= 1XN=0 e� N Xs;(N) e�� EN (s)= 1XN=0 e� N Xfn�g;(N) 1Q� n�! exp �� X� n� �(�)!;worin der Index N in EN(s) daran erinnern soll, da� es sich um eine N{Teilchen{Energie handelt. In der letzten Zeile k�onnen wir die beiden Summen �uber N und�uber die fn�g mit der Nebenbedingung (16.8) o�enbar zu einer Summe �uber alleBesetzungszahlkombinationen fn�g ohne Nebenbedingung zusammenfassen:Zg = Xfn�g 1Q� n�! exp �� X� n� �(�)�  X� n�!: (16.11)Hieraus lesen wir in Analogie zu (16.9) ab, da�hn�i = � 1� Zg @Zg@�(�) = � 1� @ lnZg@�(�) : (16.12)Setzen wir nun f�ur die gro�kanonische Zustandssumme Zg nicht wechselwirkenderTeilchen den im Abschnitt 14.4 hergeleiteten AusdruckZg = exp �e� z� = exp X� e� (���(�))! (16.13)(mit  = �� �) in (16.12) ein, so erhalten wirhn�i = � 1� @@�(�) X�0 e� (���(�0)) = e� (���(�)): (16.14)Diese Aussage �uber die hn�i hei�t auch Maxwell{Boltzmann{Verteilung. Sie ist nunin der Tat �aquivalent zur Boltzmann{Verteilung (16.10), denn im gro�kanonischenEnsemble berechnet sich der Mittelwert hNi der Teilchenzahl aus dem Potential	 = �N lnZg wie folgt:



16. QUANTENSTATISTIK: FERMIONEN UND BOSONEN 359hNi = �@	@� = T @ lnZg@� = T @@�X� e� (���(�)) =X� e� (���(�));eingesetzt in (16.14) hn�ihNi = e�� �(�)P�0 e�� �(�0) : (16.15)16.2 Ununterscheidbarkeit in der Quantentheorie16.2.1 Die Symmetrie der WellenfunktionDie Ununterscheidbarkeit gleicher Teilchen, z.B. von Elektronen, Photonen, Pro-tonen, He{Atomen, formulieren wir unter Verwendung des VertauschungsoperatorsPij, der in einer Wellenfunktion den vollst�andigen Satz der Koordinaten oder Quan-tenzahlen von zwei Teilchen an den Positionen i und j austauscht:Pij 	(�1; : : : ; i�i; : : : ; j�j; : : :) = 	(�1; : : : ; i�j; : : : ; j�i; : : :): (16.16)Die Forderung, da� Teilchen gleicher Art ununterscheidbar seien, f�uhrt nun zu derKonsequenz, da� die physikalische Situation, die von der Wellenfunktion Pij 	 be-schrieben wird, dieselbe ist wie diejenige, die von der urspr�unglichen Wellenfunktion	 beschrieben wird. Das bedeutet, da� die Betragsquadrate von Pij 	 und 	 �uber-einstimmen m�ussen, bzw. da�Pij 	 = ei �	; � = reell: (16.17)Andererseits f�uhrt die zweimalige Anwendung von Pij wieder auf die Ausgangssi-tuation zur�uck: P 2ij 	 = 	, so da� ei � = �1:Pij 	 = �	: (16.18)Wellenfunktionen von Systemen ununterscheidbarer Teilchen sind gegen Teilchen-vertauschung entweder symmetrisch oder antisymmetrisch. Dieser Symmetriecha-rakter kann sich w�ahrend der weiteren zeitlichen Entwicklung des Systems auch



360 16. QUANTENSTATISTIK: FERMIONEN UND BOSONENnicht �andern. Um das einzusehen, verwenden wir eine weitere Konsequenz aus derUnunterscheidbarkeit, n�amlich da� die Hamilton{Operatoren von Systemen unun-terscheidbarer Teilchen mit Pij kommutieren:[H;Pij] = 0: (16.19)W�are das nicht der Fall, dann h�atte der Hamilton{Operator mit vertauschten Posi-tionen von Teilchen eine andere Wirkung auf eine Wellenfunktion als vor der Ver-tauschung, im o�ensichtlichen Widerspruch zur Annahme der Ununterscheidbarkeit.Die zeitliche Entwicklung des Zustands eines Systems schreiben wir durch eine for-male Integration der Schr�odinger{Gleichung als	(t) = exp��i H t�h �	(0): (16.20)Zusammen mit (16.19) folgt darausPij 	(t) = Pij exp��i H t�h �	(0) = exp��i H t�h �Pij 	(0); (16.21)d.h., der Symmetriecharakter Pij 	 = �	 bleibt f�ur alle Zeiten erhalten.Teilchen mit symmetrischen Wellenfunktionen hei�en Bosonen, solche mit antisym-metrischenWellenfunktionen Fermionen. In der relativistischen Quantentheorie wirdgezeigt, da� Bosonen ganzzahlige Spins besitzen, S = 0; �h; 2 �h; : : :, Fermionen da-gegen halbzahlige Spins �h=2; 3 �h=2; : : :. Die wichtigsten Beispiele f�ur die Thermo-dynamik sind bei den Bosonen die Photonen, Phononen und He{Atome, bei denFermionen die Elektronen, Protonen und Neutronen.Eine sehr direkte Konsequenz der Ununterscheidbarkeit bei Fermionen ist das Pauli{Prinzip. Nehmen wir an, in einer Wellenfunktion 	(: : : ; �i; : : : ; �j; : : :) sei �i = �j f�uri 6= j. Einerseits wechselt 	 bei Anwendung des Vertauschungsoperators Pij wegender Antisymmetrie sein Vorzeichen, andererseits jedoch �andert sich dabei wegen�i = �j gar nichts, so da�	(: : : ; �i; : : : ; �i; : : :) = �	(: : : ; �i; : : : ; �i; : : :);also 	(: : : ; �i; : : : ; �i; : : :) = 0: (16.22)Wenn wir die �i als Quantenzahlen zur Charakterisierung eines 1{Teilchen{Zustandsinterpretieren und beachten, da� j	(�1; �2; : : :)j2 die Wahrscheinlichkeitsdichte f�urdas Auftreten der Quantenzahlen �1; �2; : : : ist, dann besagt (16.22), da� ein 1{Teilchen{Zustand �i bei Fermionen h�ochstens von einem Teilchen besetzt sein kann.Das ist die �ubliche Ausdrucksweise des Pauli{Prinzips.



16. QUANTENSTATISTIK: FERMIONEN UND BOSONEN 36116.2.2 Die 2. QuantisierungEine besonders kompakte Formulierung erf�ahrt die Ununterscheidbarkeit von Teil-chen mit ihren quantentheoretischen Konsequenzen durch die 2. Quantisierung. Die-se verwendet die sogenannten Erzeugungs{ und Vernichtungs{Operatoren a+� bzw.a� f�ur ein Teilchen mit der Quantenzahl �, z.B. Impuls und Spin eines Teilchens. Inder Quantentheorie wird gezeigt, da� sich der Hamilton{Operator H eines Systemsunabh�angiger, d.h. nicht wechselwirkender, ununterscheidbarer Teilchen mit den a+�und a� schreiben l�a�t als H =X� �(�) a+� a�; (16.23)worin die a+� und a� f�ur Bosonen die Kommutator{Regeln[a�; a�0 ] = 0; ha+� ; a+�0i = 0; ha�; a+�0i = ���0 (16.24)und f�ur Fermionen die Anti{Kommutator{Regeln[a� ; a�0]+ = 0; ha+� ; a+�0i+ = 0; ha� ; a+�0i+ = ���0 (16.25)erf�ullen und �(�) die 1{Teilchen{Energie zur Quantenzahl � ist. Ausf�uhrlich geschrie-ben lauten die Anti{Kommutatoren[a�; a�0 ]+ = a� a�0 + a�0 a� = 0; ha+� ; a+�0i+ = a+� a+�0 + a+�0 a+� = 0;so da� die Vertauschung von je zwei Vernichtungs{ oder Erzeugungsoperatoren zueinem Vorzeichenwechsel f�uhrt.Mit den Erzeugungsoperatoren a+� bildet man nun die sogenannten Besetzungszahl{Zust�ande jn1; n2; : : :i. F�ur beide F�alle, Bosonen und Fermionen, lauten diesejn1; n2; : : :i =Y� (n�!)�1=2 �a+� �n� j0i: (16.26)Die n� sind - zun�achst, s.u. - beliebige, nicht{negative ganze Zahlen, die sogenanntenBesetzungszahlen. jn1; n2; : : :i in (16.26) ist ein Zustand, in dem jeweils n� Teilchen



362 16. QUANTENSTATISTIK: FERMIONEN UND BOSONENden 1{Teilchen{Zustand mit der 1{Teilchen{Quantenzahl � besetzen. Dieser Zu-stand wird aus dem Vakuum{Zustand j0i gebildet, in dem kein Teilchen vorhandenist. Der Faktor (n� !)�1=2 sorgt f�ur die Normierung, d.h.hn1; n2; : : : jn1; n2; : : :i = 1:Die obigen Aussagen weist man nach, indem man die Wirkung von a� bzw. a+� aufeinen Besetzungszahl{Zustand aus (16.26) durch eine einfache Umformung berech-net, die in der Quantentheorie gezeigt wird. F�ur Bosonen erh�alt mana� jn1; : : : ; n�; : : :i = pn� jn1; : : : ; n� � 1; : : :i;a+� jn1; : : : ; n�; : : :i = pn� + 1 jn1; : : : ; n� + 1; : : :i; (16.27)und aus beiden zusammen folgta+� a� jn1; : : : ; n�; : : :i = n� jn1; : : : ; n�; : : :i: (16.28)a+� a� hei�t deshalb Besetzungszahl{Operator. Nun ist klar, da� Besetzungszahl{Zust�ande Eigenzust�ande zum Hamilton{Operator H unabh�angiger Teilchen in(16.23) sind:H jn1; : : : ; n�; : : :i = X� �(�) a+� a� jn1; : : : ; n�; : : :i = E jn1; : : : ; n�; : : :i;E = X� n� �(�): (16.29)Die gesamte Teilchenzahl N wird o�ensichtlich durch den OperatorN =X� a+� a� (16.30)dargestellt.Bei den Fermionen m�ussen wir zun�achst beachten, da� infolge der Anti{Kommutator{Regeln (16.25) f�ur � = � 0 folgt, da�



16. QUANTENSTATISTIK: FERMIONEN UND BOSONEN 363ha+� ; a+� i+ = 2 a+� a+� = 0;also a+� a+� = 0, desgleichen a� a�=0. Dieser Schlu� l�a�t sich o�ensichtlich verallge-meinern zu (a�)n� = 0; �a+� �n� = 0 f�ur n� > 1: (16.31)Dieses ist nochmals das Pauli{Prinzip, ausgedr�uckt durch Erzeugungs{ und Ver-nichtungsoperatoren: in einem 1{Teilchen{Zustand lassen sich niemals mehr als einFermion erzeugen, also auch nicht vernichten. Das vereinfacht die Darstellung derBesetzungszahl{Zust�ande in (16.26) zujn1; n2; : : :i =Y� �a+� �n� j0i; n� = 0 oder 1: (16.32)Da die Vertauschung von zwei Erzeugungs{Operatoren a+� zu einem Vorzeichenwech-sel f�uhrt, ist das Vorzeichen des Zustands jn1; n2; : : :i jetzt von der Reihenfolge derTeilchen{Erzeugungen abh�angig. Die Wirkung des Besetzungszahl{Operators a+� a�auf einen Besetzungszahl{Zustand jn1; n2; : : :i, der jetzt nur noch die Zahlen 0 oder1 enth�alt, bleibt aber formal dieselbe wie im Fall der Bosonen in (16.28), ebensobleiben die Beziehungen (16.29) f�ur den Hamilton{Operator H und (16.30) f�ur denTeilchenzahl{Operator N g�ultig.Wir erkennen, da� die 2. Quantisierung tats�achlich eine sehr kompakte Schreib-weise der Ununterscheidbarkeit liefert, weil Symmetrie oder Antisymmetrie unddamit auch das Pauli{Prinzip, allein schon durch die Kommutator{ bzw. Anti{Kommutator{Regeln garantiert werden und man nur diese bei allen Umformungenkorrekt anwenden mu�. Insbesondere entf�allt die Notwendigkeit, Teilchen oder Po-sitionen ihrer Argumente in Wellenfunktionen wie in (16.16) abzuz�ahlen oder zumarkieren.16.3 Bose{Einstein{ und Fermi{Dirac{StatistikDie �Uberlegungen im vorhergehenden Abschnitt haben gezeigt, da� sich eine korrek-te statistische Theorie ununterscheidbarer Teilchen auf die Besetzungszahl{Zust�andest�utzen mu�: ein quantentheoretisch unterscheidbarer Mikrozustand, in der Spracheder Statistik ein Fall, ist de�niert durch einen Besetzungszahl{Zustand jn1; n2; : : :i.



364 16. QUANTENSTATISTIK: FERMIONEN UND BOSONENNur verschiedene Besetzungszahlen stellen auch verschiedene Mikrozust�ande bzw.statistisch verschiedene F�alle dar. Auf der Basis dieser Z�ahlung von Zust�anden wol-len wir nun die Zustandssummen f�ur unabh�angige Teilchen, Bosonen und Fermionen,berechnen. Die gesamte Energie des Systems lautetE(s) =X� n� �(�); (16.33)vgl. (16.3). Um bei den Summationen �uber die Besetzungszahlen n� nicht die Ne-benbedingung konstanter Teilchenzahl,X� n� = N; (16.34)beachten zu m�ussen, w�ahlen wir die gro�kanonische ZustandssummeZg = Sp �e��H� N�= Xn1 Xn2 : : : exp "�X� n� (� �(�) + )#= Xn1 Xn2 : : :Y� exp [�n� (� �(�) + )]= Y� Xn� [exp (�� �(�)� )]n� : (16.35)Bei der Ausf�uhrung der n�{Summe ist nun zwischen Bosonen und Fermionen zuunterscheiden. F�ur Bosonen sind alle Besetzungszahlen n� = 0; 1; 2; : : : zugelassen,so da� Zg = Y� 1Xn�=0 [exp (�� �(�)� )]n�= Y� [1� exp (�� �(�)� )]�1= Y� [1� exp (�� (�(�)� �))]�1 : (16.36)Die n�{Summe konvergiert nur dann, wenn



16. QUANTENSTATISTIK: FERMIONEN UND BOSONEN 365exp (�� �(�)� ) < 1 bzw. �(�) > �� = �: (16.37)Wir berechnen die mittlere Besetzungszahl hn�i in analoger Weise wie im Abschnitt16.1 und unter Verwendung des Ergebnisses f�ur Zg aus (16.36):hn�i = 1Zg Sp �n� e�� H� N�= � 1� @ lnZg@�(�)= � 1� @@�(�) lnY�0 [1� exp (�� (�(� 0)� �))]�1= 1� @@�(�) X�0 ln [1� exp (�� (�(� 0)� �))]= exp (�� (�(�)� �))1� exp (�� (�(�)� �))= 1exp (� (�(�)� �))� 1 : (16.38)Die Zustandssumme Zg in (16.36) charakterisiert die sogenannte Bose{Einstein{Statistik, und hn�i in (16.38) hei�t auch Bose{Einstein{Verteilungsfunktion.F�ur Fermionen sind in der n�{Summe in (16.35) nur die Werte n� = 0 und n� = 1zugelassen, so da�
Zg = Y� 1Xn�=0 [exp (�� �(�)� )]n�= Y� [1 + exp (�� �(�)� )]= Y� [1 + exp (�� (�(�)� �))] : (16.39)Die zu (16.38) analoge Berechnung der mittleren Besetzungszahl hn�i f�uhrt nun aufhn�i = 1exp (� (�(�)� �)) + 1 : (16.40)



366 16. QUANTENSTATISTIK: FERMIONEN UND BOSONENDie Zustandssumme Zg in (16.39) charakterisiert die sogenannte Fermi{Dirac{Statistik, und hn�i in (16.40) hei�t auch Fermi{Dirac{Verteilungsfunktion.Die Verteilungsfunktionen der Bose{Einstein{ und Fermi{Dirac{Statistik und sogarnoch die der Maxwell{Boltzmann{Statistik in (16.14) lassen sich formal zusammen-fassen zu
hn�i = 1exp (� (�(�)� �))� � ; � = 8><>: +1 Bose{Einstein0 Maxwell{Boltzmann�1 Fermi{Dirac (16.41)

Die Abbildung 16.1 zeigt die drei Verteilungen im Vergleich als Funktionen vonx = � (� � �). F�ur � � � n�ahern sich die drei Verteilungsfunktionen exponentiellaneinander an.
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Abbildung 16.1: Vergleich der Bose{Einstein{,Fermi{Dirac und Maxwell{Boltzmann{Verteilungen als Funktion von x = � (�� �).Das zur gro�kanonischen Zustandssumme Zg geh�orende Potential 	 = �T lnZg =� lnZg=� l�a�t sich ebenfalls f�ur alle drei Statistiken zusammenfassen zu



16. QUANTENSTATISTIK: FERMIONEN UND BOSONEN 367	 = 1� � X� ln [1� � exp (�� (�(�)� �))] � = 8><>: +1 Bose{Einstein0 Maxwell{Boltzmann�1 Fermi{Dirac (16.42)F�ur die Bose{Einstein{ und Fermi{Dirac{Verteilungen l�a�t sich dieses Ergebnis di-rekt aus denen f�ur Zg in (16.36) und (16.39) ablesen. F�ur den Fall der Maxwell{Boltzmann{Statistik ist (16.42) im Sinne eines Grenz�ubergangs � ! 0 gemeint. Miteiner linearen Entwicklung des Logarithmus ln (1 + �) = �+ : : : erhalten wir n�amlich� ! 0 : 	! 1� X� exp (�� (�(�)� �))in �Ubereinstimmung mit 	 = �T lnZg = lnZg=�, wenn wir Zg aus (16.13) einset-zen.16.4 Freie Bosonen und FermionenDie im vorhergehenden Abschnitt hergeleiteten Ausdr�ucke f�ur das Potential 	 undweitere thermodynamische Funktionen lassen sich f�ur freie Teilchen in besonderseinfacher Weise formulieren. Systeme freier Teilchen stellen zugleich den h�au�gstenAnwendungsfall f�ur die Bose{Einstein{ bzw. Fermi{Dirac{Statistik dar. Die Ener-gie freier Teilchen besteht ausschlie�lich aus kinetischer Energie, d.h., freie Teilchenwechselwirken nicht untereinander, sind also unabh�angig, und stehen auch nichtunter der Einwirkung �au�erer Potentiale. Wir wollen auch annehmen, da� die Teil-chen keine inneren Freiheitsgrade besitzen oder diese zumindest nicht angeregt sind.Die Spinfreiheitsgrade der Teilchen werden in der folgenden Formulierung allerdingsexakt ber�ucksichtigt.Die 1{Teilchen{Zust�ande � von freien Teilchen k�onnen wir durch ebene Wellen �(r) � exp� i�h pr� = 3Y�=1 exp� i�hp�x�� (16.43)beschreiben, also � �= p, zu denen allerdings noch der Spinzustand hinzukommt. Dadie kinetische Energie aber nicht vom Spin abh�angt, also spin{entartet ist, brauchenwir im folgenden nur auf die korrekte Z�ahlung der Spin{Zust�ande zu achten. Auch die



368 16. QUANTENSTATISTIK: FERMIONEN UND BOSONENNormierung der 1{Teilchen{Wellenfunktion wird im folgenden keine Rolle spielen.Wie im Abschnitt 14.2 denken wir uns die Teilchen in einem w�urfelf�ormigen VolumenV = L3, worin L die Kantenl�ange des W�urfels ist. Im Unterschied zu Abschnitt 14.2werden wir hier zyklische Randbedingungen verwenden:exp� i�hp�(x� + L)� = exp� i�hp�x��; � = 1; 2; 3;p� = 2 � �hL m�; m� = 0;�1;�2; : : : : (16.44)Bez�uglich der Abz�ahlung der Zust�ande sind die zyklischen Randbedingungen mit denim Abschnitt 14.2 verwendeten Randbedingungen, da� die Wellenfunktion am Randdes Volumens V verschwinden sollte, �aquivalent. Sie besitzen aber den physikalischenVorteil, da� ihre zugeh�origen Wellenfunktionen (16.43) sich im thermodynamischenLimes V ! 1 zu Eigenfunktionen des Impulses p eines Teilchens werden. Aus(16.44) ist abzulesen, da� zu jedem Zustand, d.h., zu dem Tripel (m1; m2; m3) einImpulsraum{Volumen �3p = (2 � �h)3L3 = h3V (16.45)geh�ort. Im thermodynamischen Limes V ! 1 geht �3p ! 0. Das bedeutet, da�die 1{Teilchen{Summen �uber die 1{Teilchen{Quantenzahlen �, die hier zun�achst alsp{Summen zu schreiben sind, zu Integralen �uber den Impuls p werden:X� : : : �=Xp : : :! 1�3p Z d3p : : : = Vh3 Z d3p : : : : (16.46)Die 1{Teilchen{Energie �(�) ist bei freien Teilchen die kinetische Energie: �(�) �=p2=(2m). Wenn die zu beschreibenden Teilchen einen Spin �hS besitzen, sind diedurch den Impuls p charakterisierten 1{Teilchen{Zust�ande jeweils noch (2S + 1){fach entartet. Somit k�onnen wir das gro�kanonische Potential 	 aus (16.42) um-schreiben in 	 = (2S + 1)V� � h3 Z d3p ln "1� � � exp �� p22m !#; (16.47)worin



16. QUANTENSTATISTIK: FERMIONEN UND BOSONEN 369� := e� � (16.48)die sogenannte Fugazit�at ist. Da der Integrand in (16.47) nur von p2 bzw. von p = jpjabh�angt, k�onnen wir im p{IntegralZ d3p : : : = 4 � Z 10 dp p2 : : :substituieren und erhalten	 = 4 � (2S + 1)V� � h3 Z 10 dp p2 ln "1� � � exp �� p22m!#: (16.49)Mit einer partiellen Integration formen wir um:Z 10 dp p2 ln "1� � � exp �� p22m!# = "p33 ln 1� � � exp �� p22m!!#10| {z }=0� Z 10 dp p33 ddp ln "1� � � exp �� p22m!#:Die Ableitung d=dp ergibtddp ln [: : :] = � � (� p=m) exp (�� p2=(2m))1� � � exp (�� p2=(2m))= � (� p=m)exp (� (p2=(2m)� �))� � ;worin wir die De�nition (16.48) f�ur die Fugazit�at � verwendet haben. Einsetzen in(16.49) ergibt schlie�lich	 = �23 4 � (2S + 1)Vh3 Z 10 dp p2 p2=(2m)exp (� (p2=(2m)� �))� � : (16.50)In v�ollig analoger Weise k�onnen wir auch die innere Energie U als mittlere Energiedes Systems bestimmen:



370 16. QUANTENSTATISTIK: FERMIONEN UND BOSONENU = X� hn�i �(�)= X� �(�)exp (� (�(�)� �))� �= 4 � (2S + 1)Vh3 Z 10 dp p2 p2=(2m)exp (� (p2=(2m)� �))� � : (16.51)Wir vergleichen (16.50) und (16.51). Da 	 = �p V , folgt f�ur alle drei Statistiken dieBeziehung p V = 23 U: (16.52)Wir erinnern daran, da� wir in diesem Abschnitt nur Teilchen ohne innere Frei-heitsgrade betrachtet haben. Auch die Beziehung (16.52) ist damit auf diesenFall beschr�ankt. F�ur das klassische ideale Gas ohne innere Freiheitsgrade warU = (3=2)N T . Einsetzen in (16.52) liefert uns die Zustandsgleichung idealer Gase.



Kapitel 17
Anwendungen derQuantenstatistik
17.1 Die Bose{Einstein{KondensationWie wir im Abschnitt 16.2 ausgef�uhrt haben, kann in einem Bosonen{System ein 1{Teilchen{Zustand von beliebig vielen Teilchen besetzt werden. Wir erwarten deshalb,da� mit abnehmender Temperatur der energetisch tiefste Zustand immer st�arkerbesetzt wird und da� im Grenzfall T ! 0 sich schlie�lich sogar s�amtliche Teilchenin diesem Zustand be�nden. Wir werden in diesem Abschnitt erkennen, da� dieserVorgang mit T ! 0 nicht "glatt", sondern �ahnlich einem Phasen�ubergang in einemgewissen Sinn unstetig verl�auft. Man spricht deshalb auch von der Bose{Einstein{Kondensation.Die betrachteten Bosonen seien freie Teilchen im Sinne des vorhergehenden Ab-schnitts. F�ur sie lautet die Bose{Einstein{Verteilungsfunktion aus dem Abschnitt16.3 ausgedr�uckt durch die Teilchen{Impulse phnpi = " 1� exp � p22m!� 1#�1 (17.1)mit der Fugazit�at � = e� �. Damit �uberhaupt die gro�kanonische bosonische Zu-standssumme existiert, mu�te das chemische Potential � kleiner sein als die tief-ste 1{Teilchen{Energie, vgl. Abschnitt 16.3. F�ur freie Teilchen hat die tiefste 1{Teilchen{Energie �(p) = p2=(2m) bei p = 0 den Wert �(0) = 0, so da� � negativsein mu�: � < 0. Daraus folgt f�ur die Fugazit�at, da� 0 < � < 1.371



372 17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIKDie mittlere Teilchenzahl hNi des Systems lautethNi =Xp hnpi =Xp " 1� exp � p22m!� 1#�1 : (17.2)Vor der p{Summe kann noch ein Faktor 2S+1 f�ur die Spin{Entartung der Teilchenauftreten. Wir ber�ucksichtigen diesen Entartungsfaktor nicht, d.h., wir setzen S = 0.Falls S > 0, k�onnen wir das immer durch eine andere Z�ahlung der Teilchenzahlber�ucksichtigen.Da uns die Fluktuationen der Teilchenzahl nicht interessieren werden, schreibenwir im folgenden N statt hNi. Die p{Summe erstreckt sich �uber die diskreten Im-pulswerte wie im Abschnitt 16.4 eingef�uhrt. Ihre Ersetzung durch ein p{Integralim thermodynamischen Limes V ! 0 nach dem Muster des vorhergehenden Ab-schnitts setzt voraus, da� der Summand hnpi eine hinreichend "glatte" Funktionvon p ist. Wie wir soeben �uberlegt haben, ist das jedoch f�ur den energetisch tiefsten1{Teilchen{Zustand bei p = 0 nicht notwendig der Fall, weil dieser f�ur hinreichendtiefe Temperaturen von einer sehr gro�en Zahl von Teilchen und im Grenzfall T ! 0sogar von s�amtlichen Teilchen besetzt sein kann. Aus diesem Grund ziehen wir denSummanden f�ur p = 0, hn0i = � 1� � 1��1 = �1� � ; (17.3)aus der p{Summe in (17.2) heraus und ersetzen die verbleibende p{Summe mitp 6= 0 durch ein p{Integral:N = hn0i+Xp6=0hnpi= �1� � + 4 � Vh3 Z 10 dp p2 � 1� exp �� p2=(2m)�� 1��1 : (17.4)Da� wir das verbleibende p{Integral dennoch bei p = 0 beginnen lassen, obwohl derSummand p = 0 aus der Summe herausgezogen wurde, f�uhrt zu keinem Fehler, weilder Integrand f�ur � < 1 bei p = 0 verschwindet.In (17.3) steht nun eine de�nitionsgem�a� intensive Dichte hn0i = �=(1 � �) nebenextensiven VariablenN und V . Das kann nur dann konsequent sein, wenn hn0i selbstextensiv wird, d.h., wenn die Besetzung des energetisch tiefsten Zustands p = 0



17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK 373makroskopisch wird. Aus (17.3) entnehmen wir, da� hn0i f�ur � ! 1 divergiert unddeshalb von makroskopischer Gr�o�enordnung werden kann. Da au�erdem 0 < � < 1gilt, ist dieser Grenz�ubergang als � ! 1 � 0 zu lesen. Wir werden zu untersuchenhaben, ob � ! 1� 0 bei hinreichend tiefen Temperaturen eintritt. Zun�achst formenwir das Integral in (17.3) mit der Substitutiony = � p22m ; p dp = m� dyum in N = �1� � + 2p� V�3B Z 10 dy y1=2��1 ey � 1 ; (17.5)worin �B = hs �2 �m = hp2 �mT (17.6)die de Broglie{Wellenl�ange der Teilchen ist, die wir ja bereits aus dem Abschnitt14.2 kennen.Eine v�ollig analoge Umformung f�uhrt uns vom gro�kanonischen thermodynamischenPotential 	 = 1� Xp ln "1� � exp �� p22m!#; (17.7)vgl. Abschnitt 16.3, auf	 = 1� ln (1� �) + 4 � Vh3 Z 10 dp p2 ln "1� � exp �� p22m!#: (17.8)Die weitere Umformung dieses Ausdrucks folgt jener, die wir mit einer partiellen In-tegration im Abschnitt 16.4 durchgef�uhrt haben. Das Ergebnis lautet mit derselbenSubstitution wie oben



374 17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK	 = 1� ln (1� �)� 23 4 � Vh3 Z 10 dp p2 p2=(2m)��1 exp (� p2=(2m))� 1= 1� ln (1� �)� 43p� V� �3B Z 10 dy y3=2��1 ey � 1 : (17.9)Die beiden in (17.5) und (17.9) auftretenden Integrale formen wir durch eine Reihen{Entwicklung nach � im Integranden wie folgt um:Z 10 dy y���1 ey � 1 = Z 10 dy � y� e�y 11� � e�y= Z 10 dy � y� e�y 1Xk=0�k e�k y= 1Xk=1�k Z 10 dy y� e�k y= 1Xk=1 �kk�+1 Z 10 d� �� e��= �(�+ 1) g�+1(�); (17.10)worin g�(�) := 1Xk=1 �kk� (17.11)und �(�) die Gamma{Funktion ist. Die hier verwendete Reihen{Entwicklung kon-vergiert, weil 0 < � < 1 und y � 0, so da� � exp (�y) < 1. Zur Auswertungvon (17.5) und (17.9) ben�otigen wir die folgenden speziellen Werte der Gamma{Funktion:��12� = p�; ��32� = 12 ��12� = p�2 ; ��52� = 32 ��32� = 3p�4 ;und erhalten durch Einsetzen unter Verwendung von 	 = �p V; � = 1=T undv = V=N NV = 1v = 1V �1� � + 1�3B g3=2(�); (17.12)p vT = � 1N ln (1� �) + v�3B g5=2(�): (17.13)



17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK 37517.1.1 KondensatZun�achst diskutieren wir die Relation (17.12), aus der im thermodynamischen LimesN !1 bzw. V !1 zu einem gegebenen und endlichen Wert der Dichte N=V undder de Broglie{Wellenl�ange �B, d.h., gem�a� (17.6) der Temperatur T , der Wert derFugazit�at � bestimmt werden soll. Die in (17.11) de�nierte Funktion g3=2(�) besitztbei � = 0 den Wert g3=2(0) = 0 und bei � = 1 den Wertg3=2(1) = 1Xk=1 1k3=2 = � �32� = 2; 612 : : : :
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Abbildung 17.1: Verlauf von g3=2(�).�(: : :) ist die Riemannsche Zeta{Funktion. Der Verlauf von g3=2(�) im Intervall 0 �� � 1 ist in der Abbildung 17.1 gezeigt.Zur Auswertung von (17.12) m�ussen wir zwei F�alle unterscheiden, die wir mit (N)und (K) bezeichnen und die als Abk�urzungen f�ur "Normalzustand" und "Konden-sat" stehen, s.u.(N) Normalzustand



376 17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIKWenn 0 < � < 1, also noch nicht � ! 1 � 0, dann wird mit der De�nition(17.3) f�ur hn0i hn0iN = �N (1� �) V!1�! 0; (17.14)d.h., im thermodynamischen Limes verschwindet der Bruchteil der Teilchenim Grundzustand. Dieses Ergebnis rechtfertigt die Bezeichnung "Normalzu-stand".(17.12) reduziert sich auf �3B NV = g3=2(�): (17.15)Wie aus der Abbildung 17.1 ersichtlich ist, besitzt diese Gleichung immer danneine L�osung in 0 < � < 1, wenn�3B NV < g3=2(1) = �(3=2):(K) KondensatWenn �3B NV > g3=2(1) = �(3=2);besitzt (17.15) o�ensichtlich keine L�osung mehr, jedoch besitzt (17.12) dannnoch eine L�osung, wenn bei V ! 1 der Ausdruck V (1 � �) endlich bleibt,d.h., wenn V !1 : � = 1�O � 1V � : (17.16)Jetzt gewinnen wir aus (17.12) nach Multiplikation mit vhn0iN = �N (1� �) = 1� v�3B g3=2(1): (17.17)Der Ausdruck auf der rechten Seite ist im Bereich (K) immer endlich undpositiv: ein endlicher Bruchteil der Teilchen be�ndet sich im Grundzustand.Dieses Ergebnis rechtfertigt die Bezeichnung "Kondensat".



17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK 377Die Grenze zwischen N und K, �3B N=V = g3=2(1) = �(3=2), teilt die v � T{Ebene in zwei Bereiche. Unter Verwendung der De�nition (17.6) f�ur die de Broglie{Wellenl�ange lautet die Grenzlinie in den Variablen v und T :v T 3=2 = h3(2 �m)3=2 �(3=2): (17.18)F�ur vorgegebenes v = V=N de�niert sie eine kritische TemperaturTc = h22 �m (�(3=2) v)2=3 ; (17.19)unterhalb derer ein Kondensat auftritt, f�ur vorgegebene Temperatur T de�niert sieeinen kritischen Wert des Volumens pro Teilchenvc = h3�(3=2) (2 �mT )3=2 ; (17.20)unterhalb dessen ein Kondensat auftritt. Wenn wir diese De�nitionen f�ur Tc und vcin den Ausdruck (17.17) f�ur den Bruchteil hn0i=N der Teilchen im Grundzustandeinsetzen, erhalten wir das folgende kritische Verhalten:hn0iN = 1� � TTc�3=2 v = const;= 1� vvc T = const: (17.21)Die Abbildung 17.2 zeigt den Verlauf von hn0i=N als Funktion der Temperatur. Wirvergleichen diese Ergebnisse mit den �Uberlegungen zu den kontinuierlichen Pha-sen�uberg�angen in den Kapiteln 8 und 9 und erkennen, da� wir hn0i=N als Ord-nungsparameter der Bose{Einstein{Kondensation interpretieren m�ussen. Allerdingshatte das kritische Verhalten des Ordnungsparameters in den Kapiteln 8 und 9 dieForm x � �1� TTc�� (17.22)
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Abbildung 17.2: Ordnungsparameter hn0i=N als Funktion der Temperaturmit � = 1=2 f�ur die Molekularfeld{Theorien. Hier springt die Ableitung des Ord-nungsparameters x nach der Temperatur vom Wert �1 bei T = Tc � 0 auf denWert 0 bei T = Tc + 0. In der Bose{Einstein{Kondensation verh�alt sich die Ab-leitung von hn0i=N nach der Temperatur ebenfalls unstetig. Sie springt jedoch voneinem endlichen Wert �(3=2)T�1c bei Tc�0 auf den Wert 0 bei Tc+0. Wenn wir dasVerhalten des Ordnungsparameters hn0i=N der Bose{Einstein{Kondensation in dieForm (17.22) bringen wollen, m�ussen wir nach (T �Tc)=Tc entwickeln. In niedrigsternicht{trivialer Ordnung erhalten wir
1� � TTc�3=2 = 1� �1 + T � TcTc �3=2= 1� �1 + 32 T � TcTc + : : :�= 32 �1� TTc�+ : : : ;also den kritischen Exponenten � = 1.



17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK 37917.1.2 ZustandsgleichungDie Zustandsgleichung, d.h., die Relation zwischen p; v = V=N und T , ist aus derKombination der beiden Gleichungen (17.12) und (17.13) zu bestimmen, indem dieFugazit�at � aus ihnen eliminiert wird. Zun�achst diskutieren wir das Verhalten desAusdrucks � ln (1� �)=N in (17.13):(N) NormalzustandIm Normalzustand hatte die Gleichung (17.15) immer eine L�osung � im Inter-vall 0 < � < 1, so da� 1N ln (1� �) N!1�! 0: (17.23)Einsetzen in (17.13) mit �B aus (17.6) liefertp = �2 �mh2 �3=2 T 5=2 g5=2(�): (17.24)� ist zu gegebenen Werten von T und v = V=N aus (17.15) zu bestimmen.(K) KondensatIm Kondensat verh�alt sich � = 1�O(1=V ) bzw. � = 1�O(1=N), vgl. (17.16),so da� 1N ln (1� �) = 1N lnO � 1N � = � lnO(N)N N!1�! 0: (17.25)Einsetzen in (17.13) liefert jetztp = �2 �mh2 �3=2 T 5=2 g5=2(1): (17.26)Im Fall des Kondensats h�angt p also nicht mehr von v = V=N ab: (@p=@v)T =0, die Kompressibilit�at ist 1�gro�.Die Abbildung 17.3 zeigt drei aus (17.24) und (17.26) berechnete Isothermen in derp� v{Ebene zusammen mit der Grenzkurve, die dort die Bereiche N und K trennt.Letztere erhalten wir, indem wir T aus (17.18) eliminieren und in (17.26) einsetzen:p v5=3 = h22 �m g5=2(1)[g3=2(1)]5=3| {z }=0;2707::: : (17.27)



380 17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIKDruck p
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Abbildung 17.3: Isotherme eines Systems von Bosonen mit Kondensation unterhalbder Grenzkurve (gestrichelt).17.1.3 W�armekapazit�atWie wir im Abschnitt 16.4 gezeigt haben, gilt f�ur s�amtliche Statistiken freier Teilchenp V = (2=3)U , so da� wir die innere Energie eines Bosonen{Systems aus (17.24) und(17.26) entnehmen k�onnen:U = 32 p V = 32 N �2 �mh2 �3=2 v T 5=2 ( g5=2(�) (N)g5=2(1) (K) (17.28)Au�er im Term T 5=2 tritt im Normalzustand (N) auch in g5=2(�) eine T{Abh�angig-keit auf, weil � aus der T{abh�angigen Beziehung (17.15) zu bestimmen ist, derenausf�uhrliche Version  h22 �m!3=2 1T 3=2 v = g3=2(�) (17.29)lautet. Wir f�uhren deshalb die Rechnung im Fall (N) durch, weil sich der Fall (K)direkt daraus ablesen l�a�t. Aus (17.28) folgt im Fall (N)



17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK 381CV =  @U@T !V;N = 154 N �2 �mh2 �3=2 v T 3=2 g5=2(�)+32 N �2 �mh2 �3=2 v T 5=2 g05=2(�)  @�@T !v : (17.30)Hier bezeichnet g05=2(�) die Ableitung nach �. Au�erdem di�erenzieren wir (17.29)bei v =konstant nach T :�32  h22 �m!3=2 1T 5=2 v = g03=2(�)  @�@T !v : (17.31)F�ur die Ableitungen g0�(�) erhalten wir aus der De�nition (17.11) von g�(�)g0�(�) = dd� 1Xk=1 �kk� = 1Xk=1 �k�1k��1 == 1� 1Xk=1 �kk��1 = 1� g��1(�): (17.32)Aus (17.30) und (17.31) eliminieren wir (@�=@T )v und erhalten unter Benutzungder Umformung (17.32) f�ur den Normalzustand (N)(N): CV = N "154 �2 �mh2 �3=2 v T 3=2 g5=2(�)� 94 g3=2(�)g1=2(�)# ; (17.33)w�ahrend f�ur das Kondensat (K) der zweite Term in [: : :] nicht auftritt:(K): CV = N 154 �2 �mh2 �3=2 v T 3=2 g5=2(1): (17.34)Im Bereich des Kondensats (K) verh�alt sich die W�armekapazit�at wie CV � T 3=2. F�urhinreichend hohe Temperaturen erwarten wir, da� die W�armekapazit�at dort in denklassischen Wert 3N=2 f�ur ein einatomiges Gas �ubergeht. Um diese Erwartung zu�uberpr�ufen, entnehmen wir zun�achst aus (17.29), da� die Grenz�uberg�ange T ! 1und � ! 0 einander entsprechen. Aus der De�nition (17.11) f�ur g�(�) entnehmen



382 17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIKwir, da� f�ur � ! 0 unabh�angig von � g�(�)! � gilt. Wenn wir nun (17.29) in denAusdruck (17.33) f�ur CV im Fall (N) einsetzen, erhalten wirCV = N "154 g5=2(�)g3=2(�) � 94 g3=2(�)g1=2(�)# (17.35)und daraus f�ur � ! 0 CV = N �154 � 94� = 32 N (17.36)wie erwartet. Die Abbildung 17.4 zeigt den gesamten Verlauf der W�armekapazit�at.Bei der kritischen Temperatur T = Tc zeigt sie qualitativ ein f�ur Phasen�uberg�ange 2.Ordnung typisches Verhalten, das sich hier als Unstetigkeit von (@CV =@T )v �au�ert.
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Abbildung 17.4: W�armekapazit�at CV =N als Funktion der Temperatur.17.2 Thermodynamik des Photonen{Gases17.2.1 Schwingungsmoden im elektromagnetischen FeldPhotonen sind quantisierte Schwingungsmoden in elektrodynamischen Feldern. Wir



17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK 383betrachten hier ausschlie�lich freie Photonen, d.h., es sollen keine geladene Teil-chen wie z.B. Elektronen vorhanden sein, mit denen die Photonen wechselwirkenk�onnten. Klassisch wird diese Situation durch die Maxwellschen Gleichungen ohneLadungs{ und Stromdichten beschrieben. Diese wiederum lassen sich, wie in derElektrodynamik gezeigt wird, auf die homogenen Wellengleichungen2u(r; t) = 0; 2 = �� 1c2 @2@t2 ; � = @2@r2 ; (17.37)zur�uckf�uhren, worin u(r; t) irgendeine Komponente des elektrischen Feldes E oderder magnetischen Flu�dichte B als Funktion von Ort und Zeit darstellt und c dieLichtgeschwindigkeit ist. Wir suchen L�osungen der Wellengleichung (17.37) in ei-nem w�urfelf�ormigen Volumen V = L3 mit der Kantenl�ange L und verwenden alsL�osungsansatz u(r; t) = uk(t) exp (ikr); (17.38)was, eingesetzt in die Wellengleichung (17.37), auf die klassische Bewegungsgleichungeines harmonischen Oszillators@2@t2u(t) + !2(k) u(t) = 0 (17.39)mit der Frequenz !(k) = c2 jkj2 = c2 k2 f�uhrt. Die Werte, die die Wellenzahlvektorenk annehmen k�onnen, h�angen von den Randbedingungen ab, deren Erf�ullung wir vonu(r; t) im Volumen V fordern. Wir schlie�en uns den �Uberlegungen des Abschnitts16.4 an und w�ahlen zyklische Randbedingungen. Dann k�onnen wir aus dem Abschnitt16.4 �ubernehmen, da� die Komponenten k� von k f�ur � = 1; 2; 3 alsk� = 2 �L m�; m� = 0;�1;�2; : : : (17.40)zu w�ahlen sind. Im Abschnitt 16.4 hatten wir die Impuls{Schreibweise p = �hkverwendet; auch im Fall des elektromagnetischen Feldes gibt diese Relation denZusammenhang zwischen Impuls p des Photons und Wellenzahl k der klassischenWelle. Die allgemeine L�osung der Wellengleichung (17.37) ist die �Uberlagerung vonL�osungen mit dem Ansatz (17.38):u(r; t) =Xk uk(t) exp [ikr] =Xk uk exp (i (kr � !(k) t)); (17.41)



384 17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIKworin wir im zweiten Schritt die L�osungen der gew�ohnlichen Di�erential{Gleichung(17.39) f�ur uk(t) eingesetzt haben. Die Form (17.41) besagt, da� wir das freie elektro-magnetische Feld als eine �Uberlagerung von harmonischen Oszillatoren interpretie-ren k�onnen. Wenn wir nun zu einer quantentheoretischen Beschreibung �ubergehen,haben wir den einzelnen Oszillatoren die EnergieE(k) = �h!(k) �nk + 12� ; nk = 0; 1; 2; : : : (17.42)zuzuordnen. Wir interpretieren diese Zuordnung in der Weise, da� eine Anzahl nkvon Photonen jeweils mit der Energie �(k) = �h!(k) den Zustand mit der Wellenzahlk besetzen, die gem�a� p = �hk zugleich den Impuls des Photons bestimmt, wie wirdas oben bereits erwartet hatten. Damit lautet die Energie eines Photons auch�(k) = �h!(k) = c �h k = c p: (17.43)Wenn wir diese Beziehung mit der allgemeinen relativistischen Beziehung� = qm2 c4 + c2 p2 (17.44)zwischen Energie � und Impuls p eines Teilchens vergleichen, kommen wir zu demSchlu�, da� Photonen masselose Teilchen sind, pr�aziser ausgedr�uckt, da� ihre Ruh-masse m verschwindet: m = 0. Man nennt die Photonen deshalb auch ultrarelati-vistisch, w�ahrend sich der nicht{relativistische Grenzfall � = mc2 + p2=(2m) aus(17.44) durch Entwicklung nach p=(mc) ergibt. Da weiterhin jeder Zustand k bzw.p = �hk durch eine beliebig gro�e Anzahl nk von Photonen besetzbar ist, schlie�enwir weiter, da� Photonen Bosonen sind.Die Charakterisierung eines Photons durch seinen Impuls p = �hk ist noch nichtvollst�andig. Die klassisch beschriebene elektromagnetische Welle besitzt au�er ihrerWellenzahl k noch eine Polarisation, die wir uns als zirkulare Polarisation ausge-dr�uckt denken und die zwei m�ogliche Einstellungen annehmen kann, n�amlich linksoder rechts bez�uglich der Ausbreitungsrichtung k. Auf das Photon als Teilchen �uber-tragen dr�ucken wir zirkulare Polarisation als Drall oder Helizit�at des Photons aus.Im Sinne der Quantentheorie ist die Helizit�at als Spin des Photons zu deuten. DerSpin des Photons h�atte dann zwei Einstellm�oglichkeiten relativ zur Ausbreitungs-richtung p = �hk, und dieser Befund w�urde nun f�ur einen Spin �h=2 sprechen, alsof�ur ein Fermion und somit zu einem Widerspruch zu unserem obigen Schlu�, da�Photonen Bosonen seien. Dieser Widerspruch wird durch die Quantenfeldtheorie eli-miniert: Teilchen mit verschwindender Ruhmasse besitzen nur Spineinstellungen in



17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK 385oder gegen die Ausbreitungsrichtung. Es bleibt also dabei, da� Photonen Bosonensind. Ihnen ist ein Spin �h im Sinne der Helizit�at zuzuordnen. Von den drei m�oglichenEinstellrichtungen eines Spins �h f�allt eine aus, weil Photonen keine Ruhmasse be-sitzen. Die beiden verbleibenden Spineinstellungen werden durch eine Quantenzahls = �1 beschrieben, die der Wellenzahl k bzw. dem Impuls p hinzuzuf�ugen ist. DieEnergie �h!(k) ist allerdings unabh�angig von s, d.h., spin{entartet.Wenn wir jetzt noch in (17.42) auf die Deutung von nk als Besetzungszahl des Zu-stands k bzw. k; s zur�uckkommen und die Besetzungszahl in der zweiten Quantisie-rung durch Erzeugungs{ und Vernichtungsoperatoren f�ur Photonen darstellen, vgl.Abschnitt 16.2, dann kommen wir f�ur das gesamte Feld, d.h. f�ur alle Wellenzahlenk von (17.42) zum Hamilton{OperatorH =Xk;s �h!(k)�a+k;s ak;s + 12� : (17.45)Die Erzeugungs{ und Vernichtungsoperatoren erf�ullen die Kommutator{Beziehungen hak;s; a+k0;s0i = �k;k0 �s;s0;[ak;s; ak0;s0] = 0; ha+k;s a+k0;s0i = 0: (17.46)Problematisch in (17.45) ist die RuhenergieH0 = 12 Xk;s �h!(k);weil sie wegen der unbegrenzt m�oglichen Anzahl von k{Werten gem�a� (17.40) diver-giert. Korrekterweise mu� man so vorgehen, die k{Summation zun�achst k�unstlichdurch eine sogenannte cut{o�{Wellenzahl zu begrenzen, dann von allen Energie{Ausdr�ucken die dadurch endlich gewordene Ruhenergie zu subtrahieren und schlie�-lich die cut{o�{Wellenzahl gegen 1 gehen zu lassen. Eine Feldtheorie, in der diesesProgramm durchf�uhrbar ist, nennt man renormierbar. Die Quantentheorie des elek-tromagnetischen Feldes, die sogenannte Quantenelektrodynamik, erweist sich nuntats�achlich als renormierbar. Wir werden deshalb in den folgenden thermodynami-schen Ausdr�ucken die Ruhenergie fortlassen.



386 17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK17.2.2 Thermodynamik der PhotonenWir beginnen mit der Berechnung der mittleren Besetzungszahl f�ur den Zustandk; s, die gem�a� Abschnitt 16.3 f�ur Photonen gegeben ist durchhnk;si = ha+k;s ak;si = 1exp (� (�h c k � �))� 1 : (17.47)Wir kommen nun zu einer weiteren Besonderheit des Photonen{Gases. Wegen derverschwindenden Ruhmasse �ndet bei der Erzeugung und Vernichtung von Photo-nen kein Umsatz an Ruhenergie statt. Photonen k�onnen bei beliebigen Temperatu-ren ohne jede energetische Schwelle thermisch erzeugt und vernichtet werden. Diemittlere Teilchenzahl N der Photonen stellt sich als Funktion der Temperatur selbstein und kann nicht durch Randbedingungen unabh�angig kontrolliert werden, z.B.durch entsprechend impermeable W�ande wie bei Teilchen mit endlicher Ruhmasse.Die in einem System von Photonen vorhandenen W�ande emittieren und absorbierenst�andig Photonen. Das bedeutet, da� der Term � dN in den Fundamental{Relationenf�ur die innere Energie U , die freie Energie F oder die freie Enthalpie G nicht auf-tritt, obwohl dN 6= 0. Daraus folgt o�ensichtlich, da� das chemische Potential vonPhotonen verschwindet: � = 0. Zum gleichen Schlu� kommt man, wenn man dieTeilchenzahl N aufgrund der obigen �Uberlegungen als innere Variable x betrachtet,bez�uglich derer z.B. bei gegebenen Werten von T und V das zugeh�orige Potential,die freie Energie F , minimal sein mu�, also� =  @F@N !T;V = 0: (17.48)Somit lautet die mittlere Besetzungszahl aus (17.47)hnk;si = ha+k;s ak;si = 1exp (� �h c k)� 1 : (17.49)Daraus berechnen wir die innere Energie alsU =Xk;s �h c kexp (� �h c k)� 1 : (17.50)Nach dem Muster im Abschnitt 16.4 formen wir die k{Summe in ein Integralum. Aus (17.40) entnehmen wir, da� das k{Raum{Volumen pro Zustand �3k =



17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK 387(2 �=L)3 = 8 �3=V betr�agt. Unter Ber�ucksichtigung des Spin{Entartungsfaktors 2erhalten wir also aus (17.50)
U = 2V8 �3 Z d3k �h c kexp (� �h c k)� 1= V �h c�2 Z 10 dk k3exp (� �h c k)� 1= V �h�2 c3 Z 10 d! !3exp (� �h!)� 1= V Z 10 d! u(!; T ); (17.51)worin u(!; T ), die spektrale Energiedichte (Energie pro Frequenz ! und pro VolumenV ), durch u(!; T ) = �h�2 c3 !3exp (� �h!)� 1 (17.52)de�niert ist. Die spektrale Energiedichte des thermischen elektromagnetischen Feldeshat eine wichtige Rolle bei der Entdeckung des Wirkungsquantum durch Max Planck(1900) gespielt. (17.52) wird darum auch Plancksches Strahlungsgesetz genannt. DieAbbildung 17.5 zeigt den Verlauf von u(!; T ) f�ur drei verschiedene Temperaturen.Die gesamte Energie berechnen wir aus (17.51) durch Substitution von � = � �h!:U = V�2 c3 �h3 �4 Z 10 �3e� � 1| {z }=�4=15 = V �215 T 4(�h c)3 : (17.53)

Diese Beziehung wird auch Stefan{Boltzmann{Gesetz genannt. Aus U � T 4 folgt,da� die W�armekapazit�at des thermischen elektromagnetischen Feldes sich propor-tional zu T 3 verh�alt.Um auch die Zustandsgleichung des thermischen elektromagnetischen Feldes zu be-stimmen, berechnen wir auch das thermodynamische Potential 	, das f�ur Bosonenallgemein im Abschnitt 16.3 de�niert worden war. Die folgende Umrechnung benutzteine partielle Integration analog der im Abschnitt 16.4:
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Abbildung 17.5: Spektrale Energiedichte des thermischen elektromagnetischen Fel-des bei drei verschiedenen Temperaturen (zunehmend in Pfeilrichtung)	 = 1� Xk;s ln [1� exp (�� �h c k)]= V�2 � Z 10 dk k2 ln [1� exp (�� �h c k)]= V�2 c3 � Z 10 d! !2 ln [1� exp (�� �h!)]= V�2 c3 � "!33 ln [1� exp (�� �h!)]#10| {z }=0 ��13 V �h�2 c3 Z 10 d! !3exp (� �h!)� 1= �13 U; (17.54)vgl. (17.51). Da 	 = �p V , ergibt sich f�ur das ultrarelativistische Photonengasp V = 13 U (17.55)



17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK 389anstelle von p V = 2U=3 f�ur nicht{relativistische Teilchen mit einer kinetischenEnergie � = p2=(2m) im Abschnitt 16.4. Insbesondere folgt aus (17.54) f�ur denStrahlungsdruck des Photonengasesp = 13 UV = �245 T 4(�h c)3 ; (17.56)vgl. (17.53).17.3 Debyesche Theorie der Phononen17.3.1 Schwingungsmoden des SchallsIn kontinuierlichen materiellen Systemen treten Schallschwingungen auf, die weitge-hend �ahnliche Eigenschaften besitzen wie die Schwingungen des elektromagnetischenFeldes. Auch die Schallschwingungen werden durch eine Wellengleichung vom glei-chen Typ (17.37) wie die elektromagnetischen Schwingungen beschrieben: �� 1c2 @2@t2! u(r; t) = 0: (17.57)Die Funktion u(r; t) beschreibt bei Schallschwingungen entweder Auslenkungen vonmateriellen Bereichen aus ihren Ruhelagen oder auch Auslenkungen des Drucks ausseinem Gleichgewichtswert. Es gibt jedoch einige Unterschiede zwischen den Schall-schwingungen und den elektromagnetischen Schwingungen, die wir beachten m�ussen,bevor wir die Theorie des vorhergehenden Abschnitts auf die Schallschwingungen�ubertragen k�onnen.1. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit c der Schallwellen ist die Schallgeschwindig-keit, die an die Stelle der Lichtgeschwindigkeit bei elektromagnetischen Wellentritt. Die Schallgeschwindigkeit hat in verschiedenen Materialien sehr unter-schiedliche Werte.2. Schallwellen k�onnen im Gegensatz zu den elektromagnetischen Schwingungennicht beliebig gro�e Werte der Wellenzahl k = jkj bzw. beliebige kleine Wel-lenl�angen � = 2 �=k haben. Eine Wellenl�ange, die kleiner als der Abstand vonzwei Atomen oder Molek�ulen im Material ist, w�are physikalisch irreal, weilAuslenkungen aus Ruhelagen materiell de�niert sein m�ussen und zwischen



390 17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIKden Atomen oder Molek�ulen keine Beschreibung eines materiellen Zustandsmehr m�oglich ist. Die "k�ornige" Struktur von Materialien f�uhrt also zu ei-ner endlichen Anzahl von m�oglichen unabh�angigen Schallschwingungen. DieseZahl l�a�t sich durch die Ausz�ahlung von Freiheitsgraden bestimmen: wennjedes der N Atome oder Molek�ule des Materials 3 unabh�angige Bewegungs-richtungen besitzt, dann kann es o�enbar auch nicht mehr als 3N unabh�angigeSchallschwingungen geben.3. Im vorhergehenden Abschnitt haben wir gezeigt, da� aus einer Wellengleichungvom Typ (17.37) bzw. (17.57) eine Dispersionsrelation, d.h. eine Beziehungzwischen Frequenz und Wellenzahlvektor vom Typ ! = c jkj folgt. F�ur Wel-lenl�angen � der Gr�o�enordnung des Abstands a zwischen den Atomen oderden Molek�ulen des Materials, � � a bzw. f�ur k a � 2 � ist nun die Kontinu-umsbeschreibung durch eine Wellengleichung (17.57) nicht mehr korrekt. Hiermu� man die Schwingungen der Atome bzw. Molek�ule durch detaillierte Be-wegungsgleichungen beschreiben, die zu anderen Dispersionsrelationen f�uhren,z.B. in einer linearen Kette zu! = !(k) = !0 sin jk aj2 :In jedem Fall ist f�ur lange Wellen bzw. f�ur kleine jkj die Funktion !(k) linear,!(k) � c jkj, weil in diesem Grenzfall die Kontinuumsbeschreibung durch dieWellengleichung (17.57) zutri�t. Wir werden bei den Berechnungen der ther-modynamischen Eigenschaften der Schallschwingungen in diesem Abschnittallerdings bei der Kontinuumsbeschreibung mit der Dispersion !(k) = c jkjbleiben.4. Auch bei den Schallschwingungen gibt es Polarisationen. Die Auslenkun-gen aus den Ruhelagen k�onnen in die drei Raumrichtungen erfolgen. In fe-sten K�orpern gibt es f�ur alle Auslenkungen auch r�ucktreibende Kr�afte, alsotats�achlich drei Schwingungsrichtungen pro Atom. Darauf beruhte ja auch dieAbz�ahlung der Freiheitsgrade unter Punkt 2. Im Bild einer Schallwelle, diedurch Wellenzahl k und Frequenz !(k) beschrieben wird, gibt es entsprechenddrei Polarisationen, n�amlich eine longitudinale in k{Richtung und zwei trans-versale senkrecht zur k{Richtung. Wir sehen hier von der M�oglichkeit ab,da� die Schallgeschwindigkeiten f�ur die longitudinalen und transversalen Po-larisationen verschieden sein k�onnen. Wir werden also f�ur Schallwellen einenEntartungsfaktor 3 anstelle eines Faktors 2 f�ur elektromagnetische Wellen zuber�ucksichtigen haben.Eine besondere Situation besteht bei Schallwellen in Fl�ussigkeiten und Ga-sen. Hier gibt es keine Scherkr�afte, also keine R�uckstellkr�afte f�ur transversalePolarisationen. Es treten als Wellen nur longitudinale Polarisationen auf.



17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK 3915. Schallschwingungen mit einer Dispersion !(k) � c jkj f�ur k ! 0 hei�enwegen ihrer Beziehung zur Wellengleichung (17.57) akustisch. In kristallinenFestk�orpern, deren Einheitszelle aus mehreren Atomen besteht, k�onnen auchsolche Schwingungen auftreten, bei denen die Atome der Einheitszelle f�ur klei-ne Wellenzahlvektoren k gegeneinander schwingen. Solche Schwingungen hei-�en polar oder auch optisch. Sie haben eine h�ohere Frequenz als die akusti-schen Schwingungen, und insbesondere ist f�ur sie !(0) > 0. Wir werden imfolgenden ausschlie�lich akustische Schwingungen mit einer linearen Dispersi-on !(k) = c jkj betrachten.Wie wir soeben begr�undet haben, gibt es wegen der begrenzten Anzahl 3N vonSchallwellen in einem festen K�orper eine minimale Wellenl�ange bzw. eine maximaleWellenzahl, die wir mit kD abk�urzen. Wir berechnen sie aus der BedingungXk;s �(kD � k) = 3N: (17.58)�(�) ist die Heavysidesche Thetafunktion mit �(�) = 1 f�ur � > 0 und �(�) = 0f�ur � < 0. Wie �ublich formen wir die linke Seite von (17.58) in ein Integral um underhalten Xk;s �(kD � k) = 3V8 �3 Z kD0 dk 4 � k2 = V2 �2 k3D; (17.59)woraus zusammen mit (17.58)kD = �6 �2 NV �1=3 ; !D := c kD = c �6 �2 NV �1=3 (17.60)folgt. kD und !D hei�en nach dem Urheber der folgenden Theorie Debeysche Wel-lenl�ange bzw. Debye{Frequenz.Wie das Feld der elektromagnetischen Schwingungen l�a�t sich auch das Schallfeldquantisieren. Die entsprechenden �Uberlegungen dazu folgen jenen f�ur die Photonenim vorhergehenden Abschnitt. Die quantisierten Schallwellen, die von Operatorena+k;s und ak;s erzeugt bzw. vernichtet werden, nennt man in Analogie Phononen. Essind wie die Photonen Bosonen, weil jeder Wellenzahlvektor k bzw. jeder Impuls p =�hk mit einer beliebig hohen Besetzung auftreten kann. Anders als bei den Photonentreten bei Phononen zumindest in festen K�orpern auch s�amtliche drei Polarisationenauf. Aus dem gleichen Grund wie bei den Photonen hat auch das chemische Potentialder Phononen den Wert � = 0, weil die mittlere Zahl der Phononen ha+k;s ak;si sichmit der Temperatur einstellt und keine unabh�angige thermodynamische Variable ist.



392 17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK17.3.2 Thermodynamik der PhononenDie innere Energie der Phononen lautet f�ur die Dispersion !(k) = c jkj
U = Xk;s �(kD � k) �h!(k)exp (� �h!(k))� 1= 3V2 �2 Z kD0 dk k2 �h c kexp (� �h c k)� 1= 3V2 �2 c3 Z !D0 d! !2 �h!exp (� �h!)� 1 : (17.61)Gem�a� (17.58) ersetzen wir V durch N und kD,3V2 �2 = 9Nk3D = 9N c3!3D ;und substituieren � = � �h! als Integrationsvariable:U = 9N�4 (�h!D)3 Z � �h!D0 d� �3e� � 1 = 3N T D ��T � ; (17.62)worin D(x) := 3x3 Z x0 d� �3e� � 1 (17.63)und � = �h!D die sogenannte Debye{Temperatur ist, die auf der Kelvin{Skaladurch �0 = �h!D=kB zu de�nieren w�are, kB =Boltzmann{Konstante. F�ur T � �bzw. x = �=T !1 wirdD(x) x!1�! 3x3 Z 10 d� �3e� � 1 = 3x3 �415 ; (17.64)vgl. auch (17.53). F�ur T � � bzw. x! 0 wird



17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK 393�3e� � 1 = �2 +O ��3� ;D(x) = 1 +O (x) : (17.65)Einsetzen von (17.64) und (17.65) in (17.62) ergibt f�ur die innere Energie U und dieW�armekapazit�at das VerhaltenU ! 8<: 3 �45 N T 4�3 � T 4 T � �3N T � T T � �; (17.66)C =  @U@T !V;N ! 8<: 12 �45 N �T��3 � T 3 T � �3N = const T � �: (17.67)F�ur tiefe Temperaturen T � � sind nur niedrige Frequenzen und damit auch nurkleine Wellenzahlvektoren bzw. lange Wellen angeregt, so da� sich die Abschnei-dung bei kD nicht auswirkt. Aus diesem Grund verhalten sich die Phononen dannqualitativ �ahnlich wie Photonen, n�amlich U � T 4 und C � T 3. F�ur hohe Tempera-turen T � � wirkt sich die Abschneidung bei kD sehr deutlich aus. Das ErgebnisU = 3N T , die sogenannte Dulong{Petitsche Regel, stimmt dort mit dem klassi-schen Ergebnis aus dem Gleichverteilungssatz �uberein, vgl. Abschnitt 13.3: in einemSystem von f = 3N harmonischen Oszillatoren tragen kinetische und potentielleEnergie jedes Oszillators je die mittlere Energie T=2 bei. Die Debye{Temperatur �grenzt den Bereich, in dem die klassische Theorie gilt, nach unten ab; in T < �mu� quantenstatistisch korrekt gerechnet werden. Das zeigt sich auch in der Dar-stellung der W�armekapazit�at als Funktion der Temperatur in der Abbildung 17.6:in T < � weicht C merklich vom Dulong{Petitschen Wert C = 3N ab. Die Debye{Temperatur � = �h!D � c ist proportional zur Schallgeschwindigkeit c und damiteine f�ur das jeweilige Material typische Temperatur.Das klassische thermische Verhalten von Phononen, also die Dulong{Petitsche Regel,steht im Widerspruch zum 3. Hauptsatz der Thermodynamik, nach dem C ! 0 f�urT ! 0 zu fordern ist. Erst die quantenstatistisch korrekte Theorie erf�ullt den 3.Hauptsatz.17.4 Das entartete Fermi{GasDie Quantenstatistik von Fermionen{Systemen wird entscheidend durch das Pauli{Prinzip gepr�agt, vgl. Abschnitt 16.2: ein 1{Teilchen{Zustand kann h�ochstens von
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Abbildung 17.6: W�armekapazit�at C=N in der Debyeschen Theorie der Phononen alsFunktion der Temperatur.einem Fermion besetzt werden. Eine �aquivalente Formulierung besagt, da� zwei Fer-mionen niemals in allen ihren Quantenzahlen �ubereinstimmen k�onnen. Aufgrunddes Pauli{Prinzips erwarten wir, da� die Fermionen bei T ! 0 die energetisch tief-sten Zust�ande bis zu einer maximalen Energie �F au��ullen werden. Diese maximalbesetzte Energie �F hei�t Fermi{Energie. F�ur freie Teilchen, deren Zust�ande durcheine Wellenzahl k bzw. den Impuls p = �hk charakterisiert werden und deren Ener-gie � = p2=(2m) bzw. � = �h2 k2=(2m) lautet, bildet sich im Impulsraum durchdie Au��ullung der energetisch tiefsten Zust�ande eine Kugel, die sogenannte Fermi{Kugel, mit einem Radius pF = �h kF , der mit der Fermi{Energie durch �F = p2F=(2m)verkn�upft ist. pF bzw. kF hei�en Fermi{Impuls bzw. Fermi{Wellenzahl. F�ur Fermio-nen mit einem Spin �h=2, z.B. Elektronen, kann jeder durch einen Impuls p charakte-risierte 1{Teilchen{Zustand mit zwei Teilchen mit entgegengesetzten Spins besetztwerden. Hier tritt also ein Spin{Entartungsfaktor 2S + 1 = 2 auf.F�ur endliche Temperaturen T erwarten wir, da� die Fermi{Kugel an ihrer Ober�ache"aufweicht", d.h., da� Teilchen dort die energetisch tiefst m�oglichen 1{Teilchen{Zust�ande durch thermische Anregungen verlassen. Folglich wird auch die innereEnergie U des Systems mit T ansteigen. Wir erwarten, da� dieser Anstieg st�arkerals � T ist, damit der 3. Hauptsatz erf�ullt wird.Wir wollen diese qualitativen Schl�usse aus dem Pauli{Prinzip in einer quantensta-



17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK 395tistisch korrekten Theorie best�atigen. Wir beginnen mit der Formulierung der Be-stimmungsgleichungen f�ur die Teilchenzahl N und die innere Energie U des Systemsim gro�kanonischen Ensemble. Wir k�onnen dabei direkt auf die Formulierungen undUmformungen aus den Abschnitten 16.3 und 16.4 zur�uckgreifen:N = Xp;s 1exp (� (p2=(2m)� �)) + 1= 4 � (2S + 1)Vh3 Z 10 dp p2 1exp (� (p2=(2m)� �)) + 1 ; (17.68)U = Xp;s p2=(2m)exp (� (p2=(2m)� �)) + 1= 4 � (2S + 1)Vh3 Z 10 dp p2 p2=(2m)exp (� (p2=(2m)� �)) + 1 : (17.69)Wir merken hier bereits an, da� die Fermi{Verteilungsfunktion f�ur T ! 0 bzw.� !1 gegen die �{Funktion strebt:1exp (� (�� �)) + 1 �!1�! �(�� �):Dieses Verhalten wird zu der oben erwarteten Au��ullung zu einer Fermi{Kugel beiT ! 0 f�uhren. O�ensichtlich erh�alt das chemische Potential � bei T ! 0 die Be-deutung der Fermi{Energie �F .17.4.1 Rechnungen: Elimination von �Unser Ziel ist es, aus den Integralen in (17.68) und (17.69) das chemische Potential� zu eliminieren und eine Darstellung U = U(T;N; V ) zu gewinnen. Dazu substitu-ieren wir � = �  p22m � �! ; p = q2mT (� + a); a := � � = �=T:a = �=T ist der Logarithmus der Fugazit�at � = exp (�=T ), vgl. Abschnitt 16.4. Mitdieser Substitution (und h = 2 � �h) erhalten wir



396 17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIKN = (2S + 1)V4 �2 �2m�h2 �3=2 T 3=2 Z 1�a d� (� + a)1=2e� + 1 ; (17.70)U = (2S + 1)V4 �2 �2m�h2 �3=2 T 5=2 Z 1�a d� (� + a)3=2e� + 1 : (17.71)In beiden Ausdr�ucken tritt ein IntegralI�(a) = Z 1�a d� (� + a)�e� + 1 (17.72)auf, das wir wie folgt durch eine partielle Integration umformen:I�(a) = 1� + 1 Z 1�a d�  dd� (� + a)�+1! 1e� + 1= 1� + 1 "(� + a)�+1e� + 1 #1�a| {z }=0 � 1� + 1 Z 1�a d� (� + a)�+1 dd� 1e� + 1= 1� + 1 Z 1�a d� (� + a)�+1 e�(e� + 1)2= 1� + 1 Z 1�1 d� (� + a)�+1 e�(e� + 1)2 +O �e�a� : (17.73)Im letzten Schritt haben wir davon Gebrauch gemacht, da� der Integrand f�ur� ! �1 bis auf Potenzen wie exp (�j�j) abf�allt und folglich die Erweiterung derIntegration von �a � � < 1 auf �1 < � < +1 einen Fehler der Gr�o�enordnungexp (�a) ausmacht. Unsere weitere Rechnung wird bei Vernachl�assigung dieses Feh-lers auf a � 1 bzw. auf � � T beschr�ankt sein, was f�ur tiefe Temperaturen zu�F � T wird. Dieses Kriterium bedeutet anschaulich, da� die Fermi{Kugel nur we-nig "aufgeweicht" ist, und wird Kriterium f�ur Entartung genannt. Im Sinne diesesKriteriums setzen wir unsere Rechnung fort, indem wir den Term (� + a)�+1 imIntegranden in (17.73) nach 1=a entwickeln:(� + a)�+1 = a�+1  1 + �a!�+1 = a�+1 1X�=0 � + 1� !  �a!� : (17.74)Diese Entwicklung eingesetzt in den Ausdruck (17.73) f�ur I�(a) f�uhrt zu



17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK 397I�(a) = 1� + 1 1X�=0 �+ 1� ! a�+1�� Z +1�1 d� �� e�(e� + 1)2 +O �e�a� : (17.75)Die Funktion e�(e� + 1)2 = 14 cosh2 (�=2)im Integranden in (17.75) ist gerade gegen � ! ��, so da� in der �{Entwicklungs�amtliche ungeraden Terme herausfallen. Wir werten die Terme � = 0 und � = 2aus:
� = 0 :  �+ 10 ! = 1Z +1�1 d� e�(e� + 1)2 = � Z +1�1 d� dd� 1e� + 1 = � � 1e� + 1�+1�1 = 1; (17.76)� = 2 :  �+ 12 ! = 12 (�+ 1)�Z +1�1 d� �2 e�(e� + 1)2 = 2 Z +10 d� �2 e�(e� + 1)2 = �2 Z +10 d� �2 dd� 1e� + 1 == �2 " �2e� + 1#10| {z }=0 +4 Z 10 d� �e� + 1| {z }=�2=12 = �23 : (17.77)
In der Umformung f�ur � = 2 haben wir nochmals eine partielle Integration durch-gef�uhrt. Die Reihenentwicklung (17.75) f�ur I�(a) lautet also mit ihren beiden erstennichtverschwindenden TermenI�(a) = 1� + 1 a�+1 + �26 � a��1 +O �a��3� : (17.78)Die Fehlerordnung O(exp (�a)) aus (17.75) schreiben wir nicht mehr mit, weil diesebei a = �=T � 1 kleiner ist als die Ordnung der Potenz O (a��3). Wir setzendieses Ergebnis f�ur I�(a) zun�achst in den Ausdruck (17.70) f�ur N ein und �ndenmit a = �=T



398 17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIKN = (2S + 1)V4 �2 �2m�h2 �3=2 T 3=2 I1=2(a)= (2S + 1)V4 �2 �2m�h2 �3=2 T 3=2 "23 ��T �3=2 + �212 ��T ��1=2 +O ��T ��5=2!#= 23 (2S + 1)V4 �2 �2m�h2 �3=2 �3=2 241 + �28  T�!2 +O0@ T�!41A35 : (17.79)F�ur T = 0 wird wie oben begr�undet �(0) = �F , und aus (17.79) folgtN = 23 (2S + 1)V4 �2 �2m�h2 �3=2 �3=2F ; (17.80)also der Zusammenhang zwischen der Teilchenzahl N und der Fermi{Energie �F .Die Umkehrung nach �F ergibt�F = �h22m " 6 �22S + 1 NV #2=3 : (17.81)woraus wir auch unmittelbar die Fermi{WellenzahlkF = " 6 �22S + 1 NV #1=3 (17.82)bzw. den Fermi{Impuls pF = �hkF ablesen k�onnen.Die Elimination von N aus (17.79) und (17.80) f�uhrt auf�3=2F = �3=2 241 + �28  T�!2 +O0@ T�!41A35 : (17.83)Daraus bestimmen wir das chemische Potential � durch eine nochmalige Reihenent-wicklung nach (T=�)2 nach dem Schema:241 + c  T�!2 +O0@ T�!41A35� = 1 + � c  T�!2 +O0@ T�!41A :



17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK 399Angewendet auf (17.83) erhalten wir
� = �F 241 + �28  T�!2 +O0@ T�!41A35�2=3= �F 241� �212  T�!2 +O0@ T�!41A35= �F "1� �212 � T�F �2 +O � T�F �4!# : (17.84)Im letzten Schritt haben wir in den Termen � T 2 und � T 4 das chemische Potential� durch �F ersetzt, indem wir (17.84) iteriert haben. Dadurch entsteht ein Fehler,der wiederum h�ochstens von der Ordnung (T=�F )4 ist.In einem zweiten Schritt formen wir nun v�ollig analog den Ausdruck (17.71) f�ur dieinnere Energie U um, indem wir auch dort aus der Darstellung U = U(T; V; �) daschemische Potential � durch �F eliminieren. Zun�achst erhalten wir mit denselbenUmformungen wie oben

U = (2S + 1)V4 �2 �2m�h2 �3=2 T 5=2 I3=2(a)= (2S + 1)V4 �2 �2m�h2 �3=2 T 5=2 "25 ��T �5=2 + �24 ��T �1=2 +O ��T ��3=2!#= 25 (2S + 1)V4 �2 �2m�h2 �3=2 �5=2 241 + 5 �28  T�!2 +O0@ T�!41A35= 25 (2S + 1)V4 �2 �2m�h2 �3=2 �5=2 "1 + 5 �28 � T�F �2 +O � T�F �4!# : (17.85)�5=2 auf der rechten Seite berechnen wir unter Benutzung von (17.84):
�5=2 = �5=2F "1� �212 � T�F �2 +O � T�F �4!#5=2= �5=2F "1� 5 �224 � T�F �2 +O � T�F �4!# : (17.86)



400 17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIKWenn wir diese Umrechnung in (17.85) einsetzen, m�ussen wir dort zwei Entwicklun-gen nach (T=�F )2 multiplizieren,"1� 5 �224 � T�F �2 +O � T�F �4!# "1 + 5 �28 � T�F �2 +O � T�F �4!# == 1 + 5 �212 � T�F �2 +O � T�F �4! ;und erhalten
U = 25 (2S + 1)V4 �2 �2m�h2 �3=2 �5=2F "1 + 5 �212 � T�F �2 +O � T�F �4!# : (17.87)Schlie�lich setzen wir unter Benutzung von (17.80)25 (2S + 1)V4 �2 �2m�h2 �3=2 �5=2F = 35 N �Fund erhalten als Endergebnis f�ur U = U(T; V;N)U = 35 N �F "1 + 5 �212 � T�F �2 +O � T�F �4!# : (17.88)Wir erinnern daran, da� die Abh�angigkeit von der Dichte N=V in �F steckt, vgl.(17.81).17.4.2 Diskussion der ErgebnisseEs gibt eine quasi{klassische �Uberlegung, die zum gleichen Ergebnis f�uhrt. Die Ver-teilungsfunktion f�ur freie Fermionen,hn(�)i = 1e� + 1 ; � = � (�� �) ; � = p22m; (17.89)



17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK 401nimmt der Gr�o�enordnung nach in einem Intervall �1 � � � +1 Werte an, die zwi-schen 0 und 1 liegen. Die darunter liegenden Zust�ande sind nahezu voll besetzt undsomit durch das Pauli{Prinzip blockiert, die dar�uber liegenden Zust�ande unbesetzt.Diesem Intervall entspricht auf der Energieskala der Bereich �T � � � �F � T ,den man auch Aufweichungsbereich oder Anregungsbereich des Fermionensystemsnennt. Dabei haben wir � � �F f�ur nicht zu hohe Temperaturen gesetzt. Aus dieser�Uberlegung schlie�en wir, da� nur ein Bruchteil 2T=�F aller N Teilchen Beitr�agezur inneren Energie U liefern kann. Wir geben nun jedem dieser Teilchen nach demklassischen Gleichverteilungssatz, vgl. Abschnitt 13.3, f�ur freie Teilchen die mittlerethermische Energie 3T=2 und erhalten damit au�er einer Grundzustandsenergie U0U = U0 +N 2T�F 3T2 = U0 + 3N T 2�F : (17.90)Wir vergleichen mit dem exakten Ergebnis aus (17.89),U = U0 + �24 T 2�F ;und stellen fest, da� die quasi{klassische Approximation (17.90) einen Faktor 3 an-stelle des exakten Ergebnisses �2=4 = 2; 467 liefert. Auch die Gr�o�enordnung derGrundzustandsenergie l�a�t sich bestimmen: da die Fermi{Energie �F der einzigeEnergieparameter des Systems ist und die Grundzustandsenergie U0 au�erdem ex-tensiv sein mu�, kann sie nur die Form U0 � N �F besitzen.Die Zustandsgleichung des entarteten Fermionen{Gases ermitteln wir aus der allge-meinen Beziehung p V = 2U=3, die wir im Abschnitt 16.4 f�ur freie Teilchen gezeigthatten. Aus ihr folgtp = 25 NV �F "1 + 5 �212 � T�F �2 +O � T�F �4!#= 25 " 6 �22S + 1#2=3 �h22m �NV �5=3 "1 + 5 �212 � T�F �2 +O � T�F �4!# (17.91)unter Verwendung des Ausdrucks (17.81) f�ur �F . Wir vergleichen mit dem Druckeines idealen Gases pG = N T=V : dieses h�atte bei der Temperatur T = �F denselbenDruck wie ein Fermionen{Gas bei T = 0. Die Fermi{Energie �F von Elektronen inMetallen hat typischerweise einen Wert der Gr�o�enordnung �F � 1eV. Dem ent-spricht auf der Kelvin{Skala eine Temperatur T 0 = 1 eV=kB � 104 Kelvin.



402 17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIKDer Druck eines Fermionen{Gases beruht auf dem Pauli{Prinzip, das die Besetzungdesselben Zustands mit mehr als einem Teilchen verbietet, also auch das Vorhan-densein von zwei Teilchen am selben Ort. Dadurch kommt es zu einer e�ektivenAbsto�ung der Teilchen im Raum. Diese ist, wie (17.91) zeigt, umgekehrt proportio-nal zur Masse m der Teilchen: je leichter die Teilchen eines Fermionen{Gases sind,desto gr�o�er ist ihr Druck. Den gr�o�ten Druck w�urden also Neutrinos erzeugen,allerdings ist deren Wechselwirkung mit anderer Materie infolge ihrer elektrischenNeutralit�at unter thermischen Bedingungen sehr gering. Den n�achst h�oheren Druckbesitzt ein Elektronengas, gegen�uber dem ein Gas aus Protonen oder aus Neutroneneinen um � 1=2000 geringeren Druck besitzt. Das spielt eine sehr gro�e Rolle in derStern-entwicklung. Sterne mit hinreichend gro�er Masse entwickeln unter der Wir-kung ihrer Gravitation in ihrem Inneren so hohe Drucke, da� dort ein Plasma ausElektronen und ionisierten Kernen bzw. Protonen entsteht. Der Gegendruck gegendie Gravitation wird dann �uberwiegend von den Teilchen mit der kleinsten Mas-se, also von den Elektronen geliefert. Bei weiter zunehmendem Gravitationsdruckkann nun das System ausweichen, indem es im umgekehrten �{Zerfall aus je einemElektron und einem Proton ein Neutron erzeugt und dabei seinen Gegendruck auf1/2000 erniedrigt. Es entsteht ein Neutronenstern.Die Sprechweise vom "entarteten" Fermi{Gas bedeutet, da� sich der �uberwiegendeTeil der Teilchen in einer thermisch nur wenig aufgeweichten Fermi{Kugel be�ndet,was durch die Voraussetzung T � �F garantiert ist. Wenn wir in diese Ungleichungden Ausdruck (17.81) (mit S = 1=2) f�ur �F einsetzen, k�onnen wir diese mit einerelementaren Rechnung umformen zu` := v1=3 � 31=3 �1=62 �B; �B = hp2 �mT : (17.92)Da v = V=N das mittlere Volumen pro Teilchen ist, hat ` die Bedeutung des mitt-leren Abstands zwischen den Teilchen. �B ist wiederum die de Broglie{Wellenl�ange,die wir ja schon aus dem Abschnitt 14.2 kennen. Wir erinnern daran, da� die deBroglie{Wellenl�ange �B die quantentheoretische Unsch�arfe eines Teilchens mit einerthermischen Energie � T ist. Eine alternative Ausdrucksweise geht von der Vor-stellung aus, da� jedes klassische Teilchen im quantentheoretischen Bild durch einWellenpaket zu beschreiben ist. Die de Broglie{Wellenl�ange �B ist dann die Ausdeh-nung eines Wellenpakets f�ur ein thermisch angeregtes Teilchen. Das Fermi{Gas istnun entartet, wenn die Teilchen einander n�aher sind als ihre Ausdehnung als Wellen-pakete mit einer thermischen Energie � T . (31=3 �1=6=2 � 0; 87). Zugleich beschreibt` � �B den Bereich, in dem der Fermionen{Charakter der Teilchen{Statistik aus-schlaggebend ist. Umgekehrt k�onnen wir die klassische Statistik anwenden, wenn diequantentheoretische Ausdehnung der Teilchen klein im Vergleich zu ihrem mittlerenAbstand ist, wenn also `� �B bzw. T � �F .



17. ANWENDUNGEN DER QUANTENSTATISTIK 403Eine v�ollig analoge Situation hatten wir bereits bei der Bose{Einstein{Kondensationangetro�en. Diese tritt auf, wenn das mittlere Volumen pro Teilchen v = V=N kleinerals ein kritischer Wert vc ist, der durch (17.20) gegeben war. v < vc bzw. v � vcl�a�t sich unter Verwendung von vc aus (17.20) umformen zu` = v1=3 � 1[�(3=2)]1=3 �B; (17.93)([�(3=2)]�1=3 � 0; 73).
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Kapitel 18
Die kinetische Theorie
Bereits mehrfach haben wir irreversible Prozesse thermodynamischer Systeme be-schrieben und diskutiert, z.B. im Kapitel 2 den �Ubergang von einem partiellenGleichgewicht in ein vollst�andiges Gleichgewicht. Im Kapitel 3 haben wir irreversibleProzesse ph�anomenologisch durch die Formulierung verallgemeinerter thermodyna-mischer Kr�afte und Fl�usse beschrieben. Diese Beschreibung schlo� auch station�areirreversible Situationen ein, die z.B. durch konstant gehaltene thermodynamischeKr�afte entstehen k�onnen. Wir haben dort auch den physikalisch plausiblen ph�ano-menologischen Ansatz gemacht, da� die irreversiblen Fl�usse lineare Funktionen derthermodynamischen Kr�afte sind: J� = L�� X�:(Hier und im folgenden soll wieder die Summationskonvention vereinbart sein: �uberdoppelt auftretende Indizes in einem Produktausdruck soll summiert werden.) ImAbschnitt 13.7 schlie�lich konnten wir unter Verwendung statistisch{physikalischerAussagen �uber das Gleichgewicht zeigen, da� die sogenannten ph�anomenologischenKoe�zienten L�� symmetrisch sind: L�� = L��.In diesem Kapitel wollen wir nun eine zwar sehr einfache, aber doch systematischestatistische Theorie irreversibler Prozesse entwickeln, die sich als ein mikroskopischerUnterbau der ph�anomenologischen Theorie des Kapitels 3 erweisen wird. Diese so-genannte kinetische Theorie steht also zur ph�anomenologischen irreversiblen Ther-modynamik in derselben Relation wie die bisher entwickelte statistische Theorie desGleichgewichts zur ph�anomenologischen Theorie des Gleichgewichts.405



406 18. DIE KINETISCHE THEORIE18.1 Die VerteilungsfunktionDas wichtigste Werkzeug der kinetischen Theorie ist die Verteilungsfunktionf(r;p; t), genauer die 1{Teilchen{Verteilungsfunktion. Sie ist dadurch de�niert, da�f(r;p; t)d3r d3p die Anzahl von Teilchen sein soll, die sich zur Zeit t im Volumen-element d3r am Ort r aufhalten und Impulse im Element d3r beim Impulsvektor pbesitzen. Aus dieser De�nition folgt die NormierungZ d3r Z d3p f(r;p; t) = N; (18.1)worin N die Gesamtzahl der Teilchen ist. Die Verwendung einer Funktion, in dergleichzeitig der Impuls p und der Ort r eines Teilchens auftreten, weist bereits daraufhin, da� die kinetische Theorie notwendigerweise eine klassische Theorie ist. Sie istdamit beschr�ankt auf jenen Bereich von Temperaturen und Dichten der Teilchen, indem Quantene�ekte keine wesentliche Rolle spielen. Wir kommen auf diesen Punktunten auch nochmals zur�uck.Wenn wir es mit einem r�aumlich homogenen System zu tun haben, in dem sich dieTeilchen mit derselben Wahrscheinlichkeit an allen Orten r aufhalten, dann h�angtf(r;p; t) nicht von r ab, also f(r;p; t) =: f(p; t), und die Volumenintegration in(18.1) ergibt das Gesamtvolumen V , so da�Z d3p f(p; t) = NV = c: (18.2)Es ist o�ensichtlich, da� die 1{Teilchen{Verteilungsfunktion f(r;p; t) mit der En-sembledichte bzw. Phasenraumdichte �(q; p; t) des Gesamtsystems aus dem Ka-pitel 11 zusammenh�angen mu�. Letztere war dadurch de�niert, da� �(q; p; t) d�die Wahrscheinlichkeit ist, die Koordinaten q �= (q1; q2; : : : ; qf ) und die Impulsep �= (p1; p2; : : : ; pf) des Gesamtsystems zur Zeit t im Phasenraumelement d� =dq dp = Qi dqi dpi zu �nden1. F�ur ein N{Teilchensystem ist die Zahl der Freiheits-grade f = 3N . Nach den �Uberlegungen zu den marginalen Dichten im Abschnitt13.1 ist alsof(r1;p1; t) = N Z d3r2 Z d3p2 : : : Z d3rN Z d3pN�(r1; : : : rN ;p1; : : :pN ; t): (18.3)1In diesem Kapitel wird die Phasenraumeinheit h pro Freiheitsgrad keine Rolle spielen, so da�wir sie fortlassen k�onnen



18. DIE KINETISCHE THEORIE 407Da die Ensembledichte �(q; p; t) de�nitionsgem�a� auf den Wert 1 normiert war, sorgtder Faktor N in (18.3) gerade f�ur die Normierung von f(r;p; t) gem�a� (18.1).Im Abschnitt 13.2 haben wir bereits einige marginale Wahrscheinlichkeitsdichtennach dem Muster von (18.3) f�ur das thermodynamische Gleichgewicht gebildet. Vondaher ist uns die 1{Teilchen{Verteilungsfunktion f0(p) f�ur die Impulse im Gleichge-wicht bekannt, die Maxwell{Boltzmann{Verteilung. In der Normierung dieses Ab-schnitts lautet sie f0(p) = c (2 �mT )�3=2 exp � p22mT !: (18.4)Wenn die Teilchen unabh�angig sind, d.h., nicht miteinander wechselwirken, jedochjedes von ihnen unter der Einwirkung eines �au�eren Potentials �(r) steht, dannk�onnen wir (18.4) nach den �Uberlegungen im Kapitel 13 zur 1{Teilchen{Vertei-lungsfunktion im Gleichgewichtf0(r;p) � exp � p22mT � �(r)T ! (18.5)erweitern. Allerdings wird uns im weiteren Verlauf dieses Kapitels gerade der Fallvon wechselwirkenden Teilchen in besonderer Weise interessieren.Aus f0(p) in (18.4) k�onnen wir bereits eine sehr einfache Folgerung gewinnen. Wirwollen den Druck berechnen, den die Teilchen auf eine Wand aus�uben. Wir betrach-ten ein Fl�achenst�uck F der Wand mit der Normalenrichtung ez. Dieses Fl�achenst�uckF wird innerhalb des Zeitintervalls dt von allen Teilchen mit der Geschwindigkeitvz = pz=m � 0 erreicht, die sich in einer Schicht der Dicke vz dt vor F be�nden, alsovon f0(p)F (pz=m) dt d3p Teilchen mit einem Impuls p. Jedes dieser Teilchen sollbeim Aufprall auf die Wand elastisch reektiert werden. Es �ubertr�agt dabei einenImpuls 2 pz auf die Wand. Den gesamten Impuls�ubertrag auf die Fl�ache F innerhalbvon dt erhalten wir durch Integration �uber alle Impulse p, alsodPz = Zpz�0 d3p f0(p)F dt 2 pz pzm:dPz=dt ist die auf F ausge�ubte Kraft und p = dPz=(F dt) der Druck auf die Wand:p = 2m Zpz�0 d3p p2z f0(p)



408 18. DIE KINETISCHE THEORIE= 2 cm (2 �mT )�3=2 Zpz�0 d3p p2z exp � p22mT != c3m (2 �mT )�3=2 Z d3p p2 exp � p22mT !;worin wir ausgenutzt haben, da� der Integrand gerade in pz ist und da� das In-tegral mit p2z aus Symmetriegr�unden gerade 1=3 des entsprechenden Integrals mitp2 = p2 statt p2z ist. Wir berechnen das verbleibende Integral durch Einf�uhrung vonPolarkoordinaten, also d3p = 4 � p2 dp, und durch Substitution von � = p=p2mT :p = 4 � c3m (2 �mT )�3=2 Z 10 dp p4 exp � p22mT != 8 c3p� T Z 10 d� �4 e��2 = c T: (18.6)Das �{Integral haben wir durch partielle Integration elementar ausgewertet:Z 10 d� �4 e��2 = �12 Z 10 d� �3 dd� e��2 = 32 Z 10 d� �2 e��2 == : : : = 34 Z 10 d� e��2 = 3p�8 : (18.7)Wir erhalten p = c T = N T=V , also die Zustandsgleichung des idealen Gases. Dasist nicht verwunderlich, denn unsere obige �Uberlegung setzte voraus, da� sich dieTeilchen unabh�angig voneinander und unbeeinu�t von �au�eren Kr�afte auf die Wandhinbewegen und dort reektiert werden.Die Verwendung einer Verteilungsfunktion f(r;p; t), in der der Ort r und der Impulsp eines Teilchens als gleichzeitig scharf de�nierbare Variablen auftreten, weist diekinetische Theorie als eine klassische Theorie aus. Sie unterliegt damit den unsbekannten Beschr�ankungen f�ur die Anwendung der klassischen Statistik, wie wir siesoeben am Ende des vorhergehenden Kapitels 17 formuliert hatten: die Ausdehnungdes Wellenpakets eines Teilchens mit einer thermischen Energie � T , also die deBroglie{Wellenl�ange �B, mu� klein sein im Vergleich zum mittleren Abstand ` = v1=3der Teilchen: �B = hp2 �mT � ` = v1=3 = �VN �1=3 : (18.8)



18. DIE KINETISCHE THEORIE 40918.2 BewegungsgleichungenZiel dieses Abschnitts soll es sein, eine dynamische Gleichung f�ur die 1{Teilchen{Ver-teilungsfunktion f(r;p; t) herzuleiten, aus der diese sich m�oglicherweise berechnenl�a�t. Da die 1{Teilchen{Verteilungsfunktion gem�a� (18.3) durch Integration aus derEnsembledichte � entsteht und wir f�ur die letztere eine Bewegungsgleichung ausdem Kapitel 11 kennen, n�amlich den Liouvilleschen Satz, erscheint die genannteZielsetzung als ein prinzipiell l�osbares Problem. Wir schreiben den LiouvilleschenSatz aus dem Kapitel 11,@�@t + f�;Hg = @�@t + @�@q @H@p � @�@p @H@q = 0 (18.9)in der Form @�@t + NXi=1  @�@ri @H@pi � @�@pi @H@ri! = 0: (18.10)Hier bedeutet @=@ri den Gradienten nach ri, entsprechend @=@pi. Die Hamilton{Funktion H soll die Teilchen des Systems unter der Einwirkung einer �au�eren Kraftmit einem Potential �(r) sowie der gegenseitigen Wechselwirkung zwischen je zweiTeilchen im Abstand r mit einem Potential W (r) beschreiben:H = NXi=1 p2i2m + NXi=1�(ri) + 12 NXi6=jW (jri � rjj): (18.11)Hieraus folgen @H@pi = pim; @H@ri = �F i � NXj=1F ij;F i = � @@ri �(ri); F ij = � @@ri W (jri � rjj): (18.12)O�ensichtlich gilt F ij = �F ji, also Newtons 3. Prinzip actio=reactio. Wir setzenin (18.10) ein und bilden die 1{Teilchen{Verteilungsfunktion durch Integration �uberr2;p2; : : : ; rN ;pN und Multiplikation mit N , vgl. (18.3). Zur Abk�urzung der Inte-gration �uber die 1{Teilchen{Phasenr�aume verwenden wir die Schreibweise



410 18. DIE KINETISCHE THEORIEZ d3ri Z d3pi : : : = Z di : : :Damit erhalten wir@@t f(r1;p1; t) + N Z d2 : : : Z dN NXi=1 pim @@ri + F i @@pi! �+ N Z d2 : : : Z dN NXi6=j F ij @�@pi = 0: (18.13)Nun ist f�ur i 6= 1Z d2 : : : Z dN pim @�@ri = 0; Z d2 : : : Z dN F i @�@pi = 0; (18.14)denn unter Verwendung des Gau�schen Integralsatzes, vgl. Abschnitt 11.2, wird z.B.Z d2 p2m @�@r2 = Z d3p2 p2m Z1 dA2 � = 0:Hier ist dA2 das Fl�achenelement der im1{fernen liegenden Einh�ullenden des Raum-es r2, auf der die Ensembledichte � verschwindet. Den Wechselwirkungsterm in(18.13) symmetrisieren wir unter Verwendung von F ij = �F ji wie folgt:N Z d2 : : : Z dN NXi6=j F ij @�@pi = N2 Z d2 : : : Z dN NXi6=j F ij  @�@pi � @�@pj! :(18.15)Aus demselben Grund wie soeben treten wiederum nur Beitr�age f�ur i = 1 oder j = 1auf, nicht jedoch f�ur i = j = 1:
N Z d2 : : : Z dN NXi6=j F ij @�@pi = N2 Z d2 : : : Z dN 0@ NXj 6=1F 1j � NXi6=1F i11A @�@p1 :(18.16)



18. DIE KINETISCHE THEORIE 411Die Summen �uber j 6= 1 und i 6= 1 ergeben aus Symmetriegr�unden jeweils N � 1identische Ergebnisse, z.B. f�ur i = j = 2:N Z d2 : : : Z dN NXi6=j F ij @@pi � == N (N � 1)2 Z d2 : : : Z dN (F 12 � F 21 ) @�@p1= N (N � 1) Z d2 : : : Z dN F 12 @�@p1 ; (18.17)worin wir im letzten Schritt die Symmetrisierung wieder r�uckg�angig gemacht haben.Einsetzen von (18.14) und (18.17) in (18.13) f�uhrt auf @@t + p1m @@r1 + F 1 @@p1! f(r1;p1; t) == �N (N � 1) Z d2 : : : Z dN F 12 @�@p1 : (18.18)Es liegt nun nahe, analog zu (18.3) eine 2{Teilchen{Verteilungsfunktion durchf(r1;p1; r2;p2; t) := N (N � 1) Z d3 : : : Z dN �(r1; : : : ; rN ;p1; : : : ;pN ; t):(18.19)zu de�nieren. Der Faktor N in der De�nition (18.3) z�ahlte die M�oglichkeiten, einPaar r;p aus N Paaren auszuw�ahlen. Der Faktor N (N�1) z�ahlt die M�oglichkeiten,nach N M�oglichkeiten der Auswahl eines Paares r;p ein weiteres auszuw�ahlen. Mitdieser De�nition l�a�t sich die Bewegungsgleichung (18.18) in der Form @@t + p1m @@r1 + F 1 @@p1! f(r1;p1; t) =� Z d3r2 Z d3p2 F 12 @@p1 f(r1;p1; r2;p2; t) (18.20)schreiben. Die 1{Teilchen{Verteilungsfunktion koppelt an die 2{Teilchen{Vertei-lungsfunktion. Das war zu erwarten, weil durch die Wechselwirkungen zwischen den



412 18. DIE KINETISCHE THEORIETeilchen, hier ausgedr�uckt durch die Wechselwirkungskraft F 12 zwischen zwei Teil-chen, immer ein zweites Teilchen den Bewegungsablauf eines Teilchens beeinu�t.Das urspr�ungliche Ziel, die 1{Teilchen{Verteilungsfunktion aus der Bewegungsglei-chung zu berechnen, ist also nicht erreichbar. Wenn wir nun konsequent fortfahrenund nach dem obigen Muster die Bewegungsgleichung f�ur die 2{Teilchen{Vertei-lungsfunktion formulieren, wird diese an eine 3{Teilchen{Verteilungsfunktion kop-peln usw. Wir erhalten also eine Hierarchie2 von Bewegungsgleichungen, die erstmit der h�ochsten, n�amlich der N{Teilchen{Verteilungsfunktion bzw. �aquivalent mitder vollen Ensembledichte � endet.Aus der Hierarchie der Bewegungsgleichungen lassen sich nur durch N�aherungenSchl�usse �uber die Verteilungsfunktionen gewinnen, z.B. dadurch, da� auf einer be-stimmten Stufe der Hierarchie Vernachl�assigungen oder Entkopplungen gemachtwerden. Die einfachste Entkopplung k�onnte man bereits in der Bewegungsgleichung(18.20) f�ur die 1{Teilchen{Verteilungsfunktion versuchen. Da die Verteilungsfunkti-onen proportional den entsprechenden marginalen Wahrscheinlichkeitsdichten sind,w�urde eine N�aherungf(r1;p1; r2;p2; t) � f(r1;p1; t) f(r2;p2; t) (18.21)bedeuten, da� zwei Teilchen als statistisch unabh�angig angenommen w�urden, vgl.Abschnitt 13.13. Damit w�urde der 2{Teilchen{Term auf der rechten Seite die Form� Z d3r2 Z d3p2 F 12 @@p1 f(r1;p1; r2;p2; t) �� �hF 1W i(r1; t) @@p1 f(r1;p1; t)annehmen, worin hF 1W i(r1; t) = Z d3r2 Z d3p2 F 12 f(r2;p2; t)die mittlere Wechselwirkungskraft auf das Teilchen 1 ist. Diese k�onnten wir mit derKraft F 1 auf der linken Seite von (18.20) zusammenfassen. Diese N�aherung ist o�en-sichtlich vom Typ der Molekularfeld{N�aherung. Sie w�are f�ur die Zielsetzung dieses2Die sogenannte BBGKY-Hierarchie benannt nach Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood undYvon3Damit die N�aherung (18.21) konsistent ist mit den Beziehungen (18.3) und (18.19), m�u�te aufder rechten Seite ein Faktor (N � 1)=N auftreten, der jedoch im thermodynamischen Limes denWert 1 annimmt.



18. DIE KINETISCHE THEORIE 413Abschnitts zu grob und w�urde uns nicht zu den erw�unschten Ergebnissen f�uhren,wie wir im folgenden erkennen werden. Man kann nun tats�achlich eine geeignetereN�aherung durch eine Entkopplung auf einer h�oheren Stufe der Hierarchie gewinnen,doch w�urde dieser Weg den Rahmen dieses Textes sprengen. Statt dessen werden wirim folgenden physikalisch plausible N�aherungen suchen, die uns zu den erw�unschtenAussagen f�uhren werden.18.3 Die Relaxationszeitn�aherung, Sto�zeit undfreie Wegl�angeWir interpretieren die physikalische Bedeutung des 2{Teilchen{Terms auf der rech-ten Seite der Bewegungsgleichung (18.20) durch die mikrodynamische Vorstellungvon St�o�en zwischen jeweils zwei Teilchen und bringen das durch die Schreibweise @@t + p1m @@r1 + F 1 @@p1! f(r1;p1; t) =  @f(r1;p1; t)@t !St ; (18.22)der sogenannten Boltzmann{Gleichung, zum Ausdruck. Zun�achst einmal ist dadurchlediglich eine formale Umschreibung des 2{Teilchen{Terms auf der rechten Seite derBewegungsgleichung (18.20) erfolgt. Auf der Vorstellung von St�o�en zwischen denTeilchen aufbauend wollen wir nun N�aherungen f�ur (@f=@t)St entwickeln. Diese Vor-stellung soll die Voraussetzung einschlie�en, da� das betrachtete thermodynamischeSystem hinreichend verd�unnt ist, so da� sich die Teilchen zeitlich �uberwiegend wieunabh�angige, also nicht{wechselwirkende Teilchen bewegen und durch 2{Teilchen{St�o�e nur von Zeit zu Zeit in neue Bahnen geraten. Wir f�uhren den Begri� derSto�zeit � ein. Dieses soll die mittlere Zeit zwischen zwei St�o�en eines Teilchenssein. Unsere grundlegende Annahme ist, da� die Sto�zeit gro� gegen�uber der Dauereines Sto�es ist. Die Dauer eines Sto�es ist diejenige mittlere Zeit, w�ahrend derersich zwei Teilchen so weit ann�ahern, da� ihre gegenseitige WechselwirkungW (r) denBewegungsablauf wesentlich beeinu�t.Mit der Voraussetzung hinreichend verd�unnter Systeme wird eine zweite Annahmegerechtfertigt, die wir bisher ohne Diskussion gemacht haben: gem�a� der Hamilton{Funktion in (18.11) sollte die Wechselwirkung zwischen den Teilchen als Summe �uberWechselwirkungen von je zwei Teilchen darstellbar sein. Bei h�oheren Dichten k�onnenauch Wechselwirkungen zwischen drei und mehr Teilchen vom Typ W123;W1234; : : :auftreten, vgl. Abschnitt 15.5. Aber selbst dann, wenn nur Wechselwirkungen W12zwischen je zwei Teilchen auftreten, kommt es zu Korrelationen zwischen drei undmehr Teilchen, die in der Hierarchie der Bewegungsgleichungen durch 3{Teilchen{Verteilungsfunktionen usw. dargestellt werden. Auch solche Korrelationen zwischen



414 18. DIE KINETISCHE THEORIEmehr als zwei Teilchen sollen in den folgenden �Uberlegungen unber�ucksichtigt blei-ben.St�o�e zwischen Teilchen spielen die entscheidende Rolle bei der Einstellung einesthermodynamischen Gleichgewichts, und zwar sogar in idealen Systemen, in denendie Teilchen als unabh�angig, also als wechselwirkungsfrei angenommen werden. Dierigorose Konsequenz dieser Annahme w�urde in hinreichend gro�en Systemen, alsoim thermodynamischen Limes bedeuten, da� die Teilchen sich f�ur beliebig langeZeiten ungest�ort auf ihren urspr�unglichen Bahnen bewegten. Eine bestimmte An-fangspr�aparation des Systems k�onnte niemals in ein thermodynamisches Gleichge-wicht gelangen, in dem die Geschwindigkeiten der Teilchen der Maxwell{Boltzmann{Verteilung gen�ugten. Die Einstellung einer solchen Verteilung verlangt o�ensichtlich,da� die Teilchen untereinander Impuls und Energie austauschen. Das ist jedoch nurbei Anwesenheit von Wechselwirkungen zwischen ihnen m�oglich. Nat�urlich tragenauch W�ande, die nicht ideal reektieren, zur Einstellung des thermodynamischenGleichgewichts bei, doch ist deren Einu� im thermodynamischen Limes beliebigklein.In idealen Systemen ist die Annahme hinreichend, da� das thermodynamischeGleichgewicht lediglich existiert, w�ahrend wir f�ur die Zielsetzung dieses Kapitelsauch den Einu� der Wechselwirkung auf die Dynamik der Teilchen ben�otigen. In-dem wir nun an der Vorstellung der Rolle der St�o�e, beschrieben durch (@f=@t)Stauf der rechten Seite der Boltzmann{Gleichung (18.22), bei der Einstellung desthermodynamischen Gleichgewichts festhalten, formulieren wir die folgende Relaxa-tionszeitn�aherung f�ur (@f=@t)St: @f(r1;p1; t)@t !St � �f(r1;p1; t)� f0(r1;p1)� ; (18.23)worin � die sogenannte Relaxationszeit und f0(r1;p1) die entsprechende 1{Teilchen{Verteilungsfunktion des Systems im thermodynamischen Gleichgewicht ist. Die Be-wegungsgleichung (18.20) lautet damit @@t + p1m @@r1 + F 1 @@p1! f(r1;p1; t) = �f(r1;p1; t)� f0(r1;p1)� : (18.24)Die physikalische Bedeutung der Relaxationszeitn�aherung erkennen wir, wenn wirdiese Gleichung f�ur verschwindende �au�ere Kraft F 1 = 0 l�osen. Da f�ur f = f0 dierechte Seite, also auch die linke Seite verschwindet, setzen wir g := f � f0 underhalten



18. DIE KINETISCHE THEORIE 415 @@t + p1m @@r1! g(r1;p1; t) = �g(r1;p1; t)� : (18.25)Wie sich leicht best�atigen l�a�t, lautet die allgemeine L�osung dieser Gleichungg(r1;p1; t) = h�r1 � p1m t;p1� e�t=� ;worin h(r1;p1) eine beliebige Funktion von r1 und p1 ist, die wir auch durch dieAnfangsverteilung g(r1;p1; 0) zur Zeit t = 0 ausdr�ucken k�onnen:g(r1;p1; t) = g �r1 � p1m t;p1; 0� e�t=� : (18.26)Die Relaxationszeitn�aherung beschreibt also, da� sich eine beliebige Anfangsver-teilung zeitlich exponentiell in die Gleichgewichtsverteilung f = f0 bzw. g = 0entwickelt, wenn keine �au�eren Kr�afte auftreten. Die Zeitskala � , auf der diese Re-laxation erfolgt, identi�zieren wir nun der Gr�o�enordnung nach mit der oben ein-gef�uhrten Sto�zeit, weil ja in unserer physikalischen Anschauung die H�au�gkeit derSt�o�e die Geschwindigkeit der Ann�aherung an das thermodynamische Gleichgewichtbestimmt.Wir merken au�erdem an, da� die Relaxationszeit im allgemeinen vom Impuls p1in (@f(r1;p1; t)=@t)St abh�angen wird, bei Voraussetzung isotroper Verh�altnisse imSystem jedoch nur von p1 = jp1j, also � = �(p1). Nat�urlich w�urde � auch vom Ortr1 abh�angen, wenn das System r�aumlich inhomogen ist.Ein weiterer charakteristischer mikroskopischer Parameter in der Vorstellung derSt�o�e zwischen Teilchen ist die mittlere freie Wegl�ange `. Sie ist de�niert durch` = v � , worin v die mittlere Geschwindigkeit der Teilchen ist. Die freie Wegl�ange `ist also die Strecke, die ein Teilchen im Mittel zwischen zwei St�o�en zur�ucklegt. F�urdie mittlere Geschwindigkeit wird oft die h�au�gste Geschwindigkeit gesetzt. Dieseberechnen wir aus der Maxwell{Boltzmann{Verteilung f�ur v = jvj:f0(v) � v2 exp �mv22T !:Der Faktor v2 folgt aus d3v = 4 � v2 dv beim �Ubergang zu Kugelkoordinaten. Dieobige Funktion f0(v) besitzt ein Maximum bei v = q2T=m, so da�



416 18. DIE KINETISCHE THEORIE` = s2Tm �: (18.27)Ebensogut h�atten wir v aber auch aus der mittleren Energie hEi = 3T=2 bestimmenk�onnen, v = hpim = q2m hEim = s3Tm ;und h�atten einen quantitativ etwas anderen Zusammenhang zwischen ` und � er-halten. Das weist darauf hin, da� wir die Parameter � und ` tats�achlich nur im Sinnvon Gr�o�enordnungen interpretieren d�urfen.18.4 TransporttheorieDie sehr grobe Relaxationszeitn�aherung (18.24) der Boltzmann{Gleichung f�uhrt be-reits zu einer sehr einfachen Version einer Transporttheorie. Es sei �(r;p; t) einephysikalische Eigenschaft pro Teilchen, die durch die thermische Teilchenbewegungim Nichtgleichgewicht transportiert wird. Dann ist o�enbarJ�(r; t) = Z d3p pm �(r;p; t) f(r;p; t) (18.28)die mittlere Flu�dichte, also die in J{Richtung pro Fl�ache und pro Zeit transportier-te Menge von � am Ort r zur Zeit t. Zum Verst�andnis von (18.28) sei auf die v�olliganaloge Konstruktion zur Herleitung des Druckes im Abschnitt 18.1 verwiesen. Dortwurde Impuls transportiert, hier die Gr�o�e �.18.4.1 Elektrische LeitungDie Teilchen des Systems sollen eine elektrische Ladung e pro Teilchen tragen. Trans-portiert wird auch elektrische Ladung, also � = e. Die elektrische Stromdichte lautetalso gem�a� (18.28) J e(r; t) = Z d3p pm e f(r;p; t): (18.29)



18. DIE KINETISCHE THEORIE 417Die 1{Teilchen{Verteilungsfunktion f(r;p; t) berechnen wir aus der Relaxations-zeitn�aherung (18.24) der Boltzmann{Gleichung. Die �au�ere Kraft auf das Teilchenist F = eE, worin E ein angelegtes elektrisches Feld ist. Wenn dieses homogen ist,erwarten wir, da� f(r;p; t) auch nicht vom Ort r abh�angt. Au�erdem sind wir nuram station�aren Zustand interessiert, f�ur den @f=@t = 0. Die Boltzmann{Gleichunglautet in unserem Fall also eE @f@p = �f � f0� : (18.30)Wir setzen wieder g = f�f0. Wir wollen nun g in niedrigster N�aherung im angelegtenelektrischen Feld E bestimmen. Da auf der linken Seite von (18.30) bereits E alsFaktor steht, k�onnen wir dort in niedrigster N�aherung f durch f0 ersetzen,eE @f0@p = �g� ; (18.31)woraus g(p) = �e � E @@p f0(p) (18.32)folgt. Dieses Ergebnis setzen wir in (18.29) f�ur die elektrische Stromdichte ein. Dabeiwollen wir zun�achst annehmen, da� die Relaxationszeit � nicht vom Impulsbetragp = jpj abh�angt. (Den Fall � = �(p) werden wir unten diskutieren.) Da im Gleich-gewicht f�ur E = 0 kein Strom ie�t, erhalten damitJ e = em Z d3pp g(p) = �e2 �m Z d3pp  E @@p f0(p)! : (18.33)Die weitere Rechnung f�uhren wir in Komponentenschreibweise unter Verwendungder Summationskonvention jetzt f�ur die kartesischen Indizes �; �; : : : durch. Miteiner partiellen Integration wirdJe� = �e2 �m Z d3p p�E� @f0(p)@p�= e2 �m Z d3p @p�@p� f0(p)E�= e2 �m Z d3p f0(p)E� = e2 c �m E�; (18.34)



418 18. DIE KINETISCHE THEORIEvgl. (18.2), worin c = N=V wieder die Dichte ist, hier die Dichte der Ladungs-tr�ager. Unsere sehr einfache Transporttheorie f�uhrt also auf eine spezi�sche elektri-sche Leitf�ahigkeit � = e2 c �m : (18.35)Diese ist diagonal, d.h., die Stromdichte J e ist parallel zum elektrischen Feld E,was in einem isotropen thermodynamischen System nat�urlich zu erwarten war. Au-�erdem ist � � � : die Leitf�ahigkeit verh�alt sich proportional zu der Zeit zwischenzwei St�o�en, w�ahrend derer das elektrische Feld die Teilchen ungest�ort beschleu-nigen kann. Die spezi�sche elektrische Leitf�ahigkeit � ist ein ph�anomenologischerKoe�zient im Sinne des Kapitel 3.Die letztere Diskussion zeigt auch bereits die Grenzen unserer Theorie auf. In der Re-laxationszeitn�aherung wird der Beschleunigungsvorgang durch das elektrische Feldabgebrochen, sobald ein Sto� erfolgt. Dadurch wird die Rolle der St�o�e �uberbewich-tet. Wenn n�amlich etwa ein Sto� die Bewegungsrichtung des Teilchens nur wenigaus der Feldrichtung ablenkt, dann bleibt zumindest ein Teil des Impulses aus derBeschleunigung durch das Feld vor dem Sto� auch nach dem Sto� erhalten. Hinzukommt, da� Teilchen durch St�o�e auch in die Feldrichtung hineingestreut werdenk�onnen. Beide Korrekturen liefern positive Beitr�age zur Leitf�ahigkeit �.18.4.2 Impulsabh�angige RelaxationszeitWenn die Relaxationszeit vom Impuls p abh�angt, in isotropen Systemen vom Im-pulsbetrag p = jpj, also � = �(p), dann schreiben wir statt (18.34)Je� = ��� E�; ��� = �e2m Z d3p p� �(p)@f0(p)@p� : (18.36)Mit
f0(p) = f0(p) � exp � p22mT !;@f0(p)@p� = @f0(p)@p� = � p�mT f0(p)



18. DIE KINETISCHE THEORIE 419erhalten wir weiter ��� = e2m2 T Z d3p p� p� �(p) f0(p): (18.37)F�ur � 6= � verschwindet das Integral, weil der Integrand dann jeweils in p� und p�ungerade ist. F�ur � = �, z.B. � = � = 1 wird�11 = e2m2 T Z d3p p21 �(p) f0(p) = e23m2 T Z d3p p2 �(p) f0(p); (18.38)weil p2 = p21 + p22 + p23 und das Integral mit dem ansonst rotationsinvarianten In-tegranden �(p) f0(p) nicht von der Koordinatenrichtung in p21 abh�angen kann. Alsogilt allgemein ��� = ��� �; � = e23m2 T Z d3p p2 �(p) f0(p): (18.39)Das Integral k�onnen wir auch durch den Mittelwert hp2 �(p)i ausdr�ucken:hp2 �(p)i = R d3p p2 �(p) f0(p)R d3p f0(p) = 1c Z d3p p2 �(p) f0(p):Au�erdem verwenden wir hp2=(2m)i = 3T=2 bzw. hp2i = 3mT . Damit k�onnen wir(18.40) umschreiben in � = e2 c � �m ; � � = hp2 �(p)ihp2i : (18.40)Die spezi�sche elektrische Leitf�ahigkeit � hat dieselbe Form wie in dem Ergebnis(18.35) f�ur konstante Relaxationszeit � , allerdings mit einem speziell gemittelten � �.18.4.3 Z�ahigkeitDas Ph�anomen der Z�ahigkeit bzw. Viskosit�at hatten wir bereits im Abschnitt 3.8.2 inunsere �Uberlegungen eingef�uhrt. Darunter sollte der Transport von Impuls zwischen



420 18. DIE KINETISCHE THEORIEBereichen einer Fl�ussigkeit mit einer unterschiedlichen makroskopischen Geschwin-digkeit u verstanden werden. Das makroskopische Str�omungsfeld u �uberlagert sichder thermischen Geschwindigkeit zur Gesamtgeschwindigkeit v. F�ur deren Mittel-wert erhalten wir nun aber einen nichtverschwindenden Wert hvi = u.Ein r�aumlich homogenes makroskopisches Geschwindigkeitsfeld u w�urde andem thermodynamischen Zustand nichts �andern, weil es durch eine Galilei{Transformation eliminiert werden k�onnte. Wir setzen deshalb voraus, da� das Ge-schwindigkeitsfeld tats�achlich ortsabh�angig ist, u = u(r), also einen nichtverschwin-denden Gradienten besitzt. Das ist f�ur einen speziellen Fall in der Abbildung 18.1dargestellt: das Geschwindigkeitsfeld hat dort die x{Richtung, u = ux ex, jedochsoll ux von z abh�angen: ux = ux(z). Eine solche Situation entsteht z.B. bei derStr�omung durch ein Rohr: am Rand haften die Teilchen an der Rohrwand und ha-ben dort keine makroskopische Geschwindigkeit, in der Mitte des Rohres ist dagegendie makroskopische Geschwindigkeit der Teilchen maximal.
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Abbildung 18.1: Geschwindigkeitsfeld ux in x{Richtung mit einem Gradienten inz{Richtung.Wir erwarten in der Situation der Abbildung 18.1, da� Impuls gegen die Richtungdes ux{Gradienten transportiert wird, also in positiver z{Richtung. Die transportier-te Eigenschaft pro Teilchen ist die x{Komponente des thermischen Teilchenimpulsesm (vx � ux), nicht etwa mvx, weil ux bzw. mux als von au�en vorgegeben zu be-trachten ist. Sie wird jedoch in z{Richtung mit der Geschwindigkeit vz � uz = vztransportiert, weil uz = 0. Die entsprechende Stromdichte lautet alsoJp;xz = m Z d3v (vx � ux) vz f(r; v; t): (18.41)Wir benutzen f�ur die folgenden �Uberlegungen als Variable die Geschwindigkeit statt



18. DIE KINETISCHE THEORIE 421des Impulses, weil sich das als bequemer herausstellen wird. (Der Index p steht f�urImpulsu�.)In der Boltzmann{Gleichung (18.24) f�ur die Verteilungsfunktion tritt auf der linkenSeite jetzt keine �au�ere Kraft F auf, daf�ur jedoch eine Ortsabh�angigkeit @f=@r 6= 0,bzw. hier @f=@z 6= 0. Wenn wir uns wieder auf den station�aren Zustand beschr�anken,@f=@t = 0, haben wir also pzm @f@z = �g� (18.42)mit g = f � f0 zu l�osen. Wir beschr�anken uns auch wieder auf die lineare N�aherungim Gradienten @=@z, so da� wir auf der linken Seite f durch f0 ersetzen k�onnen.In f0 m�ussen wir jedoch ber�ucksichtigen, da� nicht die gesamte Geschwindigkeit v,sondern nur die Di�erenz �v = v � u =: U der Maxwell{Boltzmann{Verteilunggen�ugt, in unserem Fall alsof0 � exp�� m2T U 2� = exp �� m2T �(vx � ux)2 + v2y + v2z��: (18.43)Damit wird @f0@z = � @f0@Ux @ux@z = mUxT f0 @ux@z ; (18.44)eingesetzt in (18.42) g = �m�T Ux Uz f0 @ux@z ; (18.45)weil vz = Uz. Wir setzen dieses Ergebnis in (18.41) ein und erhalten f�ur die Impuls-stromdichte (f�ur eine konstante Relaxationszeit �)Jp;xz = m Z d3U Ux Uz �f0 � m�T Ux Uz f0� @ux@z= �m2 �T Z d3U U2x U2z f0 @ux@z = �� @ux@z : (18.46)Die Integration von Ux Uz �uber f0 liefert keinen Beitrag, weil f0 sowohl in Ux alsauch in Uz gerade ist. Wie zu Beginn erwartet, erhalten wir also einen Impulsu�



422 18. DIE KINETISCHE THEORIEgegen die Richtung des Geschwindigkeitsgradienten @ux=@z, und zwar wegen derlinearen N�aherung auch proportional zu dem Gradienten. Der Koe�zient� = m2 �T Z d3U U2x U2z f0 (18.47)ist wie die spezi�sche elektrische Leitf�ahigkeit � ein ph�anomenologischer Koe�zientim Sinne des Kapitels 3 und hei�t Z�ahigkeitskoe�zient, wie bereits im Abschnitt3.8.2 eingef�uhrt. Seine explizite Berechnung gelingt am einfachsten, wenn wir gem�a�(18.44) (mUx=T ) f0 = �@f0=@Ux einsetzen und partiell integrieren:� = �m� Z d3U Ux U2z @f0@Ux= m� Z d3U U2z f0= 2 � c �m2 U2z� = � c T: (18.48)In dieser Rechnung haben wir den Gleichverteilungssatz h(m=2)U2z i = T=2 benutztund beachtet, da� f0 = f0(U) wie f0(p) in (18.2) auf die Dichte c = N=V normiertist. Aus denselben Gr�unden wie � � � ist auch � � � . In beiden Ergebnissen (18.35)f�ur � und (18.48) f�ur � k�onnen wir keine Aussagen �uber die Temperaturabh�angigkeitmachen, weil die durch ein reines Plausibilit�atsargument eingef�uhrte Sto�zeit nochvon der Temperatur abh�angen kann. F�ur das Verh�altnis �=� erhalten wir�� = me2 T: (18.49)18.5 Sto�integralWie wir bereits bemerkt hatten, ist die Relaxationszeitn�aherung (18.24) derBoltzmann{Gleichung (18.22) eine sehr grobe N�aherung. In diesem Abschnitt wol-len wir einen Ausdruck f�ur die durch St�o�e zwischen den Teilchen bedingte zeitliche�Anderung (@f=@t)St der 1{Teilchen{Verteilungsfunktion aus der mikrodynamischenBeschreibung von St�o�en entwickeln, der gegen�uber der Relaxationszeitn�aherung ei-ne erheblich verbesserte Theorie darstellt, allerdings auch nicht exakt sein kann, weileine exakte Theorie, wie wir im Abschnitt 18.2 gesehen haben, unvermeidlich aufdie Hierarchie von Bewegungsgleichungen f�uhrt.



18. DIE KINETISCHE THEORIE 42318.5.1 Beschreibung von St�o�enWir beginnen mit der Feststellung, da� f�ur einen Sto� Impulserhaltung gilt:p1 + p2 = p01 + p02: (18.50)Hier bezeichnen p1;p2 bzw. p01;p02 die Impulse der beiden sto�enden Teilchen 1 und2 vor bzw. nach dem Sto�. Wir nehmen weiter an, da� die Teilchen keine innerenAnregungszust�ande besitzen, so da� der Sto� auch elastisch ist. Dann gilt au�erdemEnergieerhaltung: p212m + p222m = p0212m + p0222m: (18.51)Wir beschreiben das Sto�geschehen in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten:R := 1M (m1 r1 +m2 r2); r := r1 � r2;P := p1 + p2; p := 1M (m2 p1 �m1 p2) = � (v1 � v2);E = p212m1 + p222m2 = P 22M + p22�; (18.52)worin M = m1 +m2 die Gesamtmasse und � = m1m2=M die reduzierte Masse ist.F�ur gleiche Massen m1 = m2 = m wird M = 2m und � = m=2. Die Beziehungen(18.52) gelten gleichlautend f�ur die gestrichenen Gr�o�en nach dem Sto�. Impuls{ undEnergieerhaltung dr�ucken sich nun durch P = P 0 und E = E 0 aus, bzw. letzteredurch P 24m + p2m = P 024m + p02m : (18.53)Mit P = P 0 folgt daraus p2 = p02 oder auch jpj = jp0j. Das gesamte Sto�geschehenbesteht also in einer Richtungs�anderung des Relativimpulses p! p0 bei unge�ander-tem Betrag. Diese Richtungs�anderung wollen wir im folgenden durch die sph�arischenWinkel � und � (Winkel in Kugelkoordinaten) relativ zur Richtung von p vor demSto� beschreiben. Das Sto�geschehen kann nicht vom Gesamtimpuls P abh�angen,weil dieser durch eine Galilei{Transformation eliminert werden k�onnte.



424 18. DIE KINETISCHE THEORIEEs sei nun I der Flu�, d.h., die Anzahl von Teilchen die sich pro Fl�ache und proZeit mit dem Relativimpuls p aufeinander zubewegen. Wir k�onnen die Auswirkungder St�o�e auf den Teilchenu� auf verschiedene Weisen beschreiben. Wir de�nierenQ(p1;p2 ! p01;p02) dadurch, da� I Q(p1;p2 ! p01;p02) d3p01 d3p02 der Flu� derjenigenTeilchen sein soll, die sich mit den Impulsen p1 und p2 aufeinander zubewegen undnach dem Sto� Impulse p01 und p02 in den Impulsraumelementen d3p01 bzw. d3p02besitzen. Wie wir soeben begr�undet haben, ist Q(p1;p2 ! p01;p02) = 0, wenn nichtP = P 0 und E = E 0. Wir k�onnten also auchQ(p1;p2 ! p01;p02) = �(3) (P � P 0) �(p� p0) ~Q(p; �; �); (18.54)schreiben, worin �(3)(: : :) die 3{dimensionale Diracsche �{Funktion f�ur vektorielleArgumente ist und p = jpj, analog p0. Wir werden im folgenden aber vorwiegend beider Schreibweise auf der linken Seite von (18.54) bleiben.Q(p1;p2 ! p01;p02) besitzt Symmetrie{Eigenschaften, die wir in den folgenden �Uber-legungen ben�otigen werden. Da die mikroskopische Dynamik invariant gegen Zeit-umkehr, d.h., gegen Bewegungsumkehr ist, gilt mit unserer obigen De�nition f�urQ(p1;p2 ! p01;p02), da�Q(p1;p2 ! p01;p02) d3p01 d3p02 = Q(�p01;�p02 ! �p1;�p2) d3p1 d3p2: (18.55)Nun gilt d3p1 d3p2 = d3p01 d3p02, denn die Funktionaldeterminante der Transformation(18.52) (in der Version mit m1 = m2),P = p1 + p2; p = 12 (p1 � p2)hat, wie man sofort best�atigt, den Wert 1. Da diese Transformation gleichlautendauch f�ur die gestrichenen Gr�o�en gilt, ist die obige Behauptung bewiesen. Also folgtaus (18.55) Q(p1;p2 ! p01;p02) = Q(�p01;�p02 ! �p1;�p2): (18.56)Aus der Invarianz der mikroskopischen Dynamik gegen Raumspiegelung r ! �rfolgt weiter, da� Q(�p1;�p2 ! �p01;�p02) = Q(p1;p2 ! p01;p02): (18.57)



18. DIE KINETISCHE THEORIE 425Wir k�onnen (18.56) und (18.57) zusammenfassen zuQ(p1;p2 ! p01;p02) = Q(p01;p02 ! p1;p2): (18.58)Der Sto� p1;p2 ! p01;p02 und der dazu inverse Sto� p01;p02 ! p1;p2 haben dieselbenStreueigenschaften.18.5.2 Der Sto�termWir wollen eine Bilanz f�ur die zeitliche, durch St�o�e bedingte �Anderung der Anzahlf(r1;p1; t) d3r1 d3p1 der Teilchen im 1{Teilchen{Phasenraumelement d3r1 d3p1 auf-stellen. Wir beginnen mit dem Verlust solcher Teilchen durch St�o�e an anderen, mitdem Index 2 gekennzeichneten Teilchen im Zeitintervall dt. Dieser Verlust setzt sichaus den folgenden Faktoren zusammen:1. Flu� der Teilchen 1, die sich mit der Relativgeschwindigkeit jv1 � v2j auf diestreuenden Teilchen 2 zubewegen:jv1 � v2j f(r1;p1; t) d3p1:2. Anteil der Teilchen 1, die in dem obigen Flu� w�ahrend der Zeit dt Streupro-zessen p1;p2 ! p01;p02 in die Impulsraumelemente d3p01 d3p02 unterliegen:Q(p1;p2 ! p01;p02) d3p01 d3p02 dt:3. Da der unter 2. genannte Anteil nur pro streuendem Teilchen 2 gez�ahlt ist,mu� noch mit der Anzahl von streuenden Teilchen 2 im Volumenelement d3r1und mit Impulsen d3p2 (vor dem Sto�), also mitf(r1;p2; t) d3r1 d3p2multipliziert werden. Hier ist tats�achlich dasselbe Volumenelement d3r1 wie beiden einfallenden Teilchen 1 zu w�ahlen, weil diese nur von denjenigen Teilchen 2gestreut werden k�onnen, die sich in demselben Volumenelement d3r1 be�nden.In diesen Faktoren treten die Impulsraumelemente d3p2; d3p01; d3p02 auf. Da aberausschlie�lich der Verlust der Teilchen 1 aus d3r1 und d3p1 berechnet werden soll,und zwar f�ur alle erlaubten p2; p01; p02, ist �uber diese Impulse noch zu integrieren.Auf diese Weise erhalten wir



426 18. DIE KINETISCHE THEORIE @@t!St� f(r1;p1; t) d3r1 d3p1 dt == � Z d3p2 Z d3p01 Z d3p02 jv1 � v2jQ(p1;p2 ! p01;p02) �� f(r1;p1; t) f(r1;p2; t) d3r1 d3p1 dtbzw.  @@t!St� f(r1;p1; t) == � Z d3p2 Z d3p01 Z d3p02 jv1 � v2jQ(p1;p2 ! p01;p02) �� f(r1;p1; t) f(r1;p2; t): (18.59)Hierin bedeutet (@f=@t)St� den Verlust von Teilchen aus f(r1;p1; t) durch St�o�e.Ganz analog tritt durch St�o�e p01;p02 ! p1;p2 ein Gewinn von Teilchen in f(r1;p1; t)auf. Um den entsprechenden Ausdruck (@f=@t)St+ zu erhalten, m�ussen wir also aufder rechten Seite von (18.59) die Rollen der ungestrichenen p1;p2 mit denen dergestrichenen p01;p02 vertauschen: @@t!St+ f(r1;p1; t) == + Z d3p2 Z d3p01 Z d3p02 jv1 � v2jQ(p01;p02 ! p1;p2) �� f(r1;p01; t) f(r1;p02; t): (18.60)Wegen jp1 � p2j = jp01 � p02j bleibt jv1 � v2j unge�andert. Jetzt benutzen wir dieSymmetrie{Eigenschaft (18.58) f�ur den inversen Sto� und fassen die beiden Beitr�age(18.59) und (18.60) zum vollst�andigen Sto�term zusammen: @@t!St f(r1;p1; t) == Z d3p2 Z d3p01 Z d3p02 jv1 � v2jQ(p1;p2 ! p01;p02) �� [f(r1;p01; t) f(r1;p02; t)� f(r1;p1; t) f(r1;p2; t)] (18.61)



18. DIE KINETISCHE THEORIE 427Einsetzen in die Boltzmann{Gleichung (18.22) ergibt @@t + p1m @@r1 + F 1 @@p1! f(r1;p1; t) == Z d3p2 Z d3p01 Z d3p02 jv1 � v2jQ(p1;p2 ! p01;p02) �� [f(r1;p01; t) f(r1;p02; t)� f(r1;p1; t) f(r1;p2; t)] ; (18.62)auch als Boltzmann{Gleichung im engeren Sinn bezeichnet.18.5.3 Die Voraussetzung des "molekularen Chaos"Das Produkt der 1{Teilchen{Verteilungsfunktionen f(r1;p1; t) f(r1;p2; t) imVerlust{Term des Sto�integrals in (18.62) kam dadurch zustande, da� der Verlustvon Teilchen mit Orten r1 in d3r1 und Impulsen p1 in d3p1 sowohl proportional zurAnzahl solcher Teilchen wie auch proportional zur Anzahl von streuenden Teilchenam gleichen Ort r1 in d3r1, jedoch mit Impulsen p2 in d3p2 ist. Selbstverst�andlich sinddie Anzahlen dieser Teilchen, zumal an demselben Ort r1 in d3r1, nicht unabh�angigvoneinander, d.h., miteinander korreliert. Das bedeutet, da� wir korrekterweise die2{Teilchen{Verteilungsfunktion f(r1;p1; r1;p2; t) statt des Produktes der beiden 1{Teilchen{Verteilungsfunktionen h�atten verwenden m�ussen. Die analoge Feststellungtri�t nat�urlich auf den Gewinn{Term zu. Die korrekte Form von (@f=@t)St lautetalso statt (18.61) @@t!St f(r1;p1; t) == Z d3p2 Z d3p01 Z d3p02 jv1 � v2jQ(p1;p2 ! p01;p02) �� [f(r1;p01; r1;p02; t)� f(r1;p1; r1;p2; t)] : (18.63)Damit ist die Boltzmann{Gleichung (18.22) jedoch keine geschlossene Gleichungmehr f�ur die 1{Teilchen{Verteilungsfunktion f(r1;p1; t), sondern von der Strukturher vergleichbar mit der exakten Bewegungsgleichung (18.20), in der ebenfalls die1{Teilchen{Verteilungsfunktion an eine 2{Teilchen{Verteilungsfunktion koppelt. DieZielsetzung dieses Abschnitts war es aber gerade, eine geschlossene Gleichung f�urf(r1;p1; t) zu gewinnen, die allerdings �uber die sehr grobe Relaxationszeitn�aherunghinausgehen sollte. Die N�aherung



428 18. DIE KINETISCHE THEORIEf(r1;p1; r1;p2; t) � f(r1;p1; t) f(r1;p2; t); (18.64)entsprechend f�ur f(r1;p01; r1;p02; t), erweist sich also als unverzichtbar, um diese Ziel-setzung zu erreichen. Sie besagt, da� gestreute und streuende Teilchen am gleichenOrt r1 in d3r1 als unkorreliert angenommen werden sollen. Formal ist diese N�aherungidentisch mit (18.21), die uns zu der Molekularfeld{Beschreibung f�uhrte und f�ur dieZielsetzung dieses Kapitels unbrauchbar war. Allerdings wird die N�aherung (18.64)in einem Ausdruck durchgef�uhrt, der bereits eine dynamische Beschreibung der Sto�-vorg�ange darstellt. Sie geht deshalb in ihren Konsequenzen �uber die Molekularfeld{N�aherung (18.21) in (18.20) hinaus. In diesem Zusammenhang wird (18.64) auch alsdie Voraussetzung des molekularen Chaos bezeichnet: im Ablauf des Sto�vorgangs,der �uberhaupt schon eine Wechselwirkung zwischen einzelnen Teilchen voraussetzt,sollen sich die beteiligten Teilchen unkorreliert bzw. "chaotisch" verhalten4.18.6 Das Boltzmannsche H{TheoremGegenstand dieses Abschnitts ist das thermodynamische Gleichgewicht als L�osungder Boltzmann{Gleichung. Damit das durch eine Boltzmann{Gleichung beschrie-bene thermodynamische System �uberhaupt ein thermodynamisches Gleichgewichterreichen kann, d�urfen im allgemeinen keine �au�eren Kr�afte auftreten. Wir setzenalso in (18.62) F 1 = 0. Es d�urfen in dem System au�erdem auch keine Gradi-enten auftreten, z.B. von au�en aufgepr�agte Gradienten der Temperatur oder derDichte. Wir k�onnen dann annehmen, da� die 1{Teilchen{Verteilungsfunktion auchnicht mehr vom Ort abh�angt, d.h., die Form f = f(p; t) besitzt. Sie mu� also dieBoltzmann{Gleichung@f(p; t)@t = Z d3p2 Z d3p01 Z d3p02 jv1�v2jQ(p1;p2 ! p01;p02) [f 01 f 02 � f1 f2] (18.65)erf�ullen, worin wir die Abk�urzungen f1 = f(p1; t); f 01 = f(p01; t) und entsprechendf�ur f2; f 02 verwendet haben.Die 1{Teilchen{Verteilungsfunktion des thermodynamischen Gleichgewichts mu�nun eine L�osung von (18.65) f�ur @f=@t = 0 sein; wir bezeichnen sie mit f01 = f0(p1),entsprechend auch f02 usw., so da�4"Chaotisch" ist hier nicht zu verwechseln mit dem Begri� des Chaos in der Nichtlinearen Dyna-mik. Diese Bemerkung schlie�t nicht aus, da� molekulares Chaos durch deterministische chaotischeEigenschaften nichtlinearer Systeme verursacht sein k�onnte.



18. DIE KINETISCHE THEORIE 429Z d3p2 Z d3p01 Z d3p02 jv1 � v2jQ(p1;p2 ! p01;p02) [f 001 f 002 � f01 f02] = 0 (18.66)erf�ullt sein mu�. Wir wollen nun zeigen, da� die L�osung f0(p) von (18.66) notwen-digerweise die Bedingungf 001 f 002 � f01 f02 = 0 bzw. f0(p01) f0(p02) = f0(p1) f0(p2) (18.67)erf�ullen mu�. Aus (18.66) folgt lediglich, da� diese Bedingung hinreichend ist. Wirf�uhren den Nachweis f�ur die obige Behauptung durch Einf�uhrung des Boltzmann-schen H{Funktionals H(t) := Z d3p1 f(p1; t) ln f(p1; t): (18.68)Wir berechnen dH=dt, indem wir die Botzmann{Gleichung (18.65) benutzen:dH(t)dt = Z d3p1 @f(p1; t)@t (ln f(p1; t) + 1)= Z d3p1 Z d3p2 Z d3p01 Z d3p02 jv1 � v2jQ(p1;p2 ! p01;p02) �� [f 01 f 02 � f1 f2] [ln f1 + 1] : (18.69)Da in (18.69) �uber alle Impulse p1;p2;p01;p02 integriert wird, k�onnen wir den Inte-granden bez�uglich der Indizes 1 und 2 symmetrisieren. Dabei �andert sich Q(p1;p2 !p01;p02) nicht, und die Kombination f 01 f 02 � f1 f2 ist bereits symmetrisch bez�uglich1$ 2. Wir erhalten alsodH(t)dt = 12 Z d3p1 Z d3p2 Z d3p01 Z d3p02 jv1 � v2jQ(p1;p2 ! p01;p02) �� [f 01 f 02 � f1 f2] [ln (f1 f2) + 2] : (18.70)Wir f�uhren eine weitere Symmetrisierung durch, und zwar bez�uglich der Vertau-schung der Paare p1;p2 und p01;p02. Wenn wir diese Vertauschung im Integral in(18.70) ausf�uhren, geht der Sto� p1;p2 ! p01;p02 in den inversen Sto� �uber undgem�a� (18.58) �andert sich Q(p1;p2 ! p01;p02) dabei nicht. Dagegen �andert die Kom-bination f 01 f 02 � f1 f2 ihr Vorzeichen. Wir erhalten also aus (18.70)



430 18. DIE KINETISCHE THEORIEdH(t)dt = �12 Z d3p1 Z d3p2 Z d3p01 Z d3p02 jv1 � v2jQ(p1;p2 ! p01;p02) �� [f 01 f 02 � f1 f2] [ln (f 01 f 02) + 2] : (18.71)Durch Addition von (18.70) und (18.71) erhalten wir die erw�unschte Symmetrisie-rung gegen p1;p2 $ p01;p02:dH(t)dt = 14 Z d3p1 Z d3p2 Z d3p01 Z d3p02 jv1 � v2jQ(p1;p2 ! p01;p02) �� [f 01 f 02 � f1 f2] [ln (f1 f2)� ln (f 01 f 02)] : (18.72)Die Kombination der Verteilungsfunktionen f1; f2; f 01; f 02 im Integranden ist vom TypF (a; b) = (a�b) (ln b�ln a). Wie man sofort best�atigt, ist F (a; b) � 0, und F (a; b) =0 genau dann, wenn a = b. Dajv1 � v2jQ(p1;p2 ! p01;p02) > 0f�ur alle St�o�e, die die Erhaltung von Impuls und Energie erf�ullen, vgl. Abschnitt18.5.1, folgt also, da� dH(t)=dt � 0, und dH(t)=dt = 0 genau dann, wenn (18.67)erf�ullt ist. Da jedoch im Gleichgewicht nicht nur @f=@t = 0, sondern als Folge dessenauch dH(t)=dt = 0 ist, stellt (18.67) wie behauptet eine notwendige Bedingung f�urdas Gleichgewicht dar.Wir schreiben (18.67) in der Formln f0(p01) + ln f0(p02) = ln f0(p1) + ln f0(p2) (18.73)und schlie�en daraus, da� ln f0(p) eine Erhaltungsgr�o�e bez�uglich des Sto�es zwi-schen zwei Teilchen ist. Aus unseren �Uberlegungen im Abschnitt 18.5.1 wissen wir,da� daf�ur nur der Impuls p und die Energie p2=(2m) in Betracht kommen. Daln f0(p) ein Skalar ist, mu� es also eine skalare Kombination aus p und p2=(2m)sein, ln f0(p) = ��p� � p22m + const;



18. DIE KINETISCHE THEORIE 431die wir immer auch in die Form
ln f0(p) = �� (p� p1)22m + const bzw. f0(p) � exp "�� (p� p1)22m # (18.74)bringen k�onnen. Den f�ur alle Teilchen konstanten Impuls p1 k�onnen wir durch ei-ne Galilei{Transformation eliminieren. Damit f0(p) in (18.74) normierbar ist, mu�� > 0 sein. Da� � = 1=T m�ussen wir nun allerdings aus unseren fr�uheren statisti-schen �Uberlegungen, z.B. aus dem Gleichverteilungssatz schlie�en, weil die Tempe-ratur nicht direkt, sondern h�ochstens als Mittelwert hp2=(2m)i der Energie in der ki-netischen Theorie auftritt. Damit erhalten wir dann aber wie erwartet die Maxwell{Boltzmann{Verteilung f�ur die 1{Teilchen{Verteilungsfunktion f0(p) im Gleichge-wicht.Die Form des Boltzmannschen H{Funktionals in (18.68) erinnert an die statistischeDe�nition der Entropie im Kapitel 12. In der klassischen Version lautet sie, erweitertauf eine zeitabh�angige Phasenraumdichte �(q; p; t)S = � Z d� �(q; p; t) ln �(q; p; t): (18.75)Bis auf das Vorzeichen unterscheidet sich H(t) von der Entropie dadurch, da� esnur die 1{Teilchen{Verteilungsfunktion f(p1; t) statt der vollen Phasenraumdichte�(q; p; t) des N{Teilchen{Systems enth�alt. Die M�oglichkeit dieser Reduktion ergibtsich daraus, da� wir im Sto�integral die dort eigentlich auftretende 2{Teilchen{Ver-teilungsfunktion unter der Voraussetzung des molekularen Chaos durch das Produktvon zwei 1{Teilchen{Verteilungsfunktionen angen�ahert haben, vgl. die Diskussion imAbschnitt 18.5.3. Im Rahmen dieser N�aherung k�onnen wir jedoch das BoltzmannscheH{Theorem dH=dt � 0 als mit dem 2. Hauptsatz dS=dt � 0 �aquivalent betrachten.Da� hier der 2. Hauptsatz in der Version f�ur isolierte Systeme auftritt, liegt daran,da� wir nur die durch St�o�e bedingte Entropie�anderung ohne Ber�ucksichtigung derRandbedingungen des Systems betrachten.Ohne die Annahme des molekularen Chaos h�atten wir unseren obigen Nachweis desBoltzmannschen H{Theorems nicht f�uhren k�onnen. Statt dessen w�aren wir wieder-um auf die Hierarchie der Bewegungsgleichungen gesto�en, die sich erst mit dervollen Phasenraumdichte �(q; p; t) schlie�t. Deren Bewegungsgleichung ist aber dieLiouville{Gleichung, die zeitlich reversibel ist und schon darum keine Zunahme derEntropie erkl�aren kann.



432 18. DIE KINETISCHE THEORIE18.7 BilanzgleichungenIn diesem Abschnitt werden wir eine weitere Verbindung zwischen der kinetischenTheorie dieses Kapitels und der ph�anomenologischen Theorie des Kapitels 3 kennen-lernen. Dort hatten wir Bilanzgleichungen f�ur makroskopische Variablen thermody-namischer Systeme formuliert, n�amlich f�ur die Gesamtmasse, die Komponentenmas-se, den Impuls, die innere Energie und die Entropie. Diese Bilanzgleichungen m�ussen,mit Ausnahme der Entropie, eine mikrodynamische Basis haben, d.h., durch die Bil-dung von Mittelwerten aus mikroskopischen Bewegungsgleichungen folgen. Das istdie Zielsetzung dieses Abschnitts. Als mikrodynamische Formulierung w�ahlen wir diekinetische Theorie in der Gestalt der Boltzmann{Gleichung. Die Entropie entziehtsich einem solchen Verfahren, weil sie eine ausschlie�lich makroskopisch de�nierteVariable ohne eine mikrodynamische Entsprechung ist.Die Bilanz der Komponentenmassen liefert nur dann eine von der Bilanz der Ge-samtmasse unabh�angige Aussage, wenn im System chemische Reaktionen auftreten.In unserer Darstellung der kinetischen Theorie hatten wir aber nur elastische St�o�ezwischen den Teilchen eingeschlossen. Wir k�onnen also von dieser Version der kine-tischen Theorie keine Aussage �uber das makroskopische Verhalten aufgrund chemi-scher Reaktionen erwarten und werden deshalb die Bilanz der Komponentenmassehier nicht diskutieren.18.7.1 Explizite BilanzgleichungenEs sei �(r;p) eine Eigenschaft eines einzelnen Teilchens am Ort r und mit demImpuls p. Den Mittelwert von �(r;p) am Ort r gewinnen wir, indem wir mit der 1{Teilchen{Verteilungsfunktion f(r;p; t) durch Integration �uber den Impuls pmitteln:h�(r;p)i := R d3p �(r;p) f(r;p; t)R d3p f(r;p; t) = 1c Z d3p �(r;p) f(r;p; t) (18.76)ist also der auf ein Teilchen bezogene mittlere Wert von �(r;p) bzw.��(r; t) = Z d3p �(r;p) f(r;p; t) = c h�(r;p)i (18.77)die mittlere Volumendichte von �(r;p) am Ort r und zur Zeit t.Um die oben genannten Bilanzen zu gewinnen, werden wir f�ur �(r;p) die Masse,den Impuls und die Energie eines Teilchens setzen, die Zeitableitungen von ��(r; t)nach dem Schema



18. DIE KINETISCHE THEORIE 433@@t ��(r; t) = Z d3p �(r;p) @@t f(r;p; t) (18.78)bilden und f�ur @f(r;p; t)=@t die Boltzmann{Gleichung (18.62) verwenden.F�ur die Variablen Masse, Impuls und Energie gilt nun, da� sie bei einem Sto� zwi-schen den Teilchen erhalten bleiben. Wenn wir also einen Sto� p1;p2 ! p01;p02 amOrt r betrachten, so gilt�(r;p1) + �(r;p2) = �(r;p01) + �(r;p02): (18.79)F�ur den Impuls und die Energie eines Teilchens hatten wir diese Eigenschaft imAbschnitt 18.5.1 explizit formuliert, f�ur die Masse ist sie o�ensichtlich, weil beieinem elastischen Sto� sogar die Massen der Teilchen jeweils unver�andert bleiben.Das bedeutet, da� der Sto�term (@f(r;p; t)=@t)St keinen Beitrag zu @��=@t liefert,bzw. da� Z d3p �(r;p)  @@t!St f(r;p; t) = 0: (18.80)Den formalen Nachweis dieser unmittelbar einleuchtenden Aussage werden wir imAnhang zu diesem Abschnitt f�uhren. Wenn wir also die Boltzmann{Gleichung inder allgemeinen Form (18.22), @@t + pm @@r + F @@p! f(r;p; t) =  @f(r;p; t)@t !St ;mit �(r;p) multiplizieren und �uber p integrieren, so erhalten wirZ d3p �(r;p)  @@t + pm @@r + F @@p! f(r;p; t) = 0; (18.81)und daraus weiter mit (18.78) die gew�unschte Aussage@@t ��(r; t) + Z d3p �(r;p)  pm @@r + F @@p! f(r;p; t) = 0: (18.82)



434 18. DIE KINETISCHE THEORIEWir schreiben p=m = v =Geschwindigkeit. Unter Verwendung der Produktregel f�ur@=@r =r, r (� v f) = � vrf + (r�) v f;weil r und v unabh�angige Variablen sind, also r v = @v=@r = 0, wirdZ d3p � vrf =rj� � Z d3p (r�) v f (18.83)mit j� = Z d3p � v f = c h� vi; (18.84)vgl. die De�nition des Mittelwertes h: : :i in (18.76). Zur Vereinfachung der Schreib-weise f�uhren wir die Argumente von f und � nicht mehr mit. Weiter formen wirdurch partielle Integration den anderen Beitrag im Integral in (18.82) wie folgt um:Z d3p �F @f@p = � Z d3p @(�F )@p f: (18.85)Dabei haben wir vorausgesetzt, da� �F f f�ur jpj ! 1 verschwindet. Wir wollennun annehmen, da� die angelegte �au�ere Kraft F nicht vom Impuls p bzw. vonder Geschwindigkeit v abh�angt, womit hier geladene Teilchen in einem �au�erenMagnetfeld ausgeschlossen werden. Dann wird@(�F )@p = @�@p F :Wir setzen diese Umformungen in (18.82) ein und erhalten@��@t +r j� = Z d3p  @�@r v + @�@p F! ; (18.86)also die Form einer expliziten Bilanzgleichung f�ur die r�aumliche Dichte ��(r; t). Dieallgemeine Form einer expliziten Bilanzgleichung hatten wir aufgrund von ph�anome-nologischen �Uberlegungen im Abschnitt 3.6.1 gefunden. Tats�achlich erkennen wir in



18. DIE KINETISCHE THEORIE 435der De�nition (18.84), da� j�(r; t) die Bedeutung einer Flu�dichte der Eigenschaft �besitzt. Der Transport von � erfolgt im mikroskopischen Bild durch die Teilchenbe-wegungen mit der Geschwindigkeit v = p=m, �uber die mit der 1{Teilchen{Funktionf(r;p; t) gemittelt wird. Die Terme auf der rechten Seite von (18.86) haben die Be-deutung einer r�aumlichen Dichte �� = ��(r; t) f�ur die Erzeugung bzw. Vernichtungder Eigenschaft �:�� = Z d3p  @�@r v + @�@p F! = c *@�@r v + @�@p F+ : (18.87)18.7.2 Bilanz der Gesamtmasse und substantielle Bilanz-gleichungenWir wenden (18.86) auf die Masse an, indem wir � = m =Masse eines Teilchenssetzen. Dann wird �� = cm =: � die r�aumliche Dichte der Masse, undj� = Z d3pm v f = cm hvi = �u; u := hvi = 1c Z d3p v f: (18.88)Hier ist u = u(r; t) die mittlere Geschwindigkeit am Ort r und zur Zeit t. Sieist o�ensichtlich als makroskopisches Geschwindigkeitsfeld aufzufassen. Wenn keinsolches makroskopisches Geschwindigkeitsfeld vorhanden ist, verschwindet das p{Mittel �uber die mikroskopischen Geschwindigkeiten v = p=m.F�ur � = m ist ferner @�=@r = 0 und @�=@p = 0, so da� die rechte Seite von (18.86)verschwindet. Wir erhalten damit@@t�(r; t) +r (�(r; t)u(r; t)) = 0; (18.89)also die uns aus dem Abschnitt 3.6.2 bekannte Kontinuit�atsgleichung bzw. den Er-haltungssatz f�ur die Gesamtmasse.Im Abschnitt 3.6.2 im Kapitel 3 hatten wir auch gezeigt, da� zu der explizitenVersion (18.86) einer Bilanzgleichung die substantielle Version� d��dt +r J� = �� (18.90)



436 18. DIE KINETISCHE THEORIEgeh�ort, worin �� = ��=� die auf die Masse bezogene Dichte der Eigenschaft � ist,J� = j� � �� u und ddt = @@t +ru = @@t + u� @@x�die von einem mit u mitbewegt gedachten Beobachter gemessene Zeitableitung ist.(Es wurde die Summationskonvention, hier f�ur � verwendet.) Wenn wir die obigenAusdr�ucke f�ur �� und j� einsetzen, erhalten wir�� = 1m h�i; J� = c h� vi � c h�iu = c h� (v � u)i = c h� �vi: (18.91)�v = v�u bezeichnet die mikroskopischen Fluktuationen der Geschwindigkeit. DieDichte �� f�ur die Erzeugung und Vernichtung von � ist f�ur die beiden Versionendieselbe.18.7.3 Bilanz des ImpulsesWir erhalten die Bilanz des Impulses, wenn wir f�ur � den Teilchenimpuls p = m vbzw. seine �{Komponente einsetzen, also � = mv�. Dann wird�p;� = � u�; �p;� = u�;jp;� = � hv� vi; Jp;� = � (hv� vi � u� u) :r Jp;� dr�ucken wir unter Verwendung der Summationskonvention aus:r Jp;� = @Jp;��@x� ; Jp;�� = � (hv� v�i � u� u�) : (18.92)Wenn wir die Schreibweise der Fluktuationen, �v� = v� � u�, in die De�nition vonJp;�� einsetzen und h�v�i = 0 beachten, erhalten wir auchJp;�� = � h�v� �v�i: (18.93)



18. DIE KINETISCHE THEORIE 437Wir m�ussen jetzt noch die Terme in �� �= �p;� auswerten. Es ist@�@r v �= @(mv�)@x� v� = 0;weil v� und x� unabh�angige Variablen sind, und@�@p F = @v�@v� F� = F�;weil @v�=@v� = ���.Damit wird �� �= �p;� = c F� = � f�;worin wir die Kraft pro Masse f = F =m verwendet haben. Insgesamt lautet diesubstantielle Bilanzgleichung f�ur die �{Komponente des Impulses demnach� du�dt + @Jp;��@x� = � f�: (18.94)Sie stimmt tats�achlich mit derjenigen aus der ph�anomenologischen Theorie im Ab-schnitt 3.8 �uberein, wenn wir den dort eingef�uhrten Spannungstensor P�� mit Jp;��aus (18.93) identi�zieren, alsoJp;�� = P�� = � h�v� �v�i: (18.95)In isotropen, d.h. richtungsunabh�angigen Fl�ussigkeiten wird dieser aus Symmetrie-gr�unden diagonal sein. Au�erdem ist dann h(�v1)2i = h(�v2)2i = h(�v3)2i, insgesamtalso P�� = �3 ��� h(�v)2i:Diese Struktur hat, wie wir aus dem Abschnitt 3.8.1 wissen, der Tensor P�� inidealen Fl�ussigkeiten, in denen keine Z�ahigkeit aufttritt, n�amlich P�� = p ���, worinp der Druck ist. Durch Vergleich �nden wir damit



438 18. DIE KINETISCHE THEORIEp = �3 h(�v)2i: (18.96)Wenn wir nun noch gem�a� dem Gleichverteilungssatzm2 h(�v)2i = 32 Teinsetzen, reduziert sich (18.96) auf die Zustandsgleichung p = (�=m)T = c T idealerSysteme.Die obige Isotropie{Annahme schlie�t von vornherein das Ph�anomen der Z�ahigkeitaus, weil dieses nur beim Vorhandensein eines Gradienten eines makroskopischenGeschwindigkeitsfeldes zustande kommt, durch den in dem System sogar zwei Rich-tungen ausgezeichnet werden.18.7.4 Bilanz der inneren EnergieNach dem gleichen Schema wie f�ur den Impuls �nden wir jetzt zun�achst die Bilanzder kinetischen Energie. Wir w�ahlen� = m2 (v � u)2 = m2 (�v)2: (18.97)Die betrachtete Teilcheneigenschaft ist also die kinetische Energie nur der Fluktua-tionen, nicht jedoch die des makroskopischen Geschwindigkeitsfeldes, weil letztereeine mechanische Energieform darstellt, die nicht Bestandteil der inneren Energieist. Damit erhalten wir�E = �2 h(v � u)2i; �E = 12 h(v � u)2i;jE = �2 h(v � u)2 vi;JE = �2 h(v � u)2 vi � �2 h(v � u)2iu= �2 h(v � u)2 (v � u)i = �2 h(�v)2 �vi:Die Berechnung der Beitr�age zur Dichte �U der Erzeugung und Vernichtung kineti-scher Energie ergibt:



18. DIE KINETISCHE THEORIE 439@�@r v �= v� @@x� m2 (v � u)2 = m2 v� @@x� (u� � v�)2 == �m (u� � v�) v� @u�@x� ;@�@p F �= f� @@v� m2 (u� � v�)2 = mf� (u� � v�):Der Term � f� gibt bei der Mittelung keinen Beitrag, weil h�v�i = 0. Wir erhaltenalso hier c *@�@r v + @�@p F+ �= �� h(v� � u�) v�i @u�@x� = �E:Da nun wegen h�v�i = 0� h(v� � u�) v�i = � h�v� �v�i = P��;vgl. (18.95), wird �E = �P�� @u�@x� = �12 P��  @u�@x� + @u�@x�! :Im letzten Schritt haben wir davon Gebrauch gemacht, da� P�� = P��. Wenn essich um eine ideale Fl�ussigkeit mit P�� = ��� p handelt, wird�E = �p2 ���  @u�@x� + @u�@x�! = �p @u�@x� = �pru:F�ur diesen letzteren Fall lautet die Bilanzgleichung f�ur die kinetische Energie also� d�Edt +r JE = �pru: (18.98)Tats�achlich hatte die im Kapitel 3, Abschnitt 3.9.1 hergeleitete Bilanz f�ur die innereEnergie U genau diese Form. Allerdings haben wir hier in diesem Abschnitt nur diekinetische Energie E der Teilchen bilanziert. Zur inneren Energie U k�onnten abernoch Beitr�age von den Wechselwirkungen zwischen den Teilchen hinzukommen. Da�das hier nicht der Fall ist, also E = U gilt, liegt daran, da� die Wechselwirkungenzwischen den Teilchen in der kinetischen Theorie ausschlie�lich zu St�o�en f�uhrensollten und da� die Teilchen sich im �ubrigen wie freie Teilchen in einem idealenSystem bewegen sollten. Also ist es konsequent, in der kinetischen Theorie E = Uzu setzen und (18.98) als Bilanzgleichung der inneren Energie zu betrachten.



440 18. DIE KINETISCHE THEORIE18.7.5 Anhang: Verschwinden des Sto�beitragsWir wollen nun auch formal nachweisen, da� der Beitrag (18.80) der St�o�e zur zeit-lichen �Anderung von �(r;p) verschwindet, wenn �(r;p) den Erhaltungssatz (18.79)erf�ullt. Wir k�onnen diesen Nachweis sogar unter Verzicht auf die Annahme des mole-kularen Chaos f�uhren. Wir setzen also den Ausdruck (18.63) f�ur (@f=@t)St in (18.80)ein und erhalten (mit p1 statt p als Integrationsvariable) @�@t !St = Z d3p1 Z d3p2 Z d3p01 Z d3p02 jv1 � v2jQ(p1;p2 ! p01;p02) ���(r;p1) [f(r;p01; r;p02; t)� f(r;p1; r;p2; t)] : (18.99)Wir f�uhren jetzt insgesamt drei verschiedene Transformationen der Integrations-variablen p1;p2;p01;p02; durch. In der folgenden Tabelle sind die Transformationenangegeben sowie Vorzeichen�anderungen von Teilen des Integranden unter der jewei-ligen Transformation:Trans- Q(p1;p2 ! p01;p02) f(r;p01; r;p02; t)�formation �f(r;p1; r;p2; t)p1 *) p2 +1 +1p1 *) p01; p2 *) p02 +1 �1p1 *) p02; p2 *) p01 +1 �1Hierbei haben wir von (18.58) Gebrauch gemacht, also von der Invarianz vonQ(p1;p2 ! p01;p02) beim �Ubergang zum inversen Sto�, sowie vonf(r;p2; r;p1; t) = f(r;p1; r;p2; t);d.h., davon, da� die 2{Teilchen{Verteilungsfunktion nicht von der Reihenfolge derTeilchen{Indizierung abh�angt. Wir addieren die rechte Seite von (18.99) und die derdrei Versionen, die wir durch die obigen Transformationen erhalten haben, nat�urlichunter Ber�ucksichtigung von Vorzeichenwechseln im Integranden. Auf diese Weiseerhalten wir @�@t !St = 14 Z d3p1 Z d3p2 Z d3p01 Z d3p02 jv1 � v2jQ(p1;p2 ! p01;p02) �� [�(r;p1) + �(r;p2)� �(r;p01)� �(r;p02)] �� [f(r;p01; r;p02; t)� f(r;p1; r;p2; t)] : (18.100)



18. DIE KINETISCHE THEORIE 441Jetzt erkennen wir, da� der Integrand auf der rechten Seite infolge der Erhaltungs-eigenschaft (18.79) verschwindet. Damit ist der formale Nachweis von (@�=@t)St = 0gef�uhrt.


