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Vorwort

Das vorliegende Skriptum zur Vorlesung "Theoretische Physik F (Statistische Physik)" enthalt
den geplanten Stoff dieser letzten der theoretischen Kursvorlesungen. Das Ziel dieser Vorlesung
soll sein, soviel wie moglich von dem theoretischen Werkzeug zu vermitteln, dessen Kenntnis
man von ausgebildeten Physikern und Physikerinnen erwartet. Dabei denke ich als Beispiel an
Kolloquien im Bereich der Festkorperphysik. Die Vortragenden sollen davon ausgehen konnen,
dass ihre Zuhorer eine gewisse Grundausbildung und Allgemeinwissen besitzen, so dass sie mit
den entsprechenden Schlagwortern die physikalischen Probleme und Losungsmethoden beschrei-
ben konnen. Dies ist viel Stoff, zum Teil ist es auch eine subjektive Wahl. Dazu gehort sicher ein
Vielteilchen-Hamilton-Operator fiir Elektronen und Phononen (Kap. 6), die Boltzmann-Transport
Theorie (Kap. 7) und eine Einflihrung in die Theorie der Phaseniibergéinge (Kap. 9). Dazu geho-
ren aber auch Eigenschaften des Rauschens und eine master Gleichung fiir die Besetzungsver-
hiltnisse von Atomen im thermischen Strahlungsfeld mit Ubergangsraten, die detailliertes
Gleichgewicht erfiillen (Kap. 3), sowie der Kubo-Formalismus fiir die linearen Response-
Funktionen (Kap. 8). Daneben soll diese Vorlesung aber auch systematisch die Grundlagen dieser
Konzepte darstellen. Daher beginne ich mit einer Zusammenfassung der Thermodynamik (Kap.
1) und présentiere eine detaillierte Herleitung der Konzepte der statistischen Physik in Kap. 4 mit

den einfachen Anwendungen in Kap. 5.

Bei der Vorbereitung der Vorlesung habe ich eine Reihe von Biichern verwendet. Die wichtigsten
sind unten angegeben. Dieses Skriptum ist kein Ersatz fiir ein Literaturstudium. Dariiber hinaus
wissen wir, dass wir ein echtes Verstidndnis nur erreichen, wenn wir uns selbst aktiv mit dem
Stoff auseinandersetzen, zum Beispiel durch das Lésen von Ubungsaufgaben. Ich hoffe aber, dass

dieses Skriptum von Nutzen ist zur ersten Orientierung und als eine Zusammenfassung.

SchlieBlich will ich noch danken. Vor allem Albert Schmid, von dem ich die Statistische Physik
gelernt habe, und dessen Skriptum auch hier eingeflossen ist. Meinen Mitarbeitern und ehemali-
gen Ubungsgruppenleitern Christoph Bruder, Jan von Delft, Matthias Eschrig, Jiirgen Konig,
Herbert Schoeller, Frank Wilhelm und Ulrich Ziilicke, die mit vielen Korrekturen und kritischen
Bemerkungen zu diesem Skriptum beigetragen haben. Und Evmarie Schwartz, die mit viel Sorg-

falt meine urspriinglich handschriftlichen Notizen in die erste druckbare Form umgesetzt hat.

Karlsruhe, Marz 2006 G.S.
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1 Thermodynamik (Zusammenfassung)

Ziel dieses Kapitels ist eine kurze Zusammenfassung der wichtigsten Konzepte der Thermody-
namik. Diese ist eine phidnomenologisch aufgestellte, am Experiment orientierte, in sich ge-
schlossene Theorie. Als Grundlage geniligen die Hauptsitze. Die Statistik, die wir in folgenden

Kapiteln behandeln werden, erlaubt es, diese Theorie von mikroskopischen Modellen herzuleiten.

1.0 Mathematische Vorbemerkung

Gegeben sei eine Funktion F(x;,X,,...) der Variablen x|,X5,.... Das Differential von F ist
dF = Cl(Xl,Xz, ) Xm + Cz(Xl,Xz, ) dX2 +...

Es ist vollstindig, wenn gilt

0 0
(a_xl CZ(XlaXZa'-')]X = (‘9—Xz 01(X1,X2,---)jx :

25een JEERD

F F
In dem Fall gilt dF = [—g j dx; + [_6 ) dx, + ...
X1 X 8X2 X

Dyeee 1oeer

Konsequenzen:

Wenn dF ein vollstindiges Differential ist, gelten die folgenden, d4quivalenten Aussagen:
A

* Das Integral F(A)-F(B)= I dF ist unabhingig vom Weg. Nach Wahl einer festen
B

Referenz, z.B. B=0 mit F(0) = const, hiangt das Integral nur vom Endpunkt A ab.

* Das Integral ldngs eines geschlossenen Weges verschwindet (j)dF =0.

Wir werden es im Folgenden hiufig mit vollstindigen Differentialen zu tun haben. Dafiir wihlen
wir die Notation: dF. Andere, nicht vollstindige Differentiale bezeichnen wir mit 8F. Fiir nicht-

infinitesimale Anderungen verwenden wir AF.

Die Ableitung eines vollstandigen Differentials nach einer Variable, z.B. x|, wobei die anderen

X, ... festgehalten werden, c;(xy, Xp, ...) = (6F/8X1)X2,m und die Variable x| werden als konju-

gierte Variablen (bzgl. F) bezeichnet.



Wir betrachten drei Variablen, die eine Bedingung F(x,y,z) = 0 erfiillen. Dann héngt z von x und
y ab, z(x,y), und Funktionen dieser Variablen hdngen nur von zwei der Variablen ab, z.B. w =
w(x,y). Es gilt

o B-@®) v &6 -

V4

o &-G,&), o §),-6), &G

1.1 Definitionen, Begriffe, Zustandsgleichungen

* Thermodynamische Systeme sind makroskopisch, d.h. sie haben sehr viele Freiheitsgrade
(von der Ordnung der Teilchenzahl N = A = Avogadro Zahl = 6,023-1023).

* Ein thermodynamischer Zustand wird beschrieben durch wenige Zustandsgrofien.
Diese sind die Temperatur T, die Teilchenzahl N, die Entropie S, die innere Energie U,
bei Gasen: das Volumen V und der Druck P,
bei magnetischen Systemen: die Magnetisierung M und das Magnetfeld H .

Daneben gibt es weitere “Zustandsfunktionen” oder “thermodynamische Potentiale” (s.u.).

» ZustandsgroBen sind extensiv, d.h. mengenartig (X =N, V, ...)
oder intensiv, d.h. Kontaktvariablen (Y =P, T, ...).

» Differentiale von ZustandsgroBen sind vollstindig. Z.B. fiir U(S,V,N) gilt

-2 (@) WD)
V,N S,V

S,N
CONECER
oV \oS VNS oS \oV sNJ v ’

D.h. die innere Energie U(S,V,N) hingt nur vom Zustand ab, nicht aber davon, auf welchem
Weg der Zustand erreicht wurde. Gleichbedeutend damit ist (]SdU =0 .

mit

* Es gibt auch Groflen in der Thermodynamik, die keine ZustandsgroBen sind, z.B. die Wéarme
0Q. Das bedeutet, dass in einem Kreisprozess i.a. (j}SQ # 0. Dies ist eine wichtige Eigen-

schaft des Carnot'schen Kreisprozesses (s.u.).

* Auch die vom System geleistete Arbeit OW ist keine thermodynamische Zustandsgrofe.



Beispiele:

Py
SW=PdV-H -dM - ¢ dQ ...

™7

Spannung Ladung

* Im thermodynamischen Gleichgewicht erfiillen die Zustandsgrofen eine Zustands-

gleichung.

Beispiel: Wir betrachten ein System mit A T Fliche = Menge der
fester Teilchenzahl N, aber Druck P, Vo- Gleichgew/ichtszusténde
lumen V und Temperatur T sind variabel. —  /

[ ]
Dann gilt eine Zustandsgleichung L )
o ) eversibler Prgzel3
F(P,V,T) = 0, die eine Hyperfliche im

Phasenraum festlegt:

-
\Y
P

* Thermodynamische Prozesse konnen reversibel verlaufen, d.h. quasistatisch innerhalb der
Menge der Gleichgewichtszustinde. Oder sie konnen irreversibel sein. Z.B. eine Relaxation

zum Gleichgewicht ist i.a. nicht als Kurve im Phasenraum darstellbar.

* Die Vorsilbe “iso-“ bedeutet, dass die entsprechende Gréf3e konstant ist, z.B. isotherm be-
deutet T = const. “Adiabatisch* bedeutet 6Q = 0, d.h. keine Warme wird zugefiihrt.

Das ideale Gas
Gentigend verdiinnte Gase verhalten sich “ideal”. D.h. sie erfiillen die

» thermische Zustandsgleichung (Ideale-Gas-Gleichung)

[PV =NKkT| k = Boltzmann Konstante = 1,38 - 10716 erg/K
=nRT n=N/A, R=kA=28,315 Joule/K

Die Zustandsgleichung definiert die “ideale-Gas-Temperatur”. In anderen Worten, ein ideales

Gas kann als Thermometer dienen. Weiterhin erfiillen ideale Gase die

f
* kalorische Zustandsgleichung |Cy = >N k.

Cy ist die Wirmekapazitit bei konstantem Volumen. Je nach der Zahl der internen Freiheitsgrade

pro Molekiil ist f=3, 5, ...
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Das van der Waals Gas (ein reales Gas mit Wechselwirkungen) erfiillt die Zustandsgleichung

(mit Konstanten a und b)

N2
(P+aV—2)(V—Nb)=NkT.

1.2 Die Hauptsitze der Thermodynamik
Als Grundlage der Thermodynamik gentigen die Hauptsétze. Diese sind:

0. Hauptsatz: Konzept der Temperatur
Es gibt eine intensive Zustandsgrofe "Temperatur”, so dass Systeme, die miteinander im Gleich-

gewicht sind, denselben Wert der Temperatur haben.

1. Hauptsatz: Energiesatz, Aquivalenz von Arbeit und Wirme
Wir betrachten einen beliebigen thermodynamischen Prozess. Dabei werde die Wiarme 6Q zuge-
fithrt, vom System die Arbeit W geleistet oder die Teilchenzahl gedndert. Alle Prozesse dndern

die innere Energie (denken Sie an 1 cal = 4,19 Joule)

| dU=8Q—8W +pudN |

Die innere Energie U ist eine Zustandsgrofe, aber Q und W nicht!
2. Hauptsatz: (die Definition der Entropie folgt spéter)

* Die Entropie eines abgeschlossenen Systems nimmt nie ab

Fiir reversible Prozesse gilt dS = 0.

» Aquivalent dazu gilt: Wirme flieBt spontan von der hoheren zu der niedrigeren Temperatur.

3. Hauptsatz:

S(T=0)=0

* Genauer gilt: Die Entropie eines Systems nimmt bei T=0 einen universalen Wert an (unab-
hingig von anderen Variablen) S(T=0) = const. Die Konstante kann zu 0 gesetzt werden.
+ Aquivalent dazu gilt: Der Entropieunterschied zwischen Zustinden, die durch reversible Pro-

zesse verbunden sind, verschwindet bei T=0.
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Eine Konsequenz des 3. Hauptsatzes ist, dass der
absolute Nullpunkt nicht in einer endlichen Zahl von A s (T,A)
reversiblen Prozessen erreicht werden kann. Eine
mogliche Sequenz von adiabatischen und isothermen
Prozessen (charakterisiert durch eine extensive Vari-
able A) ist rechts illustriert.

1.3 Der Carnot'sche Kreisprozess

Wir betrachten ein System zwischen 2 Wérmereservoiren mit den Temperaturen T, > Ty. (Als

konkretes Beispiel betrachten wir ein Gas mit Druck P und Volumen V.)

Reservoir T, T A
Q,l 1
T, 1
4, o)
|
T4+
Q3
1 : -
Reservoir T | S, S, S

Der folgende reversible Kreisprozess wird durchlaufen:
1. Das System ist in thermischem Kontakt mit dem Reservoir T,. Bei einem isothermen Prozess

(hier Expansion des Gases) flieBt die Wirme Q, ins System.

2. Das System wird thermisch isoliert. Wahrend eines adiabatischen Prozesses (hier weitere Ex-
pansion) sinkt die Temperatur von T, nach Tj.

3. Das System ist in thermischem Kontakt mit dem Reservoir T;. Bei einem isothermen Prozess
(hier Kompression des Gases) fliet die Wirme Q; aus dem System.

4. Das System wird thermisch isoliert. Wéhrend eines adiabatischen Prozesses (hier weitere
Kompression) steigt die Temperatur von T nach T,.
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Beispiel:

Carnot Prozess beim idealen Gas

im P-V Diagramm.

Entlang des Kreisprozesses gilt (ﬁdU =0. Der 1. Hauptsatz sagt dann aus, dass wahrend eines

Kreisprozesses die Arbeit

AW =Qy +Qp =|Qo| —1Qq (Fiir ein Gas ist AW = {)PdV)

gewonnen wird. Das Verhéltnis zwischen gewonnener Arbeit und hineingesteckter Warme defi-

niert den Wirkungsgrad
AW Q4
n=1~1 =1—-1~7 -
Q| Q2

Wenn der Prozess in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen wird, arbeitet die Maschine als War-

mepumpe.

Carnot'sches Theorem:

Bei vorgegebenen Temperaturen T, und T; hat keine Maschine

einen hoheren Wirkungsgrad als die Carnot-Maschine.

Zum Beweis nehmen wir an, es gibe eine Maschine mit einem Wirkungsgrad 1, der grof3er ist als
der einer Carnot Maschine. Dann kdnnen wir mit dieser eine Carnot Maschine als Warmepumpe

betreiben. Dies wiirde bedeuten, dass ohne Zufuhr du3erer Arbeit Warme von der tieferen Tem-
peratur T zur hoheren T, flie3t. Dies steht aber im Widerspruch zum 2. Hauptsatz.

Eine Konsequenz des Theorems ist, dass der Wirkungsgrad der Carnot'schen Maschine eine uni-
versale Funktion der Temperaturen der Reservoire ist 1. = f(T}, T;). Dies eroffnet die Moglich-

keit, durch einen Carnot'schen Kreisprozess die Temperatur zu definieren. Die so definierte Skala

wird als Kelvin-Skala bezeichnet.
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Lol
T, ~ e |Qy

Es ist eine Ubungsaufgabe zu zeigen, dass sie mit der idealen-Gas-Temperatur Skala iiberein-
stimmt.

Q

Fiir reversibel arbeitende Carnot-Maschinen gilt also T_2 + T_l = 0. Hier gilt die Konvention,

den Warmetransport von der Maschine aus zu messen, d.h. bei dem oben beschriebenen Kreis-
prozess ist Q, > 0 und Q; < 0. Dies kann fiir be- A P
liebige reversible Kreisprozesse verallgemeinert

werden
o
(]S_Q -0 .
T
Dazu miissen wir uns nur klar machen, dass jeder
reversible Kreisprozess als Summe von Carnot-

Prozessen, gekoppelt an verschiedene Reservoire

-
Vv

mit verschiedenen Temperaturen, aufgebaut wer-

den kann, wie in der Skizze rechts angedeutet.

Irreversible Maschine haben einen schlechteren Wirkungsgrad (z.B. einen hoheren Wérmever-
lust; d.h. die ans kalte Reservoir abgefiihrte Warme |Q;| wird grofer). Dann gilt 1 —1]Q4//|Qa| =1

<n.=1-T,/T,. Beieinem allgemeinen Kreisprozess gilt daher das Clausius'sche Theorem:

ur : Kreisprozesse
reversible

CI) STQ <0 fii irreversible

1.4 Die Entropie

Dies fiihrt uns zur Definition der Entropie. Fiir reversible Prozesse definieren wir

5Q
2.

ds =9 | oder S(A)-S(B)=

T lreversibel

T— >

revers.

d o
Fiir reversible Prozesse gilt §TQ =0, d.h. §dS =0. Damit ist dic Entropie eine Zustandsgrofie.

A
Dagegen gilt fiir irreversible Prozesse .[

O
T T

irrevers. revers.
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Zum Beweis konnen wir den irreversiblen Weg B — A und den

280 B 50 .
reversiblen Weg A — B, fiir den gilt j T J‘ ER irreversibel A
B
revers. revers.

6Q
: ) . : : < i .
zu einem irreversiblen Kreisprozess mit jﬁ T <0 zusammenset Tfeversibel

zen. Im allgemeinen gilt also B

dS > @ fur irreversible Prozesse
T reversible :

Fiir abgeschlossene Systeme ist 6Q = 0, also gilt fiir alle Prozesse dS > 0, konsistent mit dem 2.
Hauptsatz. Im Gleichgewicht gilt dS = 0. D.h.

| Die Entropie S ist im Gleichgewicht maximal. |

Beispiele: Expansion eines idealen Gases.

. f
Bei einem idealen Gas gilt fiir die innere Energie (siche Ubungen): U = U(T) = 5 NkT

a) Zundchst betrachten wir eine reversible, isotherme Expansion V; — V.

T=const =dU=0=38Q-PdV Reservoir T

AQ
T

\%) ]

2
1
=71 JPdV =Nking

Vi
Die gesamte Entropie bleibt konstant ASGegamt = 0-

= ASGaS =

Also gilt ASgegervoir = — ASGas- |

T
Vi Y

b) Nun betrachten wir eine freie Expansion V| — V; nach einem plétzlichen Entfernen einer

Trennwand (Joule'sches Experiment) .

Hier gilt AQ = 0 (plétzlicher Ubergang) und AW =0 A
(keine Arbeit geleistet) = AU=0 < T = const III
Der Endzustand ist derselbe wie bei a). Da S eine

V) \% AV

ZustandsgroBe ist, folgt  ASg,s =Nk In V_l . 1

Wegen AQ = 0 gilt ASgeservoir = 0-

D.h. die Gesamtentropie nimmt zu, ASGegamt > 0-
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c) Ein Beispiel fiir eine nichtideale Maschine bildet der folgende nichtreversible Kreisprozess.

Zwischen a und b wird die Maschine an das Reser- T A
voir mit der Temperatur T, — schlecht, d.h. T<T, —
angekoppelt. Sie nimmt dabei die Wirme |Q2|
b _ _ T, |
Qy=J TdS=(S,-S)) T, ,wobei T,<T, T, +
a
auf. Zwischen b und a, wenn sie - schlecht - an das T a b
Reservoir mit der Temperatur T (T> T;) gekoppelt Tl —_
ist, gibt sie I+
a _ _ |Q1 |
Q=) TdS=(S;-Sy) T ,mit T >T, | —
b S S, S
ab. Der Wirkungsgrad 1 2
QtQ;

= =1-T /T, <1-T{/T, =
n Q2 1 2 = /12 =Mc

ist also kleiner als der einer Carnot-Maschine zwischen Reservoiren mit Temperaturen T und T.

1.5 Fundamentale Relation der Thermodynamik

Die Entropie S héngt nur von extensiven Variablen ab, d.h. S(U,V,N), und dS ist (bei reversib-
len Prozessen) ein vollstdndiges Differential. Aus den Hauptsétzen folgt

dS> 1 dU + P dv-EaN | fir irreversible Prozesse.
T T T reversible

Extremaleigenschaft: Im Gleichgewicht gilt dS = 0, aber im allgemeinen dS > 0. Daraus folgt,
dass bei festem U,V,N im Gleichgewicht S(U,V,N) maximal ist.

Die konjugierten Variablen bezgl. S sind

1 P
U und ¥=(§—[SJ) , V und T (2—3) , N und %:_@—@
V.N UN S,V

S, U, V und N sind alles extensive Grofen = S(AU,AV,AN) = AS(U,V,N). Diese Bedingung legt
die Integrationskonstanten fest. Daher gilt

—|=

U+zV-£N Euler Gleichung

und 0=SdT-VdP+Ndp Gibbs-Duhem Relation .
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1.6 Thermodynamische Potentiale

1. Die innere Energie U hingt nur von extensiven Variablen ab U(S,V,N). dU ist ein vollstindi-
ges Differential. Umschreiben der oben angeschriebenen ,fundamentalen Relation’ liefert die

Gibbs'sche Fundamentalform

irreversible

| dU<TdS—PdV +pdN| fiir .
reversible

Prozesse .

Die Euler Gleichung lautet U =TS — PV — uN.

Die konjugierten Variablen beziiglich U sind

Sund T= @_Isjj , Vund P=- (g—g) , N und chemisches Potential p= @—II\JJ .
V.N SN S,V

>

Da dU ein vollstdndiges Differential ist, folgen die Maxwell Relationen
&, &, &,,& (&), (&
ov. S,N o8 V,N ’ ON S,V oS V,N , N S,V ovV. S,N
Minimaleigenschaft: Im Gleichgewicht gilt dU = 0, aber im Allgemeinen gilt dU < 0. Daraus
folgt, dass bei festem S,V,N im Gleichgewicht U(S,V,N) minimal ist.

Im physikalischen Experiment sind oft andere Variablen kontrolliert. Dann ist es zweckméaBig

andere thermodynamische Variablen durch Legendre Transformationen einzufiihren.

2. Helmholtz freie Energie: Wenn Volumen, Temperatur und Teilchenzahl kontrolliert sind, ist

es zweckmaifig, die Helmholtz freie Energie F(T,V,N) zu betrachten

F(T,VN)=U-TS =-PV+uN

dF<-SdT-PdV+pdN.

Konjugierte Variablen beziiglich F sind

OF OF OF
Tund S(T,V,N) :_(G_Tj , Vund P :_(ﬁ) , Nund p= (a_Nj .
V,N TN TV
Es gelten die Maxwell Relationen
&, &, &, &, &,
oV TN oT VN ’ ON TV oT VN ’ ON TV oV TN

F ist minimal fiir ein System im Gleichgewicht mit festem T, V, N.
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Weitere Beispiele mit analogen Maxwell Relationen und Minimaleigenschaften sind

3. Enthalpie. Sie ist geeignet fiir Situationen, wo statt dem Volumen der Druck kontrolliert ist.

H(SPN) = U+PV =TS+uN

dH<TdS+VdP+pdN.

4. Gibbs freie Energie oder freie Enthalpie. Sie beschreibt typische Situation im Chemielabor,

wo Druck, Temperatur und Teilchenzahl kontrolliert sind.

G(TPN)=F+PV =H-TS =uN

dG<-SdT+VdP+pudN.

5. Grof3ikanonisches Potential
Dieses Potential beschreibt Situationen, wo nicht nur Warme sondern auch Teilchen mit einem

Reservoir ausgetauscht werden.

OT,V,u)=F-uN =-PV

dO<-SdT-PdV-Ndp.

Konjugierte Variablen bzgl. Q sind

o0Q) o0 o0
Tund S = _(G_T) , VundP= _(W) , pundN= —(a—j
V.1 T,u WY,
Die Maxwell Relationen sind
&) - &), (&) &), (&)
oV Ty oT Vo ’ ou TV oT Vo ’ ou TV oV T

Q ist minimal fiir ein System mit gegebenem T, V, p.
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1.7 Response-Funktionen (lineare Antwort)

Die Wirmekapazitit verkniipft die zugefiihrte Warmemenge 6Q mit der Temperaturdnderung
dT. Zwei Relationen erscheinen mdglich C dT =38Q oder C dT =T dS. Eine sinnvolle Definition

ist aber nur moglich fiir reversible Prozesse. Also lautet die Definition

Cy @% , x =V oder P

Entweder kann das Volumen (x = V) oder der Druck (x = P) festgehalten werden.

F ’F
Fir V =const gilt: S= _(ST) = Cy=-T (8 2)
VN oT<) y N

2
Fiir P = const gilt: S= —(g—(;) — Cp - T (8_(;]
PN T pN

ou
Beachte: bei konstantem Volumen gilt auch Cy; = (G_T) , aber bei konstantem Druck gilt die
V.N

analoge Relation nicht, d.h. Cp # @[1{)
P N

1
Die Kompressibilitt ist Ky=—7y/ 8_) , y=T oder S.

Der thermische Ausdehnung ist o

If
<l|=
m
u =0

Die verschiedenen Response-Funktionen hidngen miteinander zusammen. Unter Verwendung der

Relationen zwischen Ableitungen von Kap. 1.0 sowie einer Maxwell Relation finden wir
oS oS oS oV oS ov
=T (aT) -1 [(aT) (avj (&) } A (avj (&) .
2 2
oVv) (oP ov 1 o
dh. Cp-Cy =T (6T) (6T) -T (aT)P @vioryy Vi

Zum Beispiel gilt fiir ein ideales Gas: o= 1/T, kp=1/Pund Cp — Cy =N k.

Eine weitere niitzliche Relation verkniipft die Abhédngigkeit der Teilchenzahl vom chemischen

: . Lo (ON N?
Potential und die isotherme Kompressibilitit (Ej =V Kr-
T,V
Bew.: Die Ableitung erfiillt (&_N) (6N) (8_P) . Mit Hilfe der Maxwell Relation
ou oP on
T.V T.V T



OP ON ON ON

(a) (6\/) driicken wir den zweiten Term durch die mittlere Dichte (W) = (W) = n aus.

T,V T.u TP T.u

. ... (ON oP oV _ ON _ oV
Den ersten Term schreiben wir mit ( 8P) (av) (6N =-1 um als ( GP) =—-n ( 6P>
T,V TN TP T,V TN
ON
Mit der Definition der isothermen Kompressibilitit folgt (a) =n?V KT.
T,V

1.8 Stabilitit
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Kontaktvariablen : Wir betrachten 2 Teilsysteme A

|
|

und B getrennt durch eine thermisch leitende, beweg- A | B
liche, durchléssige Wand. |
|

U=Up+Ug = const = dU, =—-dUp

V=V, +Vg = const
N=Njp+Ng = const
S=S,+Sp

ds (—68“‘) du (—aSBj du (—68“‘) av
= = + + + ...
au AT|50 BV \av A
AV, N, B/ v, N AJ U, N

B**'B A TA
1 1 Po Pp HA UB
() v [TA _ TB] i (TA _ TB) N,

Im Gleichgewicht ist S maximal, dS = 0. Daraus folgt

Tpo =Tg < Bei Wirmeaustausch sind im Gleichgewicht die Temperaturen gleich.

P, =Pg < Bei Volumenaustausch sind im Gleichgewicht die Driicke gleich.
pna =ug < Bei Teilchenaustausch sind im Gl. die chemischen Potentiale gleich.

Der Austausch einer extensiven Variable zwischen zwei Teilsystemen fiihrt dazu, dass im
Gleichgewicht die konjugierte (Kontakt-) Variable in beiden Teilsystemen angeglichen ist.

2. Ordnung: Bei Austausch von innerer Energie gilt in 2. Ordnung am Maximum

oT;
d@s = Z du > —(dU)) 2.
2 i=A, Ba ( ) 2T2 i=A,BOU; ( l)

Da im Gleichgewicht S maximal ist, muss d?s <o gelten. Dies erfordert:
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CVZG_T >0.

Konsequenz: A F
aZF) (as)
T(— =-T|73p] =-Cy =0
o12) ar/ ,

= die innere Energie F(T,V) ist eine konkave Funktion von T.

Analog folgt aus den Extremaleigenschaften von F(T,V), dass diese eine konvexe Funktion von

1 1
Vist. D.h. =V oo~ =0
s TTV(@Fioviry T
. 1 (6°G 1 (oV
Ahnlich gilt 7 =3 ( ) =—-k7=<0, d.h. G(T,P) ist eine konkave Funktion von P.
V | gp2 IN V \oP N

Beispiel (siche Ubungen): Beim van der Waals Gas ist die freie Energie erst nach der Maxwell-

Konstruktion eine konkave Funktion.

1.9 Mischungsentropie und Gibbs'sches Paradox

Die Entropie eines idealen Gases ist
VvV (U, 2
S(U.V.N)=Nso+ Nk [ () ]

Zum Beweis zeigen wir, dass dieser Ausdruck mit (0S/0V) y N = P/T die thermische ideale-Gas

f
Gleichung PV = Nk T liefert, wihrend aus (9S/0U) y = /T die Relation U =75 Nk T und

schlieBlich die kalorische ideale-Gas Gleichung folgt. Offensichtlich ist die Entropie eine exten-
sive GroBe und erfiillt S(AU,AV,AN) = AS(U,V,N). Bei einer Volumeninderung V— V' dndert
sich die Entropie also um

\Y
AS—Nkan .

Wir betrachten nun 2 verschiedene Gase N, N,. Am An- S S
fang sind sie in getrennten Behiltern V, V,. Nach Ent- 7 VX XX L \; o 9
fernen der Trennwand ist V = V| + V,. Die Entropie- i . 1 . x g ©
dnderung ist die Mischungsentropie i . X ° 6 9 00
X 0 o5 ©
AS =N KIne + Ny kIn >0 o e

Vi \)
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Wenn V; und V, nun aber dasselbe Gas (also ununterscheidbare Teilchen) enthalten, darf sich
bei gleicher Ausgangstemperatur und -druck, d.h. T{ = T, und P; = P,, beim Entfernen der Wand
nichts dndern. In der Tat finden wir mit oben angegebener Formel, dass die Mischungsentropie
bei gleichen Teilchen verschwindet. Mit N =N; + N, V=V, + V,, U = U + U, und bei
gleichgewihltem Anfangsbedingungen V{/N; = V,/N, = V/N, U{/N; = U,/N, = U/N gilt
U, 2

]

v, U \%
as=Nsg+Nin [y () 1-Niso- N[5 G ™ 1-Noso- Mo [ (G2

Gibbs hatte auf dieses Paradox hingewiesen. In der klassischen Physik darf es keinen Unter-
schied machen, ob wir unterscheidbare oder ununterscheidbare Teilchen betrachten. Erst in der
Quantenmechanik lernen wir die Besonderheit ununterscheidbarer Teilchen kennen. Die N! Zu-
stdnde, die sich durch Permutation von N ununterscheidbaren Teilchen ergeben, sind (abgesehen
von moglichen Vorzeichenwechseln) gleich. Dies ist in dem oben angegebenen Ausdruck fiir S

beriicksichtigt.

(Bemerkung: In verschiedenen Textbiichern wird das Paradox aufbauend auf einem einfacheren

Ausdruck fiir die Entropie angegeben, der aber nicht extensiv ist, diskutiert.)
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2. Wahrscheinlichkeitstheorie

2.1 Elementare Begriffe

Wir betrachten N verschiedene Objekte. Dann ist die Zahl der Permutationen N! (d.h. unter Be-
riicksichtigung der Anordnung). Wenn wir R Objekte aus N herausgreifen, ist die Zahl der Varia-

N! C
tionen (mit Beriicksichtigung der Anordnung) m . Dagegen ist die Zahl der Kombinatio-

N N!
nen (d.h. ohne Beriicksichtigung der Anordnung) (R) = m .

Im Folgenden betrachten wir eine oder mehrere stochastische Variablen X oder auch stochasti-
sche Funktionen. Eine stochastische Variable kann entweder diskrete Werte {x, X, ...} anneh-
men (z.B. die Zahl der Punkte bei 3 x Wiirfeln) oder kontinuierliche Werte {x} (z.B. die Koordi-
nate eines Teilchens). Die statistischen Eigenschaften von X sind vollstdndig beschrieben durch
die Wahrscheinlichkeitsverteilung oder Verteilungsfunktion p. Sie erfiillt

fur diskrete Werte kontinuierliche Werte von X
» Positivitit p;=0 p(x)=0
* Norm Z p;=1 J.dx px)=1 .
i
Damit finden wir:
* Mittelwert (X) = Z X; Pj = jdx X p(x)
* n-tes Moment (XM = Z X" p; = J-dx x™ p(x)

1
» Standardabweichung o=[(X?) —(X)?] /2" ynd Varjanz = o2

* Die charakteristische Funktion ist ¢(k) = (elkXy = Idx elkx p(x) . Die Umkehrung lautet

p(x) = J-(21_k ¢ kX ¢(k) . Die charakteristische Funktion kann nach den Momenten
T

k
(k)—ZLHXn

entwickelt und so aus den Momenten die Verteilungsfunktion be-

stimmt werden. Umgekehrt lassen sich aus der charakteristischen Funktion die Momente

bestimmen

1 d" o(k)
ny — —
(X5 it dk? k=0 -
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* Kumulanten Entwicklung und Kumulanten-erzeugende Funktion

o0 k n . dn
(k) = exp {ngl ﬁ% Cn(X)} = expS mit C(X) = iindkn =0

Der Vergleich (nach Entwickeln) liefert die Relation zwischen Kumulanten und Momenten

CiX)=(X); CGX)=0c2 ; C3X)=(X3) -3 (X) (X2) +2(X)3 .

Die Kumulanten-Entwicklung konvergiert i.a. schneller als die nach Momenten. Z.B fiir eine

1 _ 2
GauB-Verteilung, p(x)= E exp[— %%], gilt Cy(X)=0 firn> 3.

Mehrere stochastische Variablen

Als Beispiel betrachten wir 2 kontinuierliche Variablen X mit moglichen Werten {x} und Y mit
den Werten {y}. Im Produktraum X x Y sind die mdglichen Werte {(x,y)}. Es gilt

* Gemeinsame Verteilungsfunktion px,y (X,y) >0, normiert J-de‘dy Pxxy (Xy) =1
«  Momente (Xnymy = j dx j dy X1 y™M pyy (X,Y)

» reduzierte Verteilungsfunktion px(x)= Idy Pxxy (X,¥)

* Kovarianz: cov (X,Y) = ¢ (X —(X) ) (Y —(Y) )>
» Korrelation: cor (X,Y)= cov (X.Y)
GxOy

Unabhéngige Variablen

Wenn X und Y unabhingig sind, faktorisiert die gemeinsame Verteilungsfunktion,
Pxxy (%) = px(x) py(y) -

Stochastische Funktion

Als Beispiel betrachten wir eine stochastische zeitabhingig Funktion der Zeit X(t). Hier interes-
siert die

+ Autokorrelationsfunktion ft,t) = ((X(t) — (X)) (X(t)- (X)))

Funktionen stochastischer Variablen Z = g(X,Y)

«  Verteilungsfunktion pz(2)= [dx[dy 8(z~ g(x.y)) pxxy (X.¥)

» charakteristische Funktion dz(k) = jdx_[dy eike(x.y) Pxxy (X,¥)
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Beispiel: Xund Y seien unabhingig und Z = g(x,y) =x +y.
Dann gilt , px,y (x.y) = px (X) - py(¥),
0200 = dx(0) dy(k) und py(z) = [dz' px(z-2)py()

2.2  Die Binomial-, Gau}- und Poisson-Verteilung

Wir betrachten ein System, wo jede Messung eines von zwei moglichen Ergebnissen A oder B

liefert mit den Wahrscheinlichkeiten pund q=1—p.
1 1
Beispiele: Miinze: Ergebnis = Kopf (mit p = 5 ) oder Ergebnis = Zahl (mitq= 5 )

Spin im Magnetfeld: T (p) oder 1 (q)

Teilchen in Teilvolumen V; (p = V{/V) oder auBerhalb (q = v ! )

radioaktiver Zerfall: Zerfallswahrscheinlichkeit in Zeiteinheit At ist p « 1

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass N Messungen n mal das Ergebnis A und entsprechend N — n
mal das Ergebnis B liefern, ist gegeben durch die

Binomial-Verteilung
03 T

p(n) 0.25

N!
PN = iy PP 0.2
0,15

0,1

N

0,05
2 pnm=@pEr9N=1 ;
n=0

N
(n) =2 npym=pN

n=0
on = +(n”)—(n)* = {/Npq

Fiir groBe N gilt on/(n) o 1/ JN . D.h. die relative Breite verschwindet fiir grof3e N.

Binomial-Verteilung fiir N =10, p=1/3

GauB}-Verteilung

Fir groBe N, pN und gN reduziert sich die Binomial-Verteilung auf eine Gauf3-Verteilung um
den Mittelwert (n) = pN mit der Varianz o* = Npgq, und n kann als kontinuierliche Variable be-
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trachtet werden. Zum Beweis verwenden wir die Stirling-Formel, die sagt, dass fiir gro3e n gilt:

o\
n! — /2an (—j )

€
n—>oo

P(H)Z\/ﬁcs CXP{—ET} ; J‘dnp(n)zl

Poisson-Verteilung

Fiir N — oo und gleichzeitig p— 0, so dass a = Np endlich bleibt, reduziert sich die Binomial-

Verteilung auf eine Poisson-Verteilung (z.B. radioaktiver Zerfall)

gl e 0,3
PN (M) =" p(n) 0,25
0,2

o0
0,15
2 pn(@)=1 0,1

n=0 0,05
0

(n) =a

on = J(n?)—(n)’ = (n)

10

Poisson-Verteilung fiir a = 2

GauB}-Verteilung fiir mehrere Variablen x; ... xyy

Als nidchstes betrachten wir mehrere stochastische Variablen x;, die charakterisiert sind durch

eine gemeinsame (normierte) GauB3-Verteilung

ey M
p(Xp, ... Xpp) det(A) eXp{—%z (x; —a;) Ay (X, _aj)}

ij=1

M
_\/m {712 (t’iAij&j}

2m)M? 23

wobei &;=x;— a;und A eine M-dimensionale, symmetrische, positiv definite Matrix ist. Dann

gilt fiir den Mittelwert

(Xy) Z(—“;:)(l\iz)jdxl...dxM X, exp {~S{x;}} =a,
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und fiir die Kovarianz &&= A;Jl

Fiir die hoheren Momente gilt

-1 -1 -1, -
(Gi&iCkém) =Ajj Akm T Ajk Ajm + A Ak Usw.
Zur Herleitung beweisen wir zunéchst die Relation

V(;ie;(@j Moo [-1EAHDE] =ew [TDTATDT . ()

Dazu beachten wir, dass die Matrix A durch eine orthogonale Transformation B = 0" A O diago-

nalisiert werden kann, also gilt
1.t Te Lot ,a- l ¢ 1 ¢ : -1 -1
—Eg A&+b &—Eb A b=—5y Ay=—Ez Bz mit y=(E—-A b und z=0""Yy.

Damit reduziert sich das M-dimensionale Integral (mit bekannten Eigenschaften wie
detO =1; det A = detB) auf ein Produkt von M eindimensionalen Gauf3’schen Integralen

deé exp[—%&TAﬁvaT&—%bTA_l b]= .[dMy exp[—%yTAy] = Isz exp[—%zTBz]

(27_[)M/2 ~ (271:)M/2

\/H B, +det(A)

1
=J.sz exp[—EZlen z,] = J‘dzi exp[——ZlB11 z,] =
1

Fiir b=0 sehen wir, dass die angegebene Verteilungsfunktion korrekt normiert ist. Den Ausdruck
fiir die Kovarianz erhalten wir dann, indem wir die Relation (*) nach b; und b; ableiten und an-

schlieBend b=0 setzen. Analog konnen wir die Ausdriicke fiir die hoheren Momente ableiten.

2.3 Random Walk und Diffusion

Wir betrachten den Weg eines Betrunkenen in einer Dimension (d=1). Die Wahrscheinlichkeit

1
fiir einen Schritt der Weite a nach vorne oder zuriick ist p = q = 5 - Nach N Schritten, n nach

vorne und N—-n zuriick, ist der Abstand vom Anfangspunkt (in Einheiten von a) gleich m =n —
(N-n) =2n—N.
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Die Wahrscheinlichkeit, nach N Schritten bei m zu sein, ist gegeben durch die Binomial-
Verteilung

N! 1 2 m?
pN(m)ZM(j (N+m ( )(2) Now \/nNeXp{_ﬁ}

D. h. der Mittelwert ist (m) = 0 und die Varianz ( m?) = N. Beachte, dass fiir gerade (ungera-

de) N auch m gerade (ungerade) ist, und die Verteilung bei anderen Werten verschwindet. Fiir
einen Ubergang zu einer Kontinuumsbeschreibung definieren wir x = m a und pN(X) =

pn(m)/2a. (Der Faktor 1/2 ist notig, weil wir in der Kontinuumsbeschreibung nicht mehr zwi-

schen geraden und ungeraden m unterscheiden.) Wir fithren eine Zeit proportional zur Zahl der
Schritte t=N At ein und definieren eine Diffusionskonstante D = a2/(2At). Dann gilt

1 x2
- —_— _— . = . 2 =
= p(x,t) Dt exp ( 4Dtj ; (x) =0 ; (x¢) =2Dt

D.h. p(x,t) erfiillt eine Diffusionsgleichung 2t p(x,t)=D ﬁ p(x,t). Diese 14Bt sich auf 3 Dimen-
X

sionen verallgemeinern und erlaubt auch Beriicksichtigung von Randbedingungen und Anfangs-
bedingungen

8
5 P, =DVZp(r) .
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2.4 Zentraler Grenzwertsatz

Es werden N Messungen derselben stochastischen Variablen durchgefiihrt (d.h. das Experiment
wird N-mal durchgefiihrt). Die einzelne Messung ist charakterisiert durch eine beliebige Vertei-
lungsfunktion px(x) mit Mittelwert <x> und Breite /(x?) —(x)* = o. Wir bezeichnen den Wert
der stochastische Variable bei der i-ten Messung mit x(j) und den durch die Summe aller N Mes-
1 N
sungen gebildeten Mittelwert mit yy = N > X(i)-
i=1
Satz: Der so gebildete Mittelwert von N Messungen erfiillt (yyn) = (x). Die Abweichungen
sind beschrieben durch eine Gauf-Verteilung mit Breite oy =ox /\/ﬁ , die also mit zunehmendem

N abnimmt,

L IWN N
pY(Y)_\/ZG exp[ 203{ (y <X>)]

X

. . . : . : 1
Beweis: Die Verteilungsfunktion der Summenvariablen y ist py(y) = J-dx(l) J-dx(N) oy — N z X(i))
i
pr...XX(X(l): s X(N)). Da die Messungen unabhéngig sind, faktorisiert die gemeinsame Verteilung und
. 1 . . .
es gilt py(y) = Idx(l) JdX(N) 3y — ﬁz X(i)) PX(X(1))-- PX(X(N)) Die charakteristische Funktion
i

der Einzelmessungen ist ®x(k) = jdx elkx px(x), die der Summe ist Oy (k) = J. dy elky py(y), also
_ ik 1
Dy (k) = J' dy eiky J’ dx ) - j dx ) Y =7 2 X(3)) PXOK(1))- PX(X(N))
i
ck
= T [ dx expling xqi)l Px(x(iy
; .k : = (k)N
= gtk HIdX(i) expli E(X(i) - <X>)] PX(X(i)) = elk<x> [CDX (ﬁﬂ

~ (k k
Fiir groBe N kann @ (ﬁ) = Idx exp[iﬁ(x —<X>)] px(x) entwickelt werden (unabhéngig von der

detaillierten Form von px(x), nur geniigend schnelle Konvergenz vorausgesetzt)

2 )
d k 1k 1k

. 2 N 2
= lim ®vy(k)= e Iim l—lk—ci = exp[—lk—oi + ik (x)]
N > Noow|l 2N2 2N

dk L 1 k2 1 JN N
= py(y)ZJZ exp[-ik y +ik (x) _Eﬁci] = \/% o exp[— Py (y—<x>)2] q.e.d.

X
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Max 2 Max

Normalized response

Normalized response

Min Min
Response time Response time

Mox 4 n=25

Normalized response

Response time

n=8I

Normalized response

Normalized response

Min
Hesponse time - Response time

Win -

Die Serie von Abbildungen verdeutlicht, wie Mitteln iiber wiederholte Messungen das Rauschen
unterdriickt. Dabei ist N die Anzahl der Messungen. Das Rauschen nimmt wie 1/ JN ab. (In dem
Beispiel wird eine Diode immer wieder im selben Anfangszustand prapariert und dann der Elekt-
ronenstrom als Funktion der Zeit gemessen.)
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2.5 Rauschspektrum

Im Folgenden untersuchen wir stochastische Prozesse, bei denen eine GroBe X(t) = ( X) + 5X(t)

durch einen Mittelwert und zeitabhidngig Fluktuationen gegeben ist. Als Beispiel betrachten wir
unten den Strom in einem elektrischen Stromkreis. Bei geniigender Auflosung im Experiment
stellt man fest, dass es Abweichungen des Stromes 51(t) vom Mittelwert gibt. Die Fluktuationen

erfillen stets { 8X(t)) =0. Die wichtigen GroBen zur Charakterisierung der Fluktuationen sind

deren Verteilungsfunktion (z.B. eine Gauf’sche Verteilung) und die Autokorrelationsfunktion
( 8X(t) 8X(t")) . Diese hingt mit der spektralen Dichte (power spectrum) zusammen.

Wir betrachten die Fourier-Transformierte 6X(w) = J. dt e 1t §X(t) und

—00

{ §X(0) 5X('")) = j dt j dt' e OO ( §X(1) SX(1')) .

Bei stationiiren Prozessen hingt ( 8X(t) 8X(t')) nur von t =t — t' ab, und wir kdnnen iiber t=

(t+t")/2integrieren,

U

00—

( 5X() 8X(0')) = TdTe‘i(‘”*m')t Tdr e 2 " (5X(1)8X(0)) = 1 8(erte) S()

Auf der rechten Seite fiihren wir die spektrale Dichte S(w) ein. Sie ist (bis auf einen historisch

bedingten Faktor 2) die Fourier-Transformierte der Korrelationsfunktion

S(w)=2 T dt exp(-iot) (5X(6)5X(0))

Die Stédrke und das Frequenzspektrum des Rauschens werden durch eine solche spektrale Dichte
charakterisiert. Der Zusammenhang zwischen der spektralen Dichte (die auch in anderer Weise
eingefiihrt werden kann) und der Korrelationsfunktion ist auch unter dem Namen Wiener-
Khintchine ,,Theorem* bekannt. (Der hier nicht logische erscheinende Faktor 2 riihrt von die-

sem Zugang.)

Beispiele sind

¢ thermisches, weilles Rauschen:

Im klassischen Grenzfall (hohe Temperatur, ...) haben die Fluktuationen des Stromes I(t) =
(I) +8I(t) durch einen Widerstand R die folgenden Eigenschaften (Nyquist Rauschen)

(8l() =0

{ SI(t) SI(t) ) =2%T S(t-t) =  Siw)= 4%
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Die Korrelationsfunktion ist d-korreliert, d.h. es gibt keine Korrelationen zwischen den Wer-
ten des Rauschstroms zu verschiedenen Zeiten. Im Fourier-Spektrum bedeutet dies, dass die
spektrale Dichte frequenzunabhéngig ist, d.h. das Rauschen ist ,,wei3*. Meist kann angenom-
men werden, dass die Fluktuationen, die herrithren von sehr vielen einzelnen Prozessen, kon-
sistent mit dem Zentralen Grenzwertsatz Gaul3'sch verteilt sind. Die Stirke des Rauschens ist

proportional zur Stirke der Dissipation 1/R. Dies wird in folgenden Kapiteln begriindet.

Quantenrauschen eines Widerstands R (Johnson-Nyquist Rauschen)
Allgemeiner gilt fiir das Stromrauschen eines Widerstands
o

o
Si{(w)= 2 R coth KT

Diese Form kann in quantenmechanischen Modellen hergeleitet werden. Wir bemerken, dass
sie sich fiir h o << kT auf das klassische weile Rauschen reduziert. Unterschiede gibt es bei
tiefen Temperaturen oder hohen Frequenzen. Fiir hw >> kT findet man Sy(w) = 2h|oo| /R.

Dazu ein Zahlenbeispiel: mit h = 1,0546 10 erg sec und k = 1,38 - 1071 erg/K entspricht
eine Temperatur von T = 1K einer Kreisfrequenz @ = 1,308 10! sec”’ bzw. einer Frequenz
f=w/2n=21 GHz.

Schrotrauschen ist assoziiert mit diskreten stochastischen Prozessen z.B. Elektronentunneln.
Dafiir gilt (siche Ubungen)

eV eV

(81 81(1)) = G coth3or (1) = Si(@)= 2 coth g ———> 2el

2kT 1t o0
Auch hierzu ein Zahlenbeispiel: mit ¢ = 1,602 10" C und k = 1,38 - 1023 Joule/K entspricht
eine Temperatur von T = 1K einer Energie eV = 1 10"* [eV] ([eV] ist hier die Energieeinheit

Elektronvolt) und entsprechenden Werten der Spannung.

1/f - Rauschen

Hier ist die Frequenzabhingigkeit des Rauschspektrums
S(®) o 1/®

1/f - Rauschen wird in vielen Systemen bei niederen Frequenzen (o = 2nf) beobachtet, wo es
starker wird als das weile thermische Rauschen. In manchen physikalischen Systemen findet
man dafiir physikalische Erkldrungen. Uberraschend findet man 1/f - Rauschen aber auch in
ganz anderen Fillen, z.B. bei der Analyse der Schwankungen des Wasserstandes des Nils im
Altertum, bei klassischer Musik, beim Vogelgesang und so weiter. Eine universelle Erkldrung

dafiir ist noch nicht gefunden.
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3. Stochastische Prozesse
3.1 Begriffe, elementare Eigenschaften

Definition: Wir betrachten eine kontinuierliche [oder diskrete] stochastische Variable X(t) mit
Werten {x} [bzw. {X,X,...}] und definieren

* eine Wahrscheinlichkeitsdichte [bzw. Wahrscheinlichkeit]

p(xptr) =py (xp,t) = (3(X(t) —x1)) [{Oxt,).x,0 ]
p1 (X1,t1) dx; ist die Wahrscheinlichkeit, dass X(t) zur

Zeit t; Werte im Intervall x; < X(t) < x;+ dx; annimmt.

* gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte

P2 (Xt Xp,tp) = (B(X(ty) —x1) 8(X(tp) — x2)) [C8x¢t))x, OX(tp)x,) ]

Pn (Xl,tl; cees Xn,tn) = < S(X(tl) - Xl) . e S(X(tn) - Xn)> [( SX(tl)’Xl e SX(%)’XH> ]

* bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte

_ PaXpty;s Xp.t)

p1|1 (Xltl|X2t2) = <6(X(t2) _X2)> | X(t)=x Pl(Xl tl)
7X1 ’

Piin (X115 X0, o3 Xiootic | Xl 15815 -5 Xietnstcen)

(8(X(tir1) = Xier 1) - S(X(tyn) = Xien)) | X(t))=x 1, X(ty)=Xs, ..., X(ti)=x
1)7X1» )T ADs wees K%k

Pktn (X115 -3 Xicnoticn)
Pk (X15t15 -5 X ti)

 Analog gilt fiir mehrere stochastische Variablen X, X2, ..

p1 (xi D, x;@, o xy®, 1) = (8(XD(ty) — ;D) .. 8X®ty) — x; ™))

Eigenschaften
Positivitit P (X155 s Xpotn) = 0

Norm jdxl p1 (xp,t) =1
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Reduktion J‘dxn P (XPot15 -5 Xpotn) = Pt (X15t1s oo Xp1otnt)
also [dx, pijp (xptifxatp) =1
und del P1 (X1t P11 (Xptyfxo,t) = py (X2.t2)

Bei gleichen Zeiten  py|p (x1,t1[xp,t1) =8 (x1—X2) -

Zeitabhingige Momente beschreiben Korrelationen zu verschiedenen Zeiten

(X(ty) ... X(ty)) = Idxl ...jdxn X1 e Xp P (X165t o5 Xpoty) -

Stationédre Prozesse
Fiir stationire Prozesse gilt:  p, (Xp,t1; -3 Xpoty) = Pp (X5t +T s Xty ™T)

= pr(xpty) =p1 ()
P2 (Xputys X2,tp) = P (Xt —t2; X2, 0)

Klassifizierung von Prozessen: t; <t)<..<t,

a) rein zufilliger Prozess  (Beispiel: weilles Rauschen, kein Gedéichtnis)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir einen Wert x,, zur Zeit t, hingt nicht von den Werten zu

fritheren Zeiten ab
Protl (XDt1s 5 Xn_15tac1Xnstn) = P1(Xnotn)

< pp (Xt Xpaty) = p1 (Xt p1 (Xp.1) o p1 (Xpoty) -

b) Markov-Prozess (kurzes Gedéchtnis: ein Schritt lang)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir x,,,t, hdngt nur von x,_;,t, | ab, aber nicht von friiheren

Werten
Pt (X1t1 - XneDtn1Xnotn) = Pt (Xntotn—1 Xnotn) -
In diesem Fall héngt py); (xy.t1[x,tp) mit der Ubergangswahrscheinlichkeit zusammen (s.u.)
p3 (Xpt, Xooto, X3,t3) = Pa(XytisXanty) Po1 (XpstisXostalx3.t3)

= p1 (X1t P11t Xptixo.t2) prjp (X2,100X3,t3)

IdXz = py (X1t X3,t3) = Py (x1ty) jdxz pij (xptixa.t2) 1 (x2.talX3,83) -
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Andererseits gilt s (x,t1; X3,t3) = p1 (Xp.tp) P (XpptilXs:t3) -

Der Vergleich liefert die Chapman-Kolmogorov-Gleichung
pij (xptilxats) = [dx, pyp (xptilxa.t) piji(xa.bolxauts) -

Die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang zwischen x1,t; und x3,t3 kann zerlegt wer-
den in einen Ubergang zwischen x; und die Menge aller x5, gefolgt von einem Ubergang zwi-

schen x5 und x3.

c¢) allgemeine Prozesse (langeres Gedichtnis)

Hier kdnnen wir nichts weiter sagen, ohne den Prozess weiter zu spezifizieren.

3.2 Die master-Gleichung

Markov-Prozesse sind charakterisiert durch py(x,t) = p(x,t) und pyj; (x,t [ x',t"). Wir betrachten
daher

Q p (X t): lim p(X:t+At)_p(X9t).
o At — 0 At

Wegen p(x,t+At) = jdx] p(x1.t) P11 (1.t | X,t+At) kénnen wie die rechte Seite durch die Kombi-

nation lim é [pm (Xt XA — pypp (X1t x,t)] ausdriicken. Dazu entwickeln wir P11 unter
At —0

Beriicksichtigung, dass die Norm erhalten bleiben muss, .[ dx pyp xpt[xt+1)=1.D.h

P11 (X1t [ X,t+ At) = 8(x] —X) [1 — At J‘dxz Wi (X1, Xp) ] + At Wy (X1, X) .

Der Entwicklungskoeffizient W, (x1, X,) ist eine Ubergangsrate (Ubergangswahrscheinlichkeit

pro Zeiteinheit) von x; nach x,

9
ot

= p(x,0) = [dx, p(xp,0) [Wylx1, %) = fdxy Wilx), x9) 8(x; = x)]

o
5 POt =[x [p(x,t) Wix'x) — p(xt) Wyxx)] -
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Die Zeitentwicklung der Wahrscheinlichkeit aufgrund der Uberginge ist durch die master Glei-

chung beschrieben. Die oben gegebene Form bezieht sich auf kontinuierlich variierende, sto-

chastische Variablen. Fiir diskrete Variablen gilt analog

o0 =2 [p0x:0 Witk x) — pcst) Witxi, )]

1. Beispiel: Hiipfen auf einem Gitter

Wir betrachten ein Teilchen, das in einem 1-dimensionalen Gitter (Gitterplitze j= 0,+1, £2,...)
mit den Raten I'} bzw. I'; nach links bzw. rechts hiipfen kann, W (j, j°) = I'| 6 j.1 + I'y 8} j+1. An-

fangs sei es am Ursprung, p(j,0) = 6;. Gesucht sind die Wahrscheinlichkeit p(j,t), es zur Zeit t

am Ort j zu finden, sowie die verschiedenen Momente. Die zugehorige master-Gleichung lautet

o . . . .
ap(.],t) = 1_‘1” p(J_lat) + rl p(.]+17t) - (Fl + rr) p(.],t) .
Es bietet sich an, zundchst die charakteristische Funktion ¢(k,t) = ij(j,t) ') zu bestimmen.
Fiir sie gilt %d)(k,t) = [T} (eik— 1)+ 1 (e'ik—l)] ¢(k,t) mit der Anfangsbedingung ¢(k,0) = 1.
Die Losung lautet ¢(k,t) = exp{[I; (eik -1+ (e'ik—l)] t}. Durch Ableiten erhalten wir

1 d
.n = —
U = 5ae

Bkof _also 2B (j©>=T-Tt und (i) - (j) =M+ Tt

I
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist p(j,t) = jg—ke_lkJ ¢o(k,t). (Die Umkehrung der Fourier-
T
-

Reihe bringt die Beschrankung des k-Integrationsbereichs.) Zur einfacheren Auswertung betrach-
ten wir den Sonderfall I'y = I'; = I'. Dann gilt ¢i(t) = exp[2 " t (cos k —1)]. Fiir lange Zeiten, I"t
> 1, konnen wir entwickeln ¢i(t) = exp(-I "t kz) und erhalten eine GauB3-Verteilung

o0
. dk Ttkiki 1 2 . . .
p(.H) = | —e W = ———exp(—j~ /4Tt). Fir kurze Zeiten, I' t < 1, gilt dagegen das plau-
L 2n Vanl't

T
sible Ergebnis p(j.t) = I(zi—k [1+2T t(cosk—1)] e Ki=(1-2T 03,0+t +Ttd 1.
n

-

2. Beispiel: Geburt und Tod

Wir betrachten eine Population von n Bakterien zur Zeit t mit Sterberate (pro Bakterium) p und
Geburtsrate A. Dann entwickelt sich die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t gerade n Bakterien zu

finden, entsprechend
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% p(n,t) = A(n-1) p(n-1,t) + pu(n+1) p(n+1,t) — (An + un) p(n,t) .

Die Losung (wieder iiber die charakteristische Funktion) findet sind in dem Buch von Reichl
(Kap. 6.F):  (n(t)) =n(t=0)-e>Wt

3. Beispiel: Atome im klassischen Strahlungsfeld

Wir betrachten ein Ensemble wechselwirkungsfreier Atome Hpn) = E |n), mit Eigenzustinden
In) und Energieniveaus E,. Wir bezeichnen mit p(n,t) die Wahrscheinlichkeit, ein Atom zur Zeit

im Zustand [n) zu finden. Wir betrachten zunichst Uberginge, die durch ein extern angelegtes,

klassisches Feld induziert werden (eine oder viele Frequenzen)

= H=Hy+H;, H =V, ,cos(ot) oder H; = J-dco V(®) cos(wt) .

Die Eigenzustinde von H( bezeichnen wir mit [n>, die zugehdrigen Eigenenergien sind E,. Die

Stérung H; fiihrt zu Ubergingen zwischen den Zustéinden n und n'. Aus der Goldenen Regel

(zeitabhingige Storungstheorie) folgt die Emissions- bzw. Absorptionsrate

Wi = %" (0| V(o) n) 2 8(Ey ~ Eg £ ) .

Damit lautet die Mastergleichung fiir die Wahrscheinlichkeit, ein Atom im Zustand n zu finden,

0
5 P =2 [pM) Wasn— p(n,) W] -

n

3.3 Detailliertes Gleichgewicht

0
Im Gleichgewicht gilt P p®d(x,t) =0 also W(x',x) p®(x") = W(x,x") p®4(x). Fiir Systeme, die

durch eine Energie charakterisiert sind, gilt weiterhin (s. spater) p®d(x) oc exp[-E(x)/kT]. Daraus
folgt die Bedingung des detaillierten Gleichgewichts: das Verhiltnis der Ubergangsraten ist

durch den Energieunterschied zwischen Anfangs- und Endzustand festgelegt

WEx'\x) { E!x!—E(x')}
W(xx) =exp \— KT .

Fiir Atome im angelegten klassischen Feld, also nicht im Gleichgewicht, gilt diese Relation nicht.
Wenn die Atome aber im thermischen Kontakt mit einem Strahlungsfeld im Gleichgewicht sind,

muss dies gelten. Dies konnen wir explizit zeigen. Dazu miissen wir aber den Quantencharakter
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des Strahlungsfeldes beriicksichtigen. Der Hamilton-Operator des Strahlungsfelds wird ausge-

driickt durch die Erzeuger und Vernichter, a:;) und a,, der ®-Moden (Photonen) des elektromag-

: +
netischen Feldes mit Vektorpotential A(r,t) = ZA(D (r)e® Er lautet Hypp, = z ho(a, ag+ %),
(O] (0]
und die Stérung im Hamilton-Operator ist
+
Hy=> Ba, + B a,.
(O]

Die Operatoren B, B™ beschreiben die Kopplung von A an das Atom. (Im Moment brauchen wir

nicht mehr zu wissen.) Wichtig ist, dass die Ubergiinge gleichzeitig im Atom und im Strahlungs-
feld stattfinden. D.h. Anfangs- und Endzustand [1) = |n;,N;) und |[f) = [ngN¢) beziehen sich auf

die Zustinde der Atome n und die Besetzungszahlen N des elektromagnetischen Feldes mit dem
Energieunterschied E —E; = Ep. — Ep, 710 = 0. Das Matrixelement in der Goldenen Regel ist

nun

(n,|B|n.)(N_]a_[N.) fiir Emission eines Photons
(fHyfiy =4 0 17 T :
(nf|B+|ni><Nf|aw|Ni) fiir Absorption
In die Ubergangsrate fiir die Emission geht also ein |<Nf|a; |Ni>|2 =(N.|a,, ny><nyaj0 N
Wir summieren noch iiber alle méglichen Endzustinde Ny des Strahlungsfeldes, wovon ohnehin

nur der passende mit einem zusétzlichen Photon beitrdgt, und erhalten
;KN f|a; |Ni>|2 = <Ni|awaj0|Ni> =1+N. fiir Emission
f
NZ|<N clag |Ni>|2 = <Ni|a;aw|Ni> =N, fiir Absorption.
f

Wenn wir das System im thermischen Gleichgewicht betrachten, ersetzen wir N; durch den

thermischen Erwartungswert N; — N(w), d.h. durch die Bose-Funktion (siche spiter)

N(®) = [exp(h o/kT)— 1] '

Die Absorptionsrate ist proportional zu N(®), die Emissionsrate proportional zu 1+N(®). Sie er-

folgt aufgrund der spontanen (oc 1) und der stimulierten Emission (oc N(®)). Im thermischen
Gleichgewicht erfiillt das Verhéltnis der Ubergangsraten W, _, /W, = N(o)/[1 + N(o)].

Nach Einsetzen der Bose-Funktion, finden wir in der Tat, dass detailliertes Gleichgewicht gilt,

Wosn/Wh_sn = exp(—7 o/kT) , mit Ao=E,—-E,.
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Im Gegensatz dazu sind bei einem klassischen Feld die Absorptions- und Emissionsrate gleich
Wi—sn' = Wy Dies hat zur Folge, dass mehr und mehr Energie in das System der Atome ge-

pumpt wird. Es gibt also keinen stationdren Zustand. Um dies zu zeigen, betrachten wir den ein-
fachen Sonderfall W, _, = const. Dann ist der betrachtete Prozess dquivalent zum "Hiipfen auf

dem Gitter" allerdings mit der Nebenbedingung n > 0. Es ist leicht zu zeigen, dass in diesem Fall
die mittlere Energie ( E(t)) = zn E, p(n,t) mit der Zeit stindig zunimmt. Dies kann in getriebe-

nen Systemen (fiir nicht zu lange Zeiten) physikalisch korrekt sein z.B. beim Pumpen mit einem
Laser. Das klassische Feld ist dem oben beschriebenen Fall als Grenzfall enthalten, wenn wir

annehmen, dass das Bose-System eine unendlich hohe Temperatur T— o0 hat.

3.4 Die Fokker-Planck-Gleichung

In diesem Kapitel betrachten wir eine stochastische Variable X, die kontinuierliche Werte an-

nimmt und sich nur in kleinen Schritten dndert. Dies erlaubt es, eine Differentialgleichung in x zu
formulieren. Die Ubergangsrate Wy(x',x) und Wahrscheinlichkeitsverteilung p(x',t) werden nach

x'—x entwickelt
Wi(x',x) = Wi(x58), &=xx
S AR W) - 0o WD
Z E o0 2 oy W] -

Eingesetzt in die master-Glelchung finden wir die Kramers-Moyal-Entwicklung

L ox) = [dz p(xy W) [dz 22 [p0et) W, (x:0)]
+ = jd& a2 7 [P0t Wi (6B)] + ... — [dE pxt) Wy (x:8)
Da I dg W; (x:€) = Id& W; (x;—€), heben sich der erste und letzte Term weg. Wir vernachléssi-
gen hohere Terme und definieren die Momente der Ubergangsrate
= [ EW (D)= lim e & oy (et o+ A

- Jim K (Xt + A — XO]™) ‘X(t) N

Dann erhalten wir die Fokker-Planck-Gleichung (oder auch Smoluchowskii-Gleichung).

0
= 2= [ax0 plx, t>]+—— [@(x.Dp(x.0)] -



40
Wir kdnnen sie verallgemeinern auf mehr Dimensionen und mehr Komponenten (xy, Xp, ... XN),

z.B. 3-dimensionale Probleme (x, y, z) oder Ort und Geschwindigkeit (X, v)

Sl =T o 3000 ] B Lo (o0 )]

Die Momente bezeichnet man als Driftvektor

i(1) £) =i Xi(t+ At) — X;(t
* ({X}) At1§0< ( : v {Xk(t)zxk}

und Diffusionsmatrix

= a:?@ = _
alj ({x}t) = > Athr—n) oA < [Xi(t+ At) — X;(1)] [X (t+At) - X; (t)] ) {Xk(t) —x, } .

Wir definieren den Wahrscheinlichkeitsfluss

0
Ji (3,0 = o(D({x,0) p({x},t)—% Za_xj [oi D({x}.0) p({x3.0)]
]

Dann nimmt die Fokker-Planck Gleichung die Form einer Kontinuititsgleichung fiir die Wahr-
scheinlichkeit an.

8 8
o P2 o
1

Beispiel: Random Walk in externem Feld

0 a X=ma

Pro Zeiteinheit At sei die Wahrscheinlichkeit fiir einen Schritt nach rechts q, und fiir einen Schritt

nach links 1—q. Dann definieren die Momente

1 —
a<1>=§ (X(tHAD) - X (1) ‘X(): =y a1 +(-q) - (Dl=77 Qq1) =v
= a@= 2 a2 a2

a® = ([X(thAt) - XO) ‘ = S a1+ (19 1] = 55 =D

X(t) =

eine mittlere Driftgeschwindigkeit v und Diffusionskonstante D. Damit gilt

0 0 02
ot P =-vao p(xt)+Da 5 p(x). v
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Die Fokker-Planck-Gleichung reduziert sich hier auf eine Diffusionsgleichung. Deren Losung

lasst sich nach Fourier-Transformation p(x,t) = Iczl—k p(k,t) elk* einfach finden. Es gilt
T

% p(k,t)=—(ikv + Dk?) p(k,t) = p(k,t) = A exp{—(Dk?+ik v) t}

=  p(xt)= exp[—(x—v t)2/4Dt] .

4nDt
Die Konstante A ist durch die Normierungsbedingung ( I dx p=1) und Anfangsbedingung (x(0) =

0) bestimmt. Die Momente von p(x,t) erfiillen ( x(t)) = vt und (x()?) —(x(t))2=2Dt.

3.5 Langevin-Gleichung
Eine weitere Beschreibung stochastischer Prozesse bietet die Langevin Gleichung. Beispiele sind:

3.5.1 Brown'sche Bewegung ohne Felder

Die Brown'sche Bewegung beschreibt ein Teilchen, das sich in ei-
nem Medium vieler kleiner Teilchen bewegt, die verantwortlich
sind fir die Ddmpfung mit Konstante y und entsprechendem Rau- %, / 0{
schen. Die Geschwindigkeit v erfiillt Langevin Gleichung

m\./+myv=é(t).

Sie enthélt &(t), eine (rein zufillige) stochastische Kraft = Rauschen, verursacht durch Stée mit

den anderen Teilchen. Bei der Brown'schen Bewegung nimmt man an

(€M)=0 , (&MHEt') =qd(t-t) .

D.h. die Spektraldichte, definiert durch

0

S(@) =2 [ d(t-t)et) (gvEr)) =24,

—00

ist unabhédngig von der Frequenz. Dies bezeichnet man als “weilles Rauschen”. Dariiber hinaus
wird gewohnlich angenommen, dass (t) GauB-verteilt ist. Das heilit, die Verteilungsfunktion
fiir die Funktionen &(t) ist

P({E0}) o expl- - [arE)

(Zur Interpretation siehe die diskrete Version weiter unten.) Die hoheren Momente erfiillen dann
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(&tpe(t)s(ts)) =0

(E(tDE)E(t)E()) = a2 [8(t—t2)3(t3—tg) + 8(t~t3)3(tytg) + 8(t~ta)3(tr3)] -
I.A. konnen bei der GauB3-Verteilung auch Korrelationen zu verschiedenen Zeiten bestehen
P({E®}) = expl- - ] d'&0 ¢ -0 60}
Dann gilt ( §(t) &(t")) = g(t-t'). Das Modell der Brown'schen Bewegung mit ,,0-korreliertem Rau-
schen* nimmt an, dass g(t) = o(t).

Zur Erlauterung der Begriffe betrachten wir eine diskrete Version. Wir wihlen diskrete Zeiten ty,
ty, ... mit Zeitintervallen t;-t;_; = At, die klein sind im Vergleich zur Reichweite der Korrelationen
g(t-t"). D.h. &(t) = &; ist ungefdhr konstant im Intervall t;-At/2 ...t;+At/2, und es gilt

1 ) 2
p({&i}) oc exp{- EZ EiAjj &} . mit Ajj= At g (it
ij
In dieser diskretisierten Form sieht man leicht, dass (&; ) =0und (&; ‘ij> = Ai'j1 )

. o . 1 ¢ .
Die Langevin-Gleichung hat die Losung v(t) =v, e "'+ — '[ dt' e 7 gy
m
0
t t

1 2
= (vt V() =v2e i)+ % [dt; [ dt, e tremt=6) 5t — )

— v 2 e () 4 2—;31? (e7 It _ v (titt))

Fir grole Werte t;, t, >> y ist die Korrelationsfunktion unabhéngig von den Anfangsbedingun-

gen, d.h.

9yt m 2y M9
(vt v) =3 5 e und S (V%) = 5

1
Im thermischen Gleichgewicht gilt der Gleichverteilungssatz ( Eyj,) = % <V(t)2> =3 KT (sie-

he spiter). Der Vergleich zeigt

| q=2mykT |

D.h. die Stirke der Fluktuationen (q) und der Dissipation (y) hdngen zusammen. Dies ist die Aus-

sage des allgemein giiltigen Fluktuations-Dissipations-Theorems (siche Kap. 8).

t
Als néchstes bestimmen wir x(t) =xg + jdt "v(t')
0
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t t
= (W) -x?) = [dt' [dt" (v(tw()
0 0

2

q (=Y q q

(P -53) T t t- o™ = t.
2ym y*m Y3m t = o0 y2m2

Der Vergleich mit dem Diffusionsproblem, < [x(t) — x0]2> =2 D t, liefert die Einstein-Relation

fiir die Diffusionskonstante

__9 _ kT
2¥2m?  my’

Die Langevin-Gleichung ist dquivalent zu einer Fokker-Planck Gleichung mit stochastischer Va-

riable v. Die Momente sind

a(l) _ lim < V(t + At) - V(t)

At—0 s =y Y
3 0@ = tim (e g Vo) im L (e [ SO
2 At — 0 2At V(t)=v At — 0 2At ' m
. 1 t+At  t+At 5 .y
- Athfoz_m( [ dr! r—<a(r)a(r)> +0(d) =35 =pP= L kT
8 y . 02
= ot PViH = va V(v + 1 KT =5 p(vit)

2
Eine stationire Losung ist p®d(v) oc exp (- ﬁ) :

3.5.2 Brown'sche Bewegung in einem Potential U(x)

Hier kommt die Kraft hinzu, die vom Potential her- A U(x)

N,
m x +myx+ U(x)=&(t) \ '\ \&

]

riihrt. D.h. die Langevin-Gleichung ist

Wir nehmen an, dass das Rauschen unabhéngig -

vom Potential und Gaul}'sch verteilt ist
(&) =0, (EME)) =2myKT 3(t-t") .

Das Problem hingt nun von zwei Variablen x und v ab



44
u
Vo 28

Fiir die dquivalente Fokker-Planck Gleichung benétigen wir

A

a, D= lim ¢ Z)t( = ,

At —0 x(t) =x;v(t)=v

) Av U'(x

ocV(l)Z lim ¢ At . Z—yV—Jm—2

At = 0 x()=x;v(t)=v

1

o D=0 ocxv(z) =0 5 ocw(z) =Dy2= % kT

0 0 0?
= atp(xvt) { V+g[yv o } kTa—}p(xvt)

Dies Gleichung wird als Kramers oder Klein-Kramers Gleichung bezeichnet. Eine stationdre

2
Losung ist p®d(v) oc exp {— [ +U(x)]/kT}.

3.5.3 Starke Dampfung

Fiir starke Ddmpfung gilt my X + U'(x) = &(t). D.h. wir betrachten nur x und seine Momente

A '
o= lim () -t
At — 0 X(t) = my
La®= lim L<[
2 At— 0 2At X(t) =x
1 1 t+ At t+ At kT

Atl.—>02_At(mY)2 {dr Idf (E(E(T)) +0@n="—

2
= %p(x,t)Zni {aU(X)JrkTa—} p(x,t) .

Diese Gleichung wird als Smoluchowskii Gleichung bezeichnet. Eine stationdre Losung ist

p°(x) oc exp [~ UX)/KT |.
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3.6 Thermische Aktivierung (Kramers’ escape rate)

Wir betrachten ein Teilchen, das sich an-
fangs in einem metastabilen Minimum eines
Potentials U(x) befindet. Die Frage ist, was
ist die Rate dafiir, dass das Teilchen die

Barriere thermisch aktiviert iiberquert.

Wir nehmen hier den Fall starker Ddmpfung

an, beschrieben durch die Smoluchowskii-

Gleichung

0 0
2t P =—730 I

J(xt) =-— mLy [U’(x) + kT a_a)J p(x,t) =— % e UX)/KT %{eU(X)/kTp(X, t)} .

Wir suchen eine Losung mit konstantem, zeitunabhidngigem Wahrscheinlichkeitsstrom J(x,t) = J.
Dieser sei klein, so dass p(x = X.ni,) durch die Ubergéinge wenig beeinflusst ist und stationdr

bleibt. Durch Integration iiber x von X,;,,, der Lage des Minimums, bis x3, einem Punkt weit weg

VOn Xpip, €rhalten wir

X3
kT , kT :
J j dx eUX/KT = _m—y [eU(X3)/kT p(X3) — eUEmin)/kT p(Xmin)] - m—y eU(Xmin)/kT P(Xnin) -
X min

Wir haben x5 so gro3 gewdhlt, dass p(x3) = 0.
Weiterhin gilt in der Nahe des Minimums p(X=X i) = P(Xpip) € L0 Vemin) AT D h. die Wahr-
scheinlichkeit, das Teilchen nahe x,;, (im Bereich x| < x <Xx,) zu finden, ist

X2 X,
p=[ dx p(x.) = Pltginet) eV KT [ dx e UCOKT

X X
Wenn x;und x, geniigend weit weg von X,,,;, sind, hdngt p nicht von xjund x, ab (s.u.).

Das Verhiltnis von J und p definiert die Ubergangsrate I' = J /p. Eingesetzt erhalten wir dafiir

X3
[ dxrUOOAT

min

kT

X] X

1 *2
= :}Jz _ my J dx ¢ UGVKT

Die Rate kann also ausgedriickt werden durch zwei Integrale. Der Hauptbeitrag
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1
des 1. Integrals kommt von X = X,in: UX) = Ui + 5 m (Drzn in (x— Xmin)2 + ...

~ . ~ 4 2
das 2. Integral von X = X, : Ux) = Upax — pmo (x— Xmax)2 T

Dies bedeutet beide Integrale sind Gauf'sch und hingen nur schwach von den Grenzen ab. D.h.

Omin Omax e—AU/ kT

rm ==,

Die thermisch aktivierte Ubergangsrate hiingt exponentiell von der Barrierenhdhe und der
Temperatur ab. Der Vorfaktor ist spezifisch fiir den betrachteten Grenzfall starker Ddmpfung, der
Exponent ist dagegen allgemein giiltig. Fiir allgemeine Stirke der Ddmpfung findet man von der
Klein-Kramers Gleichung [siehe H.A. Kramers, Physica 7, 284 (1940)]

2/4 2 1/2 _ /2 ' B
F(T) = (Y + (Dmax ) ¥ 0‘)2mm e AU/KT )
T

max

Bei tiefen Temperaturen verschwindet die thermische Ubergangsrate exponentiell. Bei quanten-
mechanischen Problemen erwarten wir aber, dass das Teilchen auch durch die Barriere tunneln
kann. Auch die Rate fiir das Quantentunneln héngt exponentiell von der Barrierenhéhe ab. In
WKB Niherung gilt

7,2AU]
ho

min

[ ocexp{- % '[ dx \/Zm[U(x)—Umin] } = exp[_

min

Den numerischen Faktor 7,2 findet man, wenn das Potential gegeben ist durch U(x) = ax? — bx3.

3.7 Modelle fiir Dissipation

Bisher haben wir die Langevin Gleichung nur als Modell postuliert und gezeigt, dass sehr allge-
meine Begriffe des thermischen Gleichgewichts wesentliche Einschrankungen liefern. Es ist be-
merkenswert und demonstriert die Starke der statistischen Konzepte, wie viel aus so allgemeinen
Bedingungen hergeleitet werden kann. Andererseits bleiben verschiedene Verallgemeinerungen
und Fragen, z.B. wie das Konzept der Dissipation auf die Quantenmechanik iibertragen werden
kann, dabei offen. Ziel dieses Kapitels ist daher zu zeigen, wie die Langevin-Gleichung mit
Dampfung und Rauschen aus einem mikroskopischen Modell hergeleitet werden kann. Die Lan-

gevin-Gleichung lautet
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. . d
mx +myx +5- U(x) = &(t)
mit (&(t)) =0, (EME)) =2myk T d(tt"), und &(t) sei GauB-verteilt.

Als erstes Modell bietet sich die Brown'sche Bewegung an: das herausgegriffene Teilchen mit der
Koordinate x wechselwirkt (stoft) mit vielen anderen kleineren Teilchen. Konzeptionell ist dieses

Modell ansprechend, aber es ist nicht bequem durchformulierbar.

Ein anderes und rechnerisch bequemeres Modell be-
steht darin, das Teilchen (bi-)linear an ein geeignetes
Bad harmonischer Oszillatoren anzukoppeln. Das
Modell ist beschrieben durch die Hamilton Funktion

H=Ho + HBad
>
Ho= m + U(x)
2
N P: M.
_J_ 102 2

=

Die Verteilung der Frequenzen Q; (0 < Q; < €¢) und die Kopplungsstérken ¢; definieren eine
,Spektralfunktion’

N 2
== G s )
2~ M.Q. 7
=l 177
Behauptung:

a) Im Folgenden betrachten wir den Fall, dass N sehr grof3 ist, N— oo, und die Badfrequenzen
Qj dicht liegen (d.h. J(w) ist eine kontinuierliche Funktion). In diesem Fall beschreibt das
Bad-Modell eine allgemeine lineare Dissipation und zugehdriges Rauschen, konsistent mit
dem Fluktuations-Dissipations-Theorem.

b) Fiir die spezielle Wahl der spektralen Dichte J(®w) = my o fiir 0 < ® < o (d.h. linear in ® und
die maximale Frequenz des Bades () ist unendlich) reduziert sich das Modell auf eine Lan-
gevin-Gleichung mit geschwindigkeitsproportionaler Didmpfung m y x und 8-korreliertem
Rauschen.
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Beweis:

a) Die Bewegungsgleichungen fiir das Teilchen und die N Oszillatoren sind

m X +U‘(x)—z G (Xj——cj— x) =0
J

oy
MJQJ
.o C:
. . . .2 .__J_ = .:
M; X + M2 (X Mo x) =0 i=1,.,N .

Die Losungen der Bewegungsgleichungen fiir die Badkoordinaten (getriebene harmonische Os-

zillatoren) sind

X;(t) = jdt' sin [ (t-1)] x(t) + X;Ot) .

JJto

Xi(t)
Die Losungen der homogenen Gleichung X; (O)(t) X; (to) cos ;(t-to) + —J—O sin ((t-tg) hén-
J

gen von den Anfangsbedingungen des Bades zur Zeit t; ab. Eingesetzt ergibt dies

. N ¢? ¢
m X + U'(x) + E MjJQ? {x - t{ dt' sin [ (t-t)] x(t) } = &(t)

mit

N
n= > X9@.

j=1
Nach einer partiellen Integration, mit x(ty) = 0, finden wir fiir die geschweifte Klammer
t .
= [ dt' cos [ ()] x(t) .
{

Wir verwenden nun

fop © N (;2
l_f.}= Id(o > ]
2 2
Mj Qj R Mj Qj

M

5 T 23@) e _
(-9 {.} = [do === [ dt' cos [o ()] x(t)
=1 o T @

und vertauschen die Reihenfolge der Integrationen j do j dt'.... Dann gilt
oo ® .
mx + m j dt' T(t-t') x(t) + U'(x) = &(t)

mit

I(t-t) = j do2 J(O’) cos [o(t-t)] O(t-t) .
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Hier haben wir tj— —oo gehen lassen. Durch die Wahl der Funktion J(®) (fiir N — o0) konnen wir

eine beliebig frequenzabhingige, aber lineare Dampfung, charakterisiert durch eine allgemeine
Response Funktion I'(t—t') produzieren. Dies wird deutlich im Fourier-Raum, wo gilt

~mo?x(0)+ imo (o) x(o) + J- dt' et U'(x) = &().

Der Term auf der rechten Seite ist ein Rauschterm, da er von den Anfangsbedingungen abhingt,

von denen wir annehmen, dass sie zufillig gewahlt werden. Es ist sinnvoll anzunehmen, dass
(Xj(to)) = (Xj(tp)) =0
(Xilto) Xj(to)) o 85 5 (Xilto) X;(tg)) =0, ... .

Aus dem klassischen Gleichverteilungssatz, bzw. der quantenmechanischen Verallgemeinerung
(siehe spiter) folgt

M: M. .
5102 (X)) =3 (X))

1
, , 5 kT klassisch, fir kT » h Q:
h Q] cofl h Q] )2 ]

4 2kT |1

2 h € quantenmechanisch im Grundzustand

= (&) =0
)
CEOEM)) = X ¢ [(X(to) > cos Qj(t-1g) cos Qj(t'to) + Msin Qy(t-tg) sinQ(t 1) ]
j j
2 hQ. hQ
= Zl: M?Q? Tj coth SKT €08 Qj(t—t')
= ]

G ho
= — | do coth—— J(®) cos[o(t—t")] .
n£ 7 (@) coso(t=1)]

Die Spektralfunktion des Rauschens ist also

S(0) = f coth2-2 J(w) fiir >0,
2KT

Dieser Zusammenhang zwischen der Spektralfunktion des Rauschens S(®) und der Response-

funktion J (@) entspricht dem allgemeinen Fluktuations-Dissipations-Theorem.

b) Wenn wir nun fiir J(o) die spezielle Wahl J(w) =m y o treffen, finden wir
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Ity = %Tdco cos o (t—t') B(t-t") = 2 y O(t—t")o(t-t") =7 o (t-t")
0
und damit eine Langevin-Gleichung mit geschwindigkeitsproportionaler Ddmpfung
mX +myx +dix U(x) = &(t) .
In dem Fall ergibt sich fiir das Rauschspektrum

Ao
S(w)=my hwcoth—— .
(®) Y T¥T

Dies reduziert sich im klassischen Grenzfall kT > 7 o auf das weille Rauschen S(®w) =2 m vy kT,

was bedeutet, dass die Fluktuationen d-korreliert sind

(&ME(t)) =2my kT 5(t-t') .

Bemerkungen und Erginzungen:

Bei der Herleitung der Langevin-Gleichung haben wir angenommen, dass Q. — o und N — oo.
Wenn die obere Badfrequenz € endlich ist, ist das Rauschen nicht d-korreliert, sondern es beste-

hen Korrelationen auf einer Zeitskala von der Ordnung 1/Q).. Dies entspricht durchaus physikali-

schen Situationen. Die oben angegebenen allgemeinen Ausdriicke beschreiben auch diese Situa-

tion.
Fiir endliche Systeme, d.h. endliches N, findet man einen Poincaré Zyklus:

e Jedes endliche System kommt man nach geniigend langer Zeit wieder beliebig nahe an den

Anfangszustand zuriick.

Betrachten wir als Beispiel einen Oszillator mit Frequenz €, gekoppelt an N Oszillatoren mit
(kommensurablen) Frequenzen Qq, €, ... Q. Dann sind wir zur Zeit t,, die gleich dem kleinsten

gemeinsamen Vielfachen aller 1/Q); ist, wieder genau beim Anfangszustand. Ein endliches Bad

kann also nicht Dissipation und Relaxation beschreiben. Dies kann nur im Grenzfall N = oo vieler
Freiheitsgrade gefunden werden. Allerdings nimmt t, mit zunehmender Zahl von Oszillatoren

sehr stark zu (wie eN). Da die Welt endlich ist, konnen wir also schlieBen:

* Dissipation ist eine Illusion, der wir uns aber getrost hingeben konnen, da es sehr lange dau-

ert, bis wir dies als Illusion erkennen.
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Dissipation in der Quantenmechanik

Das Bad-Modell ist auch geeignet, um Dissipation in eine quantenmechanische Beschreibung
einzubeziehen. Dies wurde in einer wichtigen Arbeit von Caldeira und Leggett (A.J. Leggett
erhielt den Nobelpreis Physik 2003, allerdings fiir andere Arbeiten) demonstriert. Dazu muss die
oben gegebene Hamilton Funktion als Hamilton Operator interpretiert und das Problem quanten-
mechanisch weiterbehandelt werden. Die oben angedeutete Quanten-Langevin-Gleichung, d.h.
die klassische Bewegungsgleichung (linke Seite) mit Quantenrauschen (auf der rechten Seite) ist
dagegen nur in Sonderfillen giiltig (z.B. wenn U(x) auch harmonisch ist). Im Allgemeinen ist es

inkonsistent, Quanteneffekte nur zum Teil (im Rauschen) mitzunehmen.
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4. Statistische Mechanik

4.1 Gibbs-Ensemble, klassische Liouville-Gleichung und fundamentales Pos-
tulat der klassischen statistischen Mechanik

In der klassischen Physik ist der Zustand eines Sys-

tems von N Teilchen beschrieben durch 3N Koordi-
naten qp, ... qz3n und 3N Impulse py, ... p3n, d-h.

durch einen Punkt x = (p,q) = (p, --- P3N> 915 - A3N) ﬁ:

x(t
im 6N-dimensionalen Phasenraum I'. Die Hamilton- q; x (t 1) ( 2)
Funktion H(p,q) beschreibt die Zeitentwicklung
j - aq‘ H J - ap. .
j i P,

Da die Phasenraumgeschwindigkeiten x = (p.q)
eindeutig durch die Punkte x = (p,q) bestimmt sind, )

kreuzen sich die resultierenden Trajektorien x(t) nie.
Wenn die Hamilton-Funktion H zeitunabhéngig ist, ist die Energie eine Erhaltungsgrof3e
H(x)=E =const ,

d.h. die Bewegung erfolgt auf einer (6N—1)-dimensionalen Hyperfldache. Je nach System kann es
weitere Erhaltungssitze geben, z.B. fiir den Gesamtimpuls Py, = const oder Gesamtdrehimpuls

L, = const. Dies fiihrt zu weiteren Einschrinkungen im Phasenraum. Hier betrachten wir Sys-

teme, die nicht translationsinvariant und nicht rotationsinvariant sind. Dann ist nur die Energie

und die Teilchenzahl erhalten.

“Statistisches Ensemble”: Wir betrachten nun ein Ensemble identischer Systeme. l.a. kennen
wir die 6N Anfangsbedingungen jeder einzelnen Realisierung nicht und daher auch nicht die fol-
gende deterministische Zeitentwicklung. Meist interessiert uns nur die “Gibbs-Verteilung”, die

Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum, p(x,t). Hier bezeichnet p(x,t) dx die Wahrscheinlich-
keit, dass eine Realisierung des Ensembles zur Zeit t Impulse im Bereich [p;, p; + dp;] und Ko-

ordinaten im Bereich [q;, q; + dq;] miti1=1, 2,... 3N hat. Weiterhin gilt d x = Cy\ d3Np @3Nq .

Dabei ist die Konstante Cy; so gewihlt, dass dx und p beide dimensionslos sind (siehe spiter).

e Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist normiert und erlaubt es, Momente zu berechnen,

Norm jdx p(x,t) =1
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Mittelwert einer physikalischen Grofe 0 = J dx O(x,t) p(x,t) , usw.

e Die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(x,t) entwickelt sich in der Zeit im Phasenraum wie eine

stromende Fliissigkeit,

d d .
4t PO =5 p(xt) +x-Vp(xt) =0.

Zum Beweis betrachten wir ein Volumen V(y in I' mit Oberflache S,. Sy
Die Wahrscheinlichkeit, das System im Teilvolumen V| zu finden, //
p(Vo) = | dxp(x.) ' g
Yo " Yo
d 0 g
dndert sich in der Zeit m p(Vpt) = | dx 2 p(x,t) , weil es einen 7
\Y
0

Fluss von Wahrscheinlichkeit aus dem Volumen V(y durch die Oberfliche S gibt

d . .

G PVoD = [dSXp(x) = - [ dxV[Xp(x)] -
S \Y
0 0

0 0 0 0
Die letzte Form mit V = (51 y e M , 67!1 - %j ergibt sich aus dem Gaufl'schen Satz in

6N Dim. Da V, beliebig gewéhlt werden kann, liefert der Vergleich % p(x,t) + V [x p(x,t)]=0.

3N
Aus den Hamilton-Gleichungen folgt Z(iq i +ip j] = Vx =0 und damit % p(x,t) + X
I

é‘qJ apj
d
-V p(x,t) = 0. Also verschwindet die totale Ableitung, a p(x,t) = 0, d.h. die Wahrscheinlich-

keitsdichte p(x,t) dndert sich nicht in Punkten, die sich mit den Trajektorien x(t) bewegen (wie

bei einer inkompressiblen Fliissigkeit). Dagegen dndert sich p(x,t) bei festem x.

Der Operator

A 3N
xVA=iL A=) MO N MO, = {HA}
=1 apj aqj 6qj @pj

definiert den klassischen Liouville-Operator L und die Poisson-Klammer {..,..}. Damit gilt fiir

die Zeitentwicklung der Gibbs-Verteilung die ,,klassische Liouville-Gleichung*

.op o )
1—=Lp=-1{H,p} .
o P {H.p}
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Die klassische Liouville-Gleichung wird oft als sehr fundamental angesehen. Sie beschreibt aber
eine zeitumkehrinvariante Entwicklung und ist daher nicht befriedigend fiir die meisten klassi-
schen Probleme, wo Relaxation zu einer Gleichgewichtslosung und Dissipation eine wesentliche
Rolle spielen. (Da der Liouville-Operator L hermitesch ist, hat er reelle Eigenwerte und be-
schreibt daher nur Oszillationen aber keine Relaxation). Daher bleibt die Frage, wie Relaxation
und Dissipation zustande kommen, offen. Eine Erkldrung bietet die Kopplung an ein unendlich

grofles Bad, die wir in Kap. 3.7 diskutiert haben.

Stationire Losung der Liouville-Gleichung:

0
Eine Gibbs-Verteilung, die nur iiber die Energie von x abhéngt, ist stationdr P p(H(x)) = 0. Dies

ist durch Einsetzen in die Liouville-Gleichung zu beweisen.

Wir bezeichnen das 6N-dimensionale Volumen im Phasenraum von Zustdnden mit Energie H(x)
< E mit Q(E) und die Oberfldche von Q(E) mit 2(E)

Q(E) = j dx 0(E-H(x)) ; ¥(E) = 3—% = j dx 8(E — H(x)).

Das bedeutet Z(E) dE ist die Zahl der Zustinde mit Energie E < H(x) <E + dE.

Fundamentales Postulat der klassischen statistischen Mechanik:

Fiir abgeschlossene Systeme mit erhaltener Energie E, die als mikrokanonisches Ensemble be-
zeichnet werden, gilt im Gleichgewicht: alle Zustinde mit Energie H(x) = E (genauer gesagt mit
Energie im Fenster E <H < E + dE) sind gleichwahrscheinlich. D. h.

1/[2(E)dE] firE < H(x)< E +dE

p%d (x) = ﬁ 8(E—-H(x)) = { 0 sonst

Der Phasenraummittelwert eine physikalischen Grof8e O(x) ist dann gegeben durch

_ 1
Op = G j dx 8(E - H(x)) O(x).

Ergoden-Hypothese

Nach geniigend langer Zeit kommt das System jedem Punkt im Phasenraum, der mit den Erhal-

tungssitzen vertrdglich ist (hier nur die Energie), beliebig nahe. Der Zeitmittelwert

— 1 o : — —

Oym= lim — jdt O(x(1)) ist gleich dem Phasenraummittelwert, O, = Og . Die Mittelung
T—>0T)H
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kann also auf zwei Arten erfolgen: entweder werden viele Messungen an den verschiedenen Rea-
lisierungen eines Ensembles durchgefiihrt, oder wir kdnnen an einem System wiederholt Mes-

sungen zu verschiedenen Zeiten durchfiihren.

4.2 Dichtematrix, quantenmechanische Liouville-Gleichung und fundamen-
tales Postulat

Wir fassen einige Begriffe der Quantenmechanik zusammen, u.a. um die Notation einzufiihren:

Reine Zustinde

- Ein quantenmechanisches System ist beschrieben durch den Hamilton-Operator H , reine Zu-

stainde durch Zustandsvektoren (Wellenfunktionen) |y ).

- Es gilt das Superpositionsprinzip: Wenn |y ) und |y, ) mogliche Zusténde sind, dann ist auch

die Linearkombination |y ) =a |y ) + b |y, ) mit komplexen Koeffizienten a und b ein mogli-

cher Zustand.
0 A
- Die Zeitentwicklung folgt aus der zeitabhdngigen Schrodinger-Gleichung iha lv) = H|y),
d.h. fiir zeitunabhingige Hamilton-Operatoren gilt im Schrodinger-Bild

(1)) = exp(-iH th) [p(0)).

~iE,t/h

- Fiir stationdre Zusténde gilt |y,(t)) =e |y, mit H W = Eq Wy

- Im Heisenberg-Bild sind die Operatoren zeitabhéngig. Der Zusammenhang der Operatoren in
beiden Bildern ist gegeben durch OH(t) = HVh G S e HU7 Fiir nicht explizit zeitabhén-

gige Operatoren 0) gilt die Heisenberg-Bewegungsgleichung
., 0 A ~A
—1ha Oyxt)=[H,Ox®)] .
- Die Zusténde sind i. A. normiert (y |y )= 1.

- Die Phase ist beliebig, d.h. [y) ist Aquivalent zu ei® |y). Relative Phasen spielen eine Rolle.

- Die Zustandsvektoren konnen entwickelt werden in eine orthogonale, normierte, vollstandige

Basis (z.B. die Eigenzustinde des Hamilton-Operators):

[v)=2 cpln),  (n[n)=8,y, X |n)(n|=1.
n n
- Die physikalischen Observablen sind beschrieben durch Operatoren mit den Erwartungswerten

(O)=(y|Oly)=">" c,cn (n|On').
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- Im Allgemeinen gilt eine quantenmechanische Unschérfe (y| ©2|w> — vy o) hy)? #; o 0. Die

Messwerte sind scharf, wenn |y) Eigenzustand von O ist.
- Projektionsoperatoren projizieren auf einen ausgewihlten Zustand, z.B. auf einen Basisvektor
In), P,=|n)(n|, oder auf einen Unterraum P{n~} =2 |n; ) (n]. Sie erfiillen PZ=p.
1
- Die Spur ist invariant unter zyklischer Vertauschung im Argument tr( ABC) =tr (BCA )=...

- Mit Hilfe von Projektoren kdnnen wir den Erwartungswert als Spur schreiben

(w]Oly) = (ylOmh)(nly)=tr [P, O.

Statistische Zustinde, Gemisch

Zur quantenmechanischen Unschérfe kann noch eine statistische Unsicherheit kommen: Oft ken-
nen wir nur die (klassische) Wahrscheinlichkeit W,, (mit 0 < W, < 1, X, W, = 1), dass das System
im Zustand |n > ist. (Beachte den Unterschied zu einer Superposition von Zustdnden.) Eine solche
Situation bezeichnen man mit Gemisch. Wir bezeichnen den statistischen Mittelwert durch den
Querstrich, den quantenmechanischen Erwartungswert durch die spitzen Klammern. Zusammen

liefern sie den quantenstatistischen Mittel- bzw. Erwartungswert
(0) = ZWn<n|(5‘n> - tr[f) 6] .
n

Hier haben wir die Dichtematrix f) eingefiihrt,

@:Wn‘n><n| .

Im dem eben betrachteten Beispiel ist ;A)diagonal in |n), i.a. ist aber ;Seine nicht-diagonale Mat-

rix. Z.B. koénnen die Wahrscheinlichkeiten W\|1 der Realisierung der Zustinde |y > = Z Cy.n [n)
n

gegeben sein. Dann gilt E = Z Ww<w|(§‘\y> = tr[f)(ﬂ mit [32 Z Wy W) (y|. In der Basis
v v

In> erhalten wir dann

‘;:Z W\lf (W) wl= z (z chw,n C::,n')|n><n,|: Z |nv>pn,n'<n'|
n,n' \} n,n'

vy

P P2

‘ s
mit Py = Z Wy c\v,n C\V,n': P2 P
W . .



58

Zusammenfassend gilt:

® Die Dichtematrix ;A) ist normiert (tr [S = 1), hermitesch ([S t= ;3), und positiv definit (fiir alle
Zustande gilt (y| E) v ) > 0). Jeder Operator, der dies erfiillt, ist eine mogliche Dichtematrix.

Mit ihrer Hilfe erhdlt man quantenstatistische Erwartungswerte 0y = tr[ﬁ@] .

Natiirlich kdénnen wir ;3 diagonalisieren. Dann hat ;A) die oben gegebene Diagonalform, wobei
| n) und W, die Eigenzustinde und Eigenwerte von 13 sind. Unter Umsténden stellt man aber
auch auf Grund physikalischer Argumente fest, dass ;3 in einer gewissen Basis diagonal ist. Zum

Beispiel reduziert sich ;3 im obigen Beispiel auf eine diagonale Form, p_ .= W3 wenn die

n,n'’

0y, -0

Nichtdiagonal-Elemente p le " aufgrund stochastisch verteilter Phasen (Phasen-

n,n' :| p n,n'

faktoren e'“" der Koeffizienten Cyn im Beispiel oben) im Mittel verschwinden:

>

pn,nv oc el(ln oy = 8n,n' :
Dichtematrizen beschreiben auch reine Zustinde. Z. B. gilt fiir |y ) : ;A)= |y ) (y|= Py,y.Inder
*
c c
y,n y,n

ein Projektor ;)2 = ;3 . Dagegen gilt fiir ein Gemisch E) 24p.

Basis [n) ist die Dichtematrix i.A. nicht-diagonal, p, o = ,. Fir reine Zustande ist [3

Die Zeitentwicklung der Dichtematrix folgt aus der Schrodinger-Gleichung ih%| n) = fI| n)

und — ih%(n |=(n|H. Das bedeutet ih%ﬁ(t) => W, (An)(n|—[n)(n|H) . Dies
n
liefert die quantenmechanische Liouville-Gleichung (von Neumann-Gleichung)

0. A
1h—p(t) = [H, p] .
atp() [H, p]

(Die Heisenberg-Bewegungsgleichung fiir Operatoren und die Liouville-Gleichung fiir die Dich-
tematrix haben dhnliche Form aber verschiedenes Vorzeichen.) Die quantenmechanische Version
der Liouville-Gleichung hat eine grof3e praktische Bedeutung in vielen aktuellen Forschungspro-
jekten. Die klassische und quantenmechanische Liouville-Gleichungen haben eine &dhnliche

Form, wenn wir die Poisson-Klammer durch den Kommutator ersetzen

1 1 .
< {H..} > = [H,.].
h

Wenn der Hamilton-Operator H zeitunabhingig ist, wird die Liouville-Gleichung geldst durch
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E’(t): e—th/h ;3(0) eiﬁt/h

Die Zeitentwicklung der Dichtematrix ist beschrieben durch die Vorwirts- und Riickwértszeit-

entwicklungsoperatoren etHUR,

Nur die Erwartungswerte von Operatoren O haben physikalische Bedeutung. Diese konnen wie-

der im Schrodinger- oder im Heisenberg-Bild dargestellt werden
O®) = tr[pH0s] = tr [H0)O u].

Stationire Losung der Liouville-Gleichung:

Wenn ;3 nur eine Funktion des Hamilton-Operators ist, vertauscht sie mit ihm und ist daher sta-
tiondr ;A)sm = p(H). Umgekehrt kann eine stationdre Losung nur von den ErhaltungsgroBen ab-

hingen. Wenn Entartungen vorliegen, gibt es entsprechende Erhaltungsgréfen I, die H mit ver-

tauschen. Dann kann eine stationdre Losung auch von diesen abhéngen ;A) stat = §(FL,]).

Bemerkung zur Schreibweise

Im Folgenden werden wir oft nur (O) schreiben. Der Zusammenhang sollte deutlich machen,

welche Mittelung gemeint ist, und ob O ein klassischer (nur statistische Mittelung (O) = 6) oder
quantenmechanischer Operator ist ((O) = (6) ).

Fundamentales Postulat in der Quantenmechanik

Fiir ein mikrokanonisches Ensemble, d.h. abgeschlossene Systeme mit erhaltener Energie ist die
Dichtematrix diagonal in der Basis |n ), die den Hamilton-Operator diagonalisiert, p, 5 & 8y 1y

und alle Zustdnde mit Energie E, im Bereich zwischen E und E + dE sind gleichwahrscheinlich.
D.h.
{const firE<E,<E+dE

0 sonst

Dichte der Zustinde im Phasenraum

Die Quantenmechanik erst erlaubt es uns, die Dichte der Zustéinde im Phasenraum zu bestimmen.

Fiir ein Boltzmann-Gas (Bose und Fermi-Gas werden spéter diskutiert) gilt

. . 1 Np

trO = n|O|n > dx O(x) = —

; (nfOfn) klassischer -[ ®) N! (2nh)3N
Grenzfall

d*Ngq 0(x)
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Abzéhlen der Zustinde des Dichte der (klassischen) Zustidnde im Phasenraum
Systems in der Quantenmechanik V(2 )3N NI

Begriindung: Zum Abzéihlen der Zustidnde stellen wir uns vor, dass die N Teilchen in einem Kas-
ten mit Kantenléngen Ly, Ly, L, mit periodischen Randbedingungen eingeschlossen sind. Dann

sind die Zustdnde (Bloch-Zustinde oc exp(ip,x/f)...) charakterisiert durch die Impulse p; =

2 2nh 2 L . . .
( ]jth nj x» ]j[ nj y, ;h njz), miti=1, ... N, wobei njx, njy und nj, ganze Zahlen sind. Die

X y z

Summe iiber die Impulse konnen wir als Integral ausdriicken

LLLN 3N 3N
S o WLy L

Tl > —
N! N! I @mn)N N!Y 2mn)*N
{0j 00 o0 2}

Der Faktor 1/N! kommt hinzu, wenn die Teilchen ununterscheidbar sind.

n

4.3 Die Entropie

Mit der Verteilungsfunktion p(x) oder Dichtematrix ;A) konnen wir Erwartungswerte von Energie,

Dichte usw. bestimmen. Aber wir brauchen noch eine Definition der Entropie. Ihre geforderten

Eigenschaften: S ist (a) extensiv, (b) maximal im thermischen Gleichgewicht, sind erfiillt durch

=—k(lnp)=-ktr [[S lnﬁ ] quantenmechanisch
S=- kJ-dx p(x) In p(x) klassisch .
In den klassischen Ausdruck geht die Zustandsdichte im Phasenraum ein, die erst durch den Ver-
1 3N
gleich mit der Quantenmechanik gefunden wird, also jdx = —J d I;N d3 Nq ... , wobei der
N!* (2nh)

Faktor 1/N! eingeht, wenn die Teilchen ununterscheidbar sind.

Eigenschaften:
a) S ist extensiv: Die Gibbs-Verteilungsfunktion, bzw. Dichtematrix von 2 unabhdngigen Teil-

systemen A und B ist

p(xa, xp) = p(xa) p(xp) 5 Jdx, p(xa) =1, ..
= Sap=—k [dx, [dx p(xa) p(xp) {In[p(xo)] + In[p(xp)]} =Sa+ Sp.

b) Wir betrachten ein mikrokanonisches (abgeschlossenes) Ensemble mit E < H(x) < E + dE.

Dann gilt S ist maximal fiir p(x) = 1/2(E)dE, konsistent mit dem fundamentalen Postulat.
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Bew.: Wir suchen das Maximum von S unter der Nebenbedingung, dass p(x) normiert ist. D.h.

wir suchen das Maximum von S + a [ dx p(x)—1], mit dem Lagrange-Multiplikator o,
E<H(x)<E+dE

0=8{-k [ dxpmpxtal [ dxpr)-1]}
E<H(x)<E+dE E<H(x)<E+dE

= _[ dx 5p(x) [-kInp-k+a].
E<H(x)<E+dE

Damit dieser Ausdruck fiir jedes 8p(x) verschwindet, muss gelten [...] = 0, also

p(x) = exp(%—l) . Dies bedeutet, dass p(x) konstant und unabhéngig von x ist, solange nur die

Energie im Fenster E < H(x) <E + dE liegt. Wir bestimmen o nun durch die Normierungsbedin-

gung. Daraus folgt

o) = {1/[Z(E)dE] firE < H(x)< E+dE

0 sonst

Wir kdnnen also erst das fundamentale Postulat fordern und sehen dann, dass die Entropiedefini-
tion konsistent damit ist. Oder wir konnen die Definition fiir die Entropie fordern und finden

dann, dass die Verteilungsfunktion im Gleichgewicht die erwartete obige Form hat.

Damit ist die Entropie eines klassischen mikrokanonischen Ensembles durch einen der folgenden

Ausdriicke gegeben
k In[X(E)dE]
S(E,V,N) = { k In[2(E)]
k In[Q(E)]

Sie sind gleichbedeutend; denn es gilt Q(E), X(E) o EaN, wobei a von der Ordnung 1 ist (sieche
die folgenden Beispiele). Bei ununterscheidbaren Teilchen ist QQ(E) durch N!, die Zahl der Per-
mutationen der Teilchen zu dividieren. Aus den Relationen folgt, dass die Entropie proportional
zur Teilchenzahl ist, S =k In [..] «« N. Die drei Ausdriicke unterscheiden sich nur um einen endli-

chen Beitrag, z.B. In(dE), und sind daher fiir N — oo dquivalent. Dagegen liefern die Faktoren
N "
(2rh)3N und N! = (N/e)  der Zustandsdichte nicht vernachlissigbare Effekte. (Wegen der A-

quivalenz der Ausdriicke war es auch bei der am Anfang des Kapitels gegebenen Definition der

Entropie nicht wichtig, den Integrationsbereich der Phasenraumintegration genau anzugeben.)
Die analoge Uberlegung fiir die Entropie eines quantenmechanischen Systems liefert

S=kInN(E), wobei N(E) die Zahl der Zustdnde mit Energie E ist.
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4.4 Thermodynamik des mikrokanonischen Ensembles

Aus den gegebenen Definitionen kénnen wir nun die thermodynamischen Eigenschaften eines
mikrokanonischen Systems mit Hamilton-Funktion bzw. Operator H herleiten. Das Volumen V,

die Teilchenzahl N und die Energie E sind gegeben. Wir bestimmen nacheinander:
1. Das Phasenraumvolumen Q(E) der Zustdnde mit H < E, bzw. Oberfldche Z(E).
2. Daraus folgt S(E,V,N) =k In Q(E).

3. Durch Invertieren finden wir E(S,V,N) = U (innere Energie) .
oS P oS oS

. . 1 n
4. Die weiteren Grofen folgen aus — = (—) ; om = (—) : =_ (—) _
T \OE VN T WV EN T ON EV

Am Beispiel des idealen Gases konnen diese Schritte leicht explizit durchgefiihrt werden.

N p; vN o dMNp N p
QE) = jdxe(EZ1 o) = WJ—(znh)” 0 EZI )
1= 1=

1 VN m _\3N2
=N! /3N E
: F(T +1) 2t

(Das Impulsintegral reduziert sich auf das Volumen V = N RN I'(3N/2 +1) einer 3N-
dimensionalen Kugel mit Radius v2mE .)

Mit Hilfe von N! ~ (N/e)N und T(3N/2+1) = (3N/2)! = (3N/2e)°

_ _ mE )32 5/2X
S(E) = k In Q(E) = kN an3n thj e N}

Damit erhalten wir fiir die Thermodynamik

folgt daraus die Entropie

1 (88) 3 N 3

= =7 == k= - U=E=35 NkT

T OE VN 2 FE 2

P (GS) N
= =k - PV =NKkT

T oV EN Vv

[T (88) Kl K mE j3/2 y} 3 ((kajyz y]
=—\|== —kIn||——/— - = kTIn||——= .

T ON E,V 3N N H 27h2 N
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4.5 Gleichverteilungssatz

Wir werden nun den Mittelwert ( X; 3 ) bestimmen, wobei x; = p; oder x; = q; sein kann. Fiir ein
1 aX_] 1 pl 1 ql

klassisches, mikrokanonisches Ensemble gilt

1 oH 1 0 oH
(xi§>= dxx18 = —— I dxxi7
] 2(E)E g y0)<EtdE 2(E) E y0<k )
Das Integral kann umgeschrieben werden
H
dx xlg—x = J dxai [x; (H-E)] - &;; J dx(H-E),
H(x)<E ) Hx)<E 9%j HX)<E

wobei der erste Beitrag verschwindet, da der Integrand auf der Oberfldche verschwindet.

= < 18X>_72 d( —E)_ Xm:Sij—()
(E) OB H()<E Z(E) H(X)<E 2(E)
_QE) [ ]1 .k
=3 20E)oE ~ O | gE M B | =8ij3gE = ikT -
Dies bedeutet
<P15p> <qlaq> kT
oH . N
oq;  Pi = ( z qi p;) = -3NKT Virial Theorem .
i=1
2 2

P 1
Fir H= Z 21 + U({q;}) gilt (5 2 ) == kT Wenn weiterhin das Potential harmonisch ist,

i
z.B. U({q;}) = zzml Q“ q;7, gilt auch ( > Q7 q“) = 5 kT . Dies kann verallgemeinert wer-
den auf quadratische Wechselwirkungen, die diagonalisiert werden konnen. D.h. jeder quadrati-
sche Freiheitsgrad in der Hamilton-Funktion hat im Mittel die Energie 5 kT. Wenn H quadra-

tisch ist in p und q (oder in P und Q, die durch kanonische Transformation aus p und q her-

vorgehen) mit f Freiheitsgraden pro Teilchen, gilt
f . f
(H}zz N kT und damit CVZE Nk.

Bemerkung: Nach dem 3. Hauptsatz soll Cy; — 0 gehen fiir T — 0, wiahrend wir hier einen endli-

chen Wert finden. Dies demonstriert wieder einmal das Versagen der klassischen Physik.
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4.6 Das kanonische Ensemble

Wir betrachten ein System in Kontakt mit einem Wiarmereservoir (kanonisches Ensemble). In
der Praxis liegt diese Situation hiufig vor. Dann ist die Energie E nicht fest, da ein Energieaus-

tausch moglich ist. Aber der Mittelwert sei vorgegeben <H> = U.

Wir bestimmen p so, dass die Entropie S = —k jdx p In p  maximal ist unter den 2 Nebenbe-
dingungen: Idx p=1und jdx Hp=(H) =U. Dazu fiihren wir 2 Lagrange-Multiplikatoren,
a und B, ein und suchen das Extremum von S + [Idx p—1]-kB [Idx Hp-U],dh.

0=8{[dx[-kplnp+ap-kBHp]} = [dxdp[-klnp-k+o-kBH].

Dies muss fiir alle 6p gelten,

= ~-Inp-1+owk-BH=0 also p(x)zexp[% ~-1-BH®X)].

1
Wir fiihren anstelle von a die Zustandssumme (partition function) Z ein, exp[% ~1] = 7 -

Dann gilt

p(x)=— expl ~BH(), 2= dxexp[~BH]

Die zweite Gleichung folgt aus der Normierungsbedingung. Die Bedingung fiir den Mittelwert

der Energie liefert
1 1 1
U=<H>= IprHZE (%1) %jprlanE InZ+350S.

Der Vergleich mit der thermodynamischen Relation U=F+ T S zeigt

1
F(TVN)=-kT InZ, B=—.
( ) P= 7

Aus der Zustandssumme und damit aus der freien Energie F konnen wir die weiteren thermody-

namischen Groflen herleiten.

Die obige Herleitung war fiir ein klassisches System formuliert. Analog gilt fiir die Gleichge-

wichtsdichtematrix eines Quantensystems

.~ 1 A
p =7 (i) =~ Fexp(-PEmnl,  B=1KT



Z = tr exp(—Bﬁ) = Z exp(—B E;)

n

F=-kThZ.
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Die Summe in Z lduft {iber alle (i.a. komplizierten Vielteilchen-)Zustdnde |n ) mit Energien E,,.

Noch eine Herleitung

Wegen der Bedeutung des Beschriebenen zeigen wir noch eine zweite Herleitung. Wir betrachten

2 miteinander wechselwirkende Teilsysteme, wobei System 2 viel groBer als System 1 ist. Es

wird Energie ausgetauscht, aber die Gesamtenergie E ist erhalten
H(x,xp) = H(x)) + Ha(xp) + h(x}.x2)

E=E; +E,+¢, e«Ej«E.

Die Kopplung der beiden Teilsysteme ist beschrieben durch
h(x;,x5). Die zugehorige Energie € ist sehr klein und wird ver-

nachléssigt.

Das Gesamtsystem ist abgeschlossen und mikrokanonisch, d.h.

/[Z(E)dE] firE<H(x .x )<E+dE

0 sonst

p(X1>X2) = {

E,

Die Wahrscheinlichkeit, das System 1 bei x; zu finden, erhdlt man durch Ausintegrieren des Pha-

senraumvolumens des Systems 2

- %, (E-H,x))

pi(xp) = [dx, p(x;.xg) =

E-H, (x,)<H, (x,)<E-H, (x, J+dE

dx,
2(E)dE

=  klnpj(x;) =kInZ,(E-Hj(x7)) + const =S,(E—H;(x1)) + const.

Wir entwickeln nun in Hj(x) « E

0S,(E) H(x1)
kIn py(x)) zconst'—Hl(xl)az—E _ const' 1T1 |

Hier ist T definiert als Eigenschaft des groen Systems 2, das damit die Rolle eines ,,Bades* oder

»Reservoirs* bekommt, und die Verteilungsfunktion hat die Form einer kanonischen Verteilung,

p1(xq) oc e HID/AKT,
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Energiefluktuationen

Der Mittelwert der Energie ( H ) = U ist fest. Von Bedeutung sind aber auch die Fluktuationen in
der Energie ((H — <H>)?). Es zeigt sich, dass wir hshere Momente durch Ableiten von U nach

B erhalten kdnnen. Als Beispiel betrachten wir den klassischen Fall, wo gilt

U=(H)= % [dx Hx) e PHE) = [dx H(x) ePLE(TV-N)-HE]

au OF
und 7o = j dx H(x) [F - H(x) + B %] eBIF-HX)]
Da BS—EZ—T% =TS und U=F+TS, gilt
~ g—g = [dx [He)? - H(x) U] PEHOT = <H2> — U2 = < (H - <H>)%> .

ou ou
Andererseits gilt _a_B = kT2 T — kT2 Cy . Damit folgt

(H=(H))*) =kT*Cy .

Die Fluktuationen der Energie sind durch eine Response-Funktion, die Wéarmekapazitit, ausge-
driickt. Da die Wirmekapazitit Cy; oc N und <H> oc N extensiv sind, kdnnen wir abschitzen

JH-H?) 1 -

(H) IN N ”

D.h. die relativen Fluktuationen und der Unterschied zwischen mikrokanonischem und kanoni-

schem Ensemble verschwinden im thermodynamischen Grenzfall N — .
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4.7 Das gro3kanonische Ensemble

Wir erlauben nun sowohl Energie- als auch

Teilchenaustausch (ebenfalls hdufig in der

Praxis) und fixieren nur die Mittelwerte Wirme- (Energie) und
<H> = U und <N> = N;. Nun summieren Teilchen-Reservoir

: ) : . EN
wir auch iiber Systeme mit verschiedener <>
Teilchenzahl N. D.h. die Entropie ist

S=-k Z J.d6Nx p(x,N) In p(x,N) ,
N=0

3N
wobei flir ununterscheidbare Teilchen giltjdmx... = 14 I;N d*Ng....
N!Y (2nh)
Wir fixieren die Norm Z J.d6Nx p(x,N)=1,
N=0
die mittlere Energie (H)= z J.d6Nx Hx) p(x,N)=U
N=0
und die mittlere Teilchenzahl (Ny= Y j d®™x N p(x,N)=Nj.
N=0

Nach Einflihren von 3 Lagrange-Multiplikatoren fiir die 3 Nebenbedingungen suchen wir also ein

Extremum von
S+a[i [d™x p—l]—kB[i [d™x pH—U]+kBH[§: [d™x pN-N] .
N=0 N=0 N=0

Dh. -Inp-1+a/k-BH-uN)=0.

Wir fiihren anstelle von a die grolkanonische Zustandssumme Zg = exp(1 — %) ein. Dann gilt

p(x,N) = 1 g PIHE NI
ZG

Die Normierungsbedingung liefert

o0
Zg=Y Id6NX o~ BIHGO—uN]
N=0

Mit Hilfe der oben angegebenen Relation konnen wir den Mittelwert der Energie schreiben als
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S 1 o 1 0 1 |
U= 1\%‘6 J.dGNx pHZE(Efl) +M<N>ENZ_‘6 Id6NXp1np :73 IHZG+M<N>+E .

Der Vergleich mit der Definition des grokanonischen Potentials Q(T,V,u) = U — uN — TS lie-
fert

1
Q(T,V,u) =—kT In Z5(T,V,n) und 3 = kT -

Aus Q(T,V,p) folgt dann wieder die gesamte Thermodynamik. Weiterhin kann p so gewihlt wer-
den, dass die mittlere Teilchenzahl den geforderten Wert (N) = N, hat.

Analog gilt in der Quantenmechanik

b= L Bd-uy
Zg

Zg=tr e—B(ﬂ—uN) _ ZZG—B(EQN)—HN)

N o™

Q(T,V,u) =—kT In Zg .
Die Spur tr... enthélt jetzt auch eine Summe iiber N, und n™ und EgN) bezeichnen die Quanten-

zahlen und Eigenenergien des N-Teilchensystems.
Wir fiihren noch die Fugazitit z = ePH ein. Dann gilt der folgende Zusammenhang zwischen

groBBkanonischer und kanonischer Zustandssumme

o0
Za(TV.2) = 2. 2N Zn(T.V) .
N=0

Fluktuationen der Teilchenzahl
1 < 8
- : 1 N _., 9 -
Der Mittelwert der Teilchenzahl (N) Zo(T,V.2) NE_O Nz ZN(T,V) =z o In Z5(T,V,z) ist

fest. Wir konnen die Fluktuationen (N2) — (N2 durch weiteres Ableiten berechnen

FR) _ 0 2900V
oz 2oz MZa(TV.2) =25, 25, — 7

2
nfE a(my)
Wty O )y

(N2)—(N)? = z
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: : (N) (N)? :
Unter Verwendung der thermodynamischen Relation (s. Kap. 1) v = TKT, wobei
u

T,V
Kt die isotherme Kompressibilitdt ist, konnen wir schreiben

(NB)— (NP =kT %m |

Da N2/V o« N ist, verschwinden die relativen Fluktuationen in der Teilchenzahl im thermodyna-

mischen Limes N—oo ebenso wie die relativen Fluktuationen in der Energie. Wir schlielen also

Das mikrokanonische, kanonische und grofikanonische Ensemble sind fiir

grofle N dquivalent.

Aber es gibt Unterschiede fiir ,,mesoskopische* (zwischen mikroskopisch und makroskopisch)

Systeme, bei denen N nicht sehr grof3 ist!

4.8 Der dritte Hauptsatz

Wir kénnen nun den dritten Hauptsatz erldutern. Fiir ein kanonisches Ensemble gilt
A ~ . ~ 1 _BICI
S(TLZVN)=—ktrplnp mit p= Ee .

Wenn die Temperatur gegen Null geht, also p — oo, sind die Matrixelemente der Dichtematrix im
Grundzustand < 0 |p | 0 >= O(1/G), wobei G der Entartungsgrad des Grundzustandes ist. Dage-

gen verschwinden die Matrixelemente <n | p|n>= 0 fiir alle Zustidnde, deren Energie um einen

endlichen Betrag AE hoher liegt als die des Grundzustandes
= S(T-0,VN)=kInG.

Ohne Entartung ist G = 1 und die Entropie verschwindet bei T — 0. Dasselbe gilt bei endlicher
Entartung G « N. Dann gilt S/N = (k In G) / N— 0. Dagegen geht bei einem kontinuierlichen
Spektrum S/N nicht notwendig 0.

Wir sehen weiterhin, was T — 0 bedeutet. Wenn AE die Energiedifferenz zwischen Grundzu-

stand und dem ersten angeregten Zustand bezeichnet, muss gelten kT « AE.
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5. Ideale Gase
5.1 Das (Maxwell -) Boltzmann-Gas

Als ,,ideales Gas‘ bezeichnet man ein System nicht-wechselwirkender Teilchen, die aber dennoch
(aufgrund einer schwachen Restwechselwirkung) alle miteinander im Gleichgewicht sind. Als

konkretes Beispiel betrachten wir zunéchst N freie Teilchen im Kasten V = L3. Thre Energie ist

N
Lpr . Die Zustande sind beschrieben durch

die Summe der Einteilchenenergien H(p;,q;) = 5
mi

: . : 2
die Impulse der Teilchen pjx, Py, P1,z - PNz Mit pjx = Lihni,x und njy =0, +1,£2 ...

X
Wenn die Teilchen ununterscheidbar sind, beriicksichtigt man dies beim Maxwell-Boltzmann-
Gas (dies definiert dieses Gas) dadurch, dass das Phasenraumvolumen bzw. die Zustandssumme

durch die Zahl der Permutationen N! dividiert wird.

a) mikrokanonisches Ensemble

Beim mikrokanonischen Ensemble sind Energie E und Teilchenzahl N vorgegeben. Dann bestim-
men wir das Phasenraumvolumen Q(E) der Zustinde mit Energie H(p;,q;) < E. Daraus folgt die

Entropie S(E) =k InQ(E) und die Thermodynamik (siche Kap. 4.4).

b) kanonisches Ensemble

Beim kanonischen Ensemble bestimmen wir die Zustandssumme aus Z = tr ¢ PH®) = j dx e BE(),

Eine Summation tiber die Impulse [und bei ununterscheidbaren Teilchen Division durch N!] lie-
fert

2 =[] SewC s ) <[H 111 { SewCp2o)}
=Ty exp (— L) = exp (— !
N {p;} ’ it 2m N 1=1 pi ’ 2m
_rL N dp, p? \ L N
. [N! v il;Il {j (21r7*l)13 (=P Zm)} N [N! lay

N
Hier haben wir verwendet, dass sich fiir wechselwirkungsfreie Teilchen mit H = Zhi die Summe
i=1
. . B Zhi N —Bh,
iiber alle Zustdnde als Produkt iiber alle Teilchen schreiben lésst, z e =11 Ze i
{p;} i=1 p
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wobei die Summe sich nur auf die moglichen Impulszustinde des i-ten Teilchens bezieht. Die
Grofe Zy bezieht sich auf ein Teilchen. Bei drei Raumrichtungen gilt Z; =7 y Z y Z; , mit

2 L,
p T dp ps
Zix = exp(-B2) =Ly | —=exp(-B ")— :
- 2m ' 2nh At

Das Integral l4sst sich durch die thermische de Broglie-Wellenléinge ausdriicken
12
2nh?
Ap=
mkT

Damit gilt Z; = \//7»3 , und die Zustandssumme fiir N unterscheidbare Teilchen [bzw. ununter-

scheidbare Teilchen eines Maxwell-Boltzmann-Gases] ist (unter Verwendung der Stirling-Formel

N!= (N/e)N)
IRTAR
z=x1l [—3]

At

Daraus erhalten wir [mit N! = (N/e)N] die freie Energie des Maxwell-Boltzmann-Gases

F—lenZ—kTNln(iJ

NA:

und die Thermodynamik

sz—(a—F) =kNln[e—V3j+§kN —  U=F+TS=2 NLT
VN

oT Novp 2 2
OF N
B (ava,N KTy
8F)
a =kTIn|—=
! (aN V,T (Nk%j

Wir finden also dieselben Relationen fiir U und die ideale Gasgleichung wie beim mikrokanoni-

schen Ensemble.

Wenn der mittlere Teilchenabstand viel kleiner ist als die thermische de Broglie-Wellenlidnge a =

AJV/N <« A, wird die Entropie negativ S < 0. Dies demonstriert ein Versagen der Maxwell-
Boltzmann-Beschreibung. Andererseits ist diese fiir grole Teilchenabstéinde a » A ausreichend.
Dazu ein Zahlenbeispiel: Bei T = 100 K gilt fiir H,-Molekiile At = 1 A. Fiir schwerere Molekiile

und hohere Temperaturen ist A noch kiirzer. D.h. fiir alle Gase ist die Maxwell-Boltzmann-
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Beschreibung ausreichend. Dagegen gilt fiir Elektronen At = 70 A, was viel groBer ist als der

mittlere Elektronenabstand bei typischen Konzentrationen in Metallen. Hier ist also die Maxwell-

Boltzmann-Beschreibung nicht giiltig.

¢) Grof3ikanonisches Ensemble

o0
Die grokanonische Zustandssumme Zg = > ePuN ZyN des Maxwell-Boltzmann-Gases enthélt
N=0
eine Summation iiber die Teilchenzahl N. (Dies ist nur sinnvoll bei ununterscheidbaren Teilchen).
Dafiir gilt

I BuN

Zg =),

Z)N =exp(Z,ePH)
o N

wobei Z; wieder die Zustandssumme pro Teilchen ist (s.0.). Das gro8kanonische Potential ist

Q(T,V,u) = kT In Zg = kT Z; e P = kT l3 o B

T
= =3 e Gp=KTh——  Q=—(N) KT
Worv Ap <N>xi
s=—@—¥j :Gk—%)% e5u=§k<N>+k<N> In—"
Vi A (N)AS

o U=Q+TS+uN :%<N> kT.

sz_ =
3
Nirw M \

B
(ag) _KTe N yr < PV=(N)kT

In allen drei Ensembles finden wir also denselben Ausdruck fiir die Entropie, dieselbe ideale
. : . . 3 :
Gasgleichung PV = N kT, dieselbe kalorische Zustandsgleichung U = 5 N kT und so weiter,

wenn wir nur N und E durch deren Mittelwerte (N) und U = ( E) ersetzen.

Allgemeine Zustinde und Quantenzahlen

Die Beschreibung kann auf Systeme verallgemeinert werden, in denen die Zustinde nicht nur
durch die Impulse sondern durch allgemeine Quantenzahlen A charakterisiert sind, z. B. wenn die
Teilchen ein Potential fithlen. Wir betrachten N wechselwirkungsfreie Teilchen, wobei jedes

einzelne durch den Hamilton-Operator hund das Eigenwertproblem
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h(xi) oy, (xi) = &), oo(Xi)
beschrieben ist. Hierbei ist X; entweder x; = r; oder X; = rj, Gj, ... (Orts- und Spinvariablen, ...),
(Pki(Xi) ist die Eigenfunktion des i-ten Teilchens und 2; die entsprechenden Quantenzahlen. Bei

unterscheidbaren Teilchen unterscheiden sich i.A. auch die Hamilton-Operatoren ﬁi (xi) der ver-

schiedenen Teilchen. Hier nehmen wir an, dass alle Teilchen gleich sind. Das N-Teilchensystem
ist dann beschrieben durch

N
H(X[.Xp,.XN)=2, h(x) und Ho,=E,d,.
i=1

Wenn H eine Summe von ﬁ(xi) ist, faktorisiert die Gesamtwellenfunktion. Fiir unterscheidbare

Teilchen ist sie gegeben durch
d)n(XlaXZa"'XN) = (Pkl(xl) (sz(x2) (PKN(XN) )

wobei n fiir den ganzen Satz von Quantenzahlen n = {A|, ...AN} steht. Dabei kénnen mehrere

Teilchen im gleichen Zustand sein, d.h. ein Zustand A kann mehrfach auftreten. Die Energie ist

entsprechend die Summe der Energien aller Teilchen

Mz

En = ey -

1

1

—_
I

Wenn die Teilchen ununterscheidbar sind, beriicksichtigen wir dies beim Maxwell-Boltzmann-
Gas, indem wir in der Zustandssumme noch durch die Zahl N! der mdglichen Permutationen di-
vidieren. Fiir ein wechselwirkungsfreies Maxwell-Boltzmann-Gas unterscheidbarer [bzw. — in

eckiger Klammer - ununterscheidbarer] Teilchen ist also die kanonische Zustandssumme

13 1 _Bi% 1 N _
Z=tre P =3 ePbn= [ ]3Y-Fe T =[] e Be

n M A Ay =1 ()
1 ) _
= [ﬁ ] (z)N mit Z;=) e Per
x

Bei unterscheidbaren [bzw. in der Maxwell-Boltzmann-Statistik ununterscheidbaren] Teilchen
berechnen wir also fiir jedes Teilchen eine separate Zustandsdichte Z; als Summe {iiber alle seine

Zustiande A. Die Zustandssumme von N Teilchen ist das Produkt der Zustandsdichten der einzel-
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nen Teilchen Z = [ﬁ ] (ZI)N [dividiert durch die Zahl der Permutationen, wenn die Teilchen

ununterscheidbar sind].

Fiir die groBkanonische Zustandssumme ununterscheidbarer Teilchen finden wir dann wieder

0 eBMN N
Zg= X N1 @)N=exp(z,ePH) .
N=0

Diesen Ausdruck konnen wir umschreiben unter Einfithrung von n), der Anzahl der Teilchen im

Zustand A

0 0 0 1 _anx(gk_u)
Z6= 2 2 = 2 mimglmin ©
I11=0 n2=0 n)\:O

Zum Beweis formen wir um
Zg= H (z% e—ﬁ(gx—u)nx ) = H eXp(e—B(SrH)): exp (Z e_ng eB“) = exp(Zl GB “) .
A n, M- A A

Dies bedeutet, dass wir die groBkanonische Zustandsumme des Maxwell-Boltzmann-Gases auf
zwel Arten ausdriicken konnen: (i) entweder summieren wir fiir jedes der N Teilchen (i=1, 2,...,
N) tiber dessen mogliche Zustinde (A; =1, 2, ....), (i) oder wir summieren iiber die moglichen
Zustinde A unter Angabe von n), wie oft der Zustand von einem der Teilchen angenommen war.

Dies ist an dem folgen Beispiel fiir N = 10 Teilchen illustriert:

Zustand A | n, |

N (W [~ [ [N
o

bl
2w — — () [a— .

1 = Grundzust. X X
Teilchen i=| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Maxwell-Boltzmann-Verteilung

Aus der zuletzt geschriebenen Darstellung konnen wir ablesen, dass die normierte Wahrschein-
lichkeit, dass das Niveau A mit n; Teilchen besetzt ist, durch folgenden Ausdruck gegeben ist

1 1 .
py (my) = Z ol e Pm(Er1) mit ny =0,1,2,... und Z; = ZL e B (e
n,

5 Iy! n, !

Damit konnen wir die mittlere Besetzungszahl (n; ) = Z n; p; (n;) berechnen. Sie ist gege-
y

ben durch die Maxwell Boltzmann-Verteilung

—(s-:)L —w)/kT

<n;b>:e

5.2 Identische Teilchen in der Quantenmechanik (Bosonen und Fermionen)

Die Quantenmechanik lehrt uns, dass es nicht ausreicht, die Ununterscheidbarkeit von Teilchen
durch die Division durch die Zahl der Permutationen N! zu beriicksichtigen. So hat die Ununter-

scheidbarkeit verschiedene Konsequenzen fiir Bosonen und fiir Fermionen.

Ununterscheidbare Teilchen:

Das Vertauschen von 2 Teilchen dndert den Zustand nicht, bis auf einen moglichen Phasenfaktor.

. e . ~ . . .. ~(p)
Wir fithren den Permutationsoperator P ein, der zwei Teilchen miteinander austauscht, und P,

der p Permutationen von jeweils 2 Teilchen bewirkt. Dazu ein Beispiel:

P i (X eeeXiseees X)) = P @ (X4)- 9, (Xp)-o = O (X @y (K)o = O (XXX )

Es gilt P2=1.D.h. die Eigenwerte von P sind+ 1. Da H und P (und auch ﬁ(p)) vertauschen
haben sie einen gemeinsamen Satz von Eigenfunktionen. Es stellt sich heraus, dass in der Natur

beide Eigenwerte von P vorkommenden:

. . . - . ~(p)
+ fiir Bosonen sind die Zustinde symmetrisch P’ dg = dg ,
. . . . . . . ~(p)
+ fiir Fermionen sind die Zusténde antisymmetrisch P’ dA =P by -

Bosonen:

Die Eigenzustinde von H und P (mit Eigenwert +1) sind darstellbar als Summe iiber alle N!

. ~ () . . . .
Permutationen ¢g(xy,...x5) =K ZPP ’ d(x1...xN), wobel K eine Normierungskonstante ist. In
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¢g steckt nicht mehr die Information, welches Teilchen in welchem Zustand ist, sondern nur
noch, wie oft jeder Einteilchenzustand ¢; vorkommt. D.h. |¢pg> ist vollstindig durch die Angabe
der Besetzungszahlen ny =0, 1, 2, ... fiir alle A charakterisiert

l0g>=ny ... my, .>=[{my }> =n> mit ny =0,1,2, ...

(Die Bedeutung der Kurzschreibweise [n> muss sich aus dem Zusammenhang erkldren.) Der

Raum dieser Zustinde wird als “Fock Raum” bezeichnet. Die Energie und Teilchenzahl sind

E, =2 gy ; N=> n.
A A

Fermionen:

Fiir Fermionen gilt ¢a(x},..xN) = K Z:(—)p ﬁ(p) d(x;...xN)- Dies kann als Slater-Determinante
P

geschrieben werden. ¢, ist antisymmetrisch. Dies finden wir nach Anwenden eines weiteren

Permutationsoperators
~ ~ ~(p) ~(ptl) 1 ~(p)
Poa=KP Y (PP ¢p=—KY (PP ¢=-KY (- P ¢ =—¢u.
P P P

Wenn in ¢(xy,...xyy) ein Ein-Teilchenzustand mehr als einmal vorkommt, gilt bei Vertauschen

dieser beiden Teilchen ¢, =P da =— 04 . Das bedeutet, dass ¢, = 0 ist. Daraus folgt das Pauli

Prinzip. Jeder Zustand kann hochstens einfach besetzt sein, also n; = 0,1.
Wieder ist der Gesamtzustand vollstdndig bestimmt durch die Angabe der Besetzungszahlen n;,

|(|)A>:|Il1, S 1 >E|{nx}>5|n> mit n;L:O,l

En:Z e m , N:Z n) .
A A

Zustandssumme

Die Summe iiber die moglichen Vielteilchenzustinde in der Zustandssumme kann nun einfach als
Summe iiber die moglichen Besetzungszahlen geschrieben werden. Die groflkanonische Zu-

standssumme fiir die Bose-Einstein- und Fermi-Dirac-Statistik ist



78

—B (&r—w)
Zg= Y PEAN_ T ¢ e
N,n {my}

i i i R I Bose-Einstein

1
= Zzze % Fermi-Dirac

Maxwell-Boltzmann

Zum Vergleich haben wir als drittes noch einmal das Ergebnis der Maxwell-Boltzmann-Statistik
angegeben. Im Bose-Fall konnen wir die geometrische Reihe aufsummieren, im Fermi-Fall die
beiden mdglichen Besetzungszahlen explizit schreiben, im Maxwell-Boltzmann-Fall fiihrt die

Reihe auf eine Exponentialfunktion (wie schon oben gesehen). D.h.

H [1 _e P Tl Bose-Einstein
A

7G = H[1+e_ﬁ(8f”)} Fermi-Dirac

A
H exp [e_B (& ~) ] Maxwell-Boltzmann
A

Fiir kleine Werte von ¢ P2 | also kleine Teilchendichten (s.u.), stimmen die drei Verteilun-
gen tliberein. Die Maxwell-Boltzmann-Statistik liegt zwischen der Bose-Einstein- und der Fermi-
Dirac-Statistik.

Analog finden wir fiir die kanonische Zustandssumme eine N-Teilchensystems in den drei Fallen

B Z n; (&, —1)
A Bose-FEinstein

>3 Z—:o S 3
n, =

11 | —B;nx(%—u)

DN LEIRD YD I YRR N

n=0n,=0 n,=

e 1
DI "'—nllnz!---nx!---SN‘ZX“AG

n,=0n,=0 n,=0

Fermi-Dirac

(=)

-B Z 1 (&, —)
A Maxwell-Boltzmann

, 1 N : .
Das schon bekannte Ergebnis Zyg = NI (Z e_BSX) ldsst sich nach Anwenden der Polynonial-
S

formel in die hier angegebene Summe zerlegen. Bei der Bose- und Fermi-Statistik ist die Fixie-
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rung der Teilchenzahl Z n; = N unbequem fiir die weitere Auswertung. Andererseits, da fiir
A

groBBe N die Unterschiede zwischen den verschiedenen Ensembles verschwinden, konnen wir das

jeweils bequemste, also hier das groBkanonische Ensemble verwenden.

5.3 Das Bose-(Einstein-)Gas

Wir betrachten ein Gas nichtwechselwirkender Bose-Teilchen mit Energie E = Zx n, €, in

Kontakt mit einem Wiarme- und (da am einfachsten zu behandeln) Teilchenreservoir. Fiir das

groBBkanonische Ensemble gilt

1

A A o
Zg=trePH N)— % e_B% mE <[ { X ePmEE=T] l—eBlan)

™ A m=0 A

Bose-Funktion

Wir kénnen wieder die normierte Wahrscheinlichkeit, dass das Niveau A mit n; Teilchen besetzt

ist, ablesen,

Bl o —Bmy (e
e

P (m)=[1-¢ , m =0,1,2,...

Daraus ergibt sich fiir die mittlere Besetzungszahl (ny )= > ny p; (n;) die Bose-Funktion
m

EN(SA)'

1
(n,)=—
A e(gf w)/kT N

Al NGy a) Fir0<e—p «kT gilt

N(gy) =KT/ (gp—1) -

b) Bei kleinen Dichten gilt

N;\‘ ~ e_(gl_u) / kT,

Hier stimmen die Bose-Einstein- und die

Maxwell-Boltzmann-Verteilung {iberein.
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Thermodynamik

Nachdem wir die Zustandssumme bestimmt haben, finden wir das thermodynamische Potential
und nach einigen miithsamen aber elementaren (="straightforward") Zwischenschritten die ande-

ren thermodynamischen Grof3en

Q(T,V,u)= —PV=—kTInZ5=kT D, In [1fe—ﬁ(8x—u)]
A

(N) =~on > (m)

A
S:_(ﬁjv’uz—k% [(ny) In (nmy) —(1+ (ny)) In(1+ (nmy))].

U=Q+TS+uN ZZS;»(n;\) )
A

<N>, S und U konnen also kompakt durch die mittlere Besetzungszahl, d.h. die Bose-Funktion
dargestellt werden. Die weitere Auswertung erfordert Kenntnis von g;.

Das ideale Bose-Gas

2
Die Energie eines Gasteilchens ist g, = P Die Teilchen sind eingeschlossen im Kasten mit
m

Kantenléngen L,..., erlaubte Impulswerte sind p = (p,py.p,) mit py = 25—?1 noundn, =0,+ 1, ...

=  Q(T,V,u)=kT Y In[1-¢ (EpW/kT]
p

Sinnvolle Werte von p (bei ep > 0) sind —0 < pn <0, also 0 <z < 1; denn Werte von p > 0 wiir-

den zu einer Divergenz bei gp = M filhren. Wir ersetzen die Summe Z durch das Integral

p
3

VJ. d'p . Den Beitrag von p = 0 behandeln wir aber separat. Die Notwendigkeit dieses Schrit-
Qnh)?

tes wird spiter deutlich. Wir fithren wieder die Fugazitit z = ePH ein und die Integrale




4 1 o0 ZV
= —|dxx 5 =>
1 572
3Jn zet -1V

o0
ZV

0
g3pn(2)=z oz 852 (2= X2 NSV
v=1

Die Funktion g3/,(z) hat die dargestellte Form. Ihre
Ableitung divergiert (logarithmisch) bei z = 1.
Beide Funktionen sind nach oben beschrinkt

85/2(2) < gsp(1) = C(5/2) = 1,342...

83/2(2) < g32(1) = C(3/2) = 2,612....

Damit gilt

\Y
Q(T,V,u) =kT In [1-z] - kT F 8512 (2)
T
z \
(N) =1, +73 2300
At

3 .V
U=5 kT3 g5 (2).
At

81

A 8349 |

— £(3/2)=2,612...

Ny

Die ersten Terme in Q2 und (N) riihren vom Beitrag von p = 0 her. Fiir z < 1 sind sie vernach-

lassigbar, da sie nicht proportional zum Volumen V sind. (Sie sind jedoch wichtig fiir z= 1, s.u.)

Fiir z=ePH « 1 verwenden wir die angegebenen Reihenentwicklungen der Integrale 25/2(z) und

23/2(z) und finden
(N 1 z 1
n=-—>-=—5 z(1+55 +...) « —3

3 1
U=5 (N) kT (1~ 25 At n+t...)

1
also z =K% n(l—ﬁ 7»% n+...)

1 3
z(1+25/2 +...) =(N) kT (1 - 25n AT n+.)
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Wir finden also wieder die ideale-Gas-Relationen mit zusédtzlichen Korrekturen, die als Viria-
lentwicklung bezeichnet werden. Hier riihren die Korrekturterme nur von der Bose-Statistik her.
Wechselwirkungseffekte fithren zu dhnlichen Abweichungen von den ideale-Gas-Relationen. Die

Bose-Eigenschaften entsprechen einer anziehenden Wechselwirkung.

5.4 Bose-Einstein-Kondensation

Die mittlere Teilchendichte hdngt mit p und damit z zusammen,

N
_(N) _ Ny n g3/23(z) . (N) = z_
\Y% \Y% At -z
Da g3/5(z) < g3,»(1) = 2,612... nach oben beschrinkt ist, reicht der 2. Term in (N)/V nur aus,
solange die Dichte klein oder - wegen der T-Abhidngigkeit von At - die Temperatur hoch ist. An-

dernfalls muss (Nj)/V selbst fiir V. — oo endlich sein. Dies bedeutet eine makroskopische Be-

setzung des Zustandes mit p = 0. Dieses Phdnomen wird als Bose-Einstein-Kondensation be-

zeichnet. Im Detail gilt:

a) Fiir V — oo ist der erste Term vernachléssigbar, wenn die Dichte klein bzw. wenn die Tempe-

ratur hoch ist

2mh? n_ 23
n<ng=gy,(1)/A oder T>Tc:(mk )(g3/2(1)) -

Dann nimmt die Fugazitét reguldre Werte an 0<z <1, und es gilt
n=(N)/V = g;,(2)/ A}
Diese Relation kdnnen wir im Prinzip nach z(n) aufldsen, was in verschiedene der unten angege-

benen Relationen eingeht.

b) Fir n > n.(T) oder T < T.(n) ist der Grundzustand p = 0 makroskopisch besetzt. D.h. die

Dichte der Bosonen in einem Zustand p = 0,
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ist endlich (obwohl V — o0). Dies ist nur méglich fiir A ny/n
z=1-1/Np= 1. Nun gilt

n=ng+ g3 (1)/%°

LU gsp) 1 =1(Lj3/2. >
T

3
n A n T. 0 Tc

Die Dichte im Grundzustand n verschwindet oberhalb der Ubergangstemperatur und ist endlich

darunter. Damit stellt n, den Ordnungsparameter cines Phaseniibergangs dar. Die Bose-

Einstein-Kondensation wurde 1995 von Ketterle, Cornell und Wieman an Rb-Atomen in Atom-

fallen bei sehr tiefen Temperaturen von ca. 107 K nachgewiesen. Dafiir erhielten sie den Nobel-
preis 2001.

Die thermodynamischen Eigenschaften (fiir V — o0) oberhalb und unterhalb des Ubergangs sind

TV l;—? gs5,(z) oberhalb (T > T,(n) oder n <n (T))
Druck: P=- J#LQ = k; des Ubergangs
k_3 25, (1) unterhalb (T <T_(n) oder n >n_(T))
T
Im Ausdruck fiir P tritt auch unterhalb des U- _ Pc

Ap

berganges kein zusitzlicher Term auf, da

lim 1 In(1-z) — 0 auch fiir z — 1. Der U-
VooV

bergang zwischen den beiden Phasen erfolgt

) kT¢(n)
bei Po=—3 gs/2(1), d.h. kondensierte
ch(n) Phase
P _ (ﬁ )5/3 on? gsp(1) -
Y m [z v

5.V
Ek el g5,(z)—k(N)Inz oberhalb

Entropie: S = 5 \T/ des Ubergangs

5 k e g5, (1) unterhalb
T



84

Wirmekapazitit:
B Y@= 2k E2® herhatb
C _TG_S |4 A 4 g1p\Z des Ub
V= oT 115 v es Ubergangs
wVo kg, (1) unterhalb
4 A
A Sy
1,28:3 Nk/2 -
3 Nk/2 -

Die Entropie verschwindet fiir T — 0, in Ubereinstimmung mit dem 3. Hauptsatz.

5.5 Hohlraumstrahlung, Photonen

Wir betrachten einen “Hohlraum” mit Volumen V.

Die Quantisierung der elektromagnetischen Strah-

lung in dem Volumen fiihrt auf Photonen

Hohlraum
e, ¢!(Kr-okt) mit Wellenzahl k, Frequenz T /

ok =c |k] und Polarisation ¢ ==+ 1.

Hier ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit. Die Energie
eines Photons ist Ey = 7 oy und sein Impuls

p= 7k

Der Zustand und die Energie des Strahlungsfeldes sind charakterisiert durch die Besetzungszah-
len der Photon-Moden

[{nge ) n:=0,12,.... und  E({n}) =D o, n,, .
ke

Die Atome in den Wénden haben die Temperatur T. Sie emittieren und absorbieren Photonen. Im

thermischen Gleichgewicht hat dann auch das Strahlungsfeld diese Temperatur.
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Fiir Photonen gilt kein Erhaltungssatz. Dies bedeutet, dass das chemische Potential der Photonen
verschwindet p = 0. Zur Begriindung kann gesagt werden, dass ohne Erhaltungssatz kein entspre-
chender Lagrange-Multiplikator eingefiihrt wird. Die grokanonische Zustandsdichte ist dann

_ —BE({ny}) _ L PBhogn, | 1
Zg= 2, e =Ty X e = I ——mar
ny} ke |n =0 ke l-—¢
3 2 4
= QTVp=0)=KT Y In(I-e-Bhow) = 2V kT [ in (1e-Bhoy) = -y E KD
k.e (2m) 45 (hc)
e 0] 2 e 0] X3 n4 n4
Hier haben wir verwendet —3 | dxx~ In(1-e™) = | dx =T {4)=31—= —.
J. ( : J. e’ -1 e 9 15

0 0

Von Q finden wir die Entropie, innere Energie, die Warmekapazitit und den Strahlungsdruck

Q Q 2 4
s=—g—T=—4? = U=Q+TS=-3Q=V“—(kT)3 :
15 (hic)
oS 42 (KT)3 2Dt 1
Cy=Tor =V7ig k[ . pve—o=vEXD Ly
fic 45 (he)

Die mittlere Besetzungszahl der k-Zustinde ist durch die Bose-Funktion gegeben,

-1
(nyy) :(eB h‘”‘“—l) . Daraus folgt die mittlere Zahl n,, der Photonen mit Energie im Bereich

ho ... h(otdow) (unabhingig von der Richtung von k und der Polarisation ¢€)

1 1
do = <ny>2 V—3 4nk’dk =<ng>V —— w’d
ng, do = <n, an)? T Nke Y o-do
Die mittlere Strahlungsenergie u(w,T) bei der A u(m,T)
Frequenz o pro Volumen) ist dann das Produkt
von Zustandsdichte und Bose-Besetzungszahl,
multipliziert mit 7 o,

h
ue.D) =a 3 oo/kT
—1

Dies ist die Planck'sche Strahlungsformel.
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Grenzfille im klassischen und extremen Quanten-Grenzfall sind

1

n’c?

kT o’ fiir io < kT Rayleigh-Jeans Gesetz
u(w,T) =

3 —ho/kT o .
fim’ e fir Ao > kT Wien'sches Gesetz

n’c?

Das Maximum der Verteilung ist bei 7 o, = 2,822 kT (Wien'sches Verschiebungsgesetz).

Die vom Hohlraumstrahler durch ein kleine Offnung (siche Skizze oben) in das Frequenzintervall
dw, Raumwinkel dQQ = sin0d0 d¢/4n pro Flichenelement abgestrahlte Leistung ist

dl(0) =u(®w,T)ccos O dodQdf/2.

Der Faktor 1/2 beriicksichtigt, dass nur die Hélfte der Photonen eine nach auflen gerichtete Ge-

schwindigkeit hat. Die total abgestrahlte Leistung pro Fliche F ist dann

1 c _C _ 4
F~ Idemu(w,T) 5 cos 0= Zjdm w(w,T)=cT
214
mit ¢ = W . Dies ist bekannt als das Stefan'sche Gesetz. Damit und mit dem Wien'schen
c

Verschiebungsgesetz lassen sich 7 und k bestimmen.

5.6 Phononen
a) Harmonische Oszillatoren

Wir betrachten nun die Gitterschwingungen in Festkdrpern. Zunichst betrachten wir ein verein-

fachtes Modell, wo wir annehmen, dass die Auslenkung jedes Atoms von der Ruhelage als klassi-
scher harmonischer Oszillatoren mit Frequenz ; beschrieben werden kann. Bei N Atomen und 3

Raumrichtungen gibt es 3N Auslenkungen, und die Hamilton-Funktion ist

=1

3IN( 2
p; m o o
H({p;,qi}) = Z[$+3wi qlJ-

Aus dem Gleichverteilungssatz konnen wir sofort schlieen, dass die innere Energie U =3 N kT

ist, und die Warmekapazitét

CV:3Nk .
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Der Vergleich mit der folgenden quanten-

&
mechanischen Behandlung zeigt, dass die v klassisch
klassische Beschreibung das korrekte BET —— T = -
Hochtemperaturverhalten, aber ein fal-
sches Tieftemperaturverhalten liefert. g;sgti;m

o Einstein-Spektrum
2 e_'f"D"T

H!F

ip

In der Quantenmechanik beschreiben wir die 3N Oszillatoren durch den Hamilton Operator

3N R 1 R
H=2 hoj(N; +7) , N,

= o+ .
i T 4,
i=1

wobei die Erzeuger und Vernichter die Vertauschungsrelationen erfiillen

[a, 3;"]=8; und [aj, aj]=[a;",3;"]=0.

Fiir jeden einzelnen Oszillator haben die Eigenzustdnde |n;) die Eigenschaften ﬁi n;) =n;n;),

1
mit n; = 0,1,2, ..., und die Energie ist E; =h o; (n; + 5 ). Die Erzeuger und Vernichter bewirken

a;'n;) =-/n+1 Init1) und ajng) =+fn; [ni—1).

Die Vielteilchenzustinde sind durch die 'Besetzungszahlen' n; aller 3N Oszillatoren beschrieben

|{n;} ) =In;,ny, ..., n3y) . Die Energie ist die Summe aller Einzelenergien, und die Zustandssum-

me wird

3N
. 00 00 By ho; (n~+1/2) 3
i o BH _ = _ ~Bhw,/2 1
Z=tre = Z z e ! = e —l_e_Bhwi .

Z

Il
—_

I11:0 Il3N:0 i
Die freie Energie ist also

F = Z[%+ KT In(1 — e PH®i))

Da keine 'Teilchenzahlerhaltung' fiir die Anregungszustinde der Oszillatoren gilt, ist das chemi-

sche Potential pu = 0, und freie Energie und gro8kanonisches Potential gleich.
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b) Einstein-Spektrum

Beim Einstein-Modell nehmen wir an, dass alle Frequenz gleich sind, ®; = (. Dann gilt

F(TVN)—3—N hog+3NKTIn(1— e M%)

821:: ho Bhwo 3Nk fur kT > h(DO
=  Cy=-T (ﬁj =3Nk ( 0 ) - o . :
V.N ( o Phoy ) fir kT < 7w,

Die Wirmekapazitit ist oben dargestellt mit 7 wo= kOp (0p wird unten definiert). Sie verschwin-
det exponentiell bei T—0. Dies ist typisch fiir Fille, wo Anregungen im System eine minimale

Energie (hier 7 wg) bendtigen.

¢) Debye-Theorie

Nun betrachten wir ein realistischeres Modell fiir die Gitterschwingungen im Festkorper. Die N

harmonisch gekoppelten Ionen sind beschrieben durch

3N 2 3N

H({p.q}) = Z +3 2 Ay (ai-q)°-

i=1 i,j=1

Wir diagonalisieren und quantisieren. Die Eigenschwingungen sind die Phononen mit Frequenz
o)), Wellenvektor k, der in der 1. Brillouin-Zone liegt (insgesamt N k-Zusténde), und Polarisati-
on, die longitudinal (A= 1) oder transversal (A= t;, t;) sein kann. L.a. gibt es akustische und opti-
sche Phononen. Hier betrachten wir aber Gitter mit einatomigen Elementarzellen, wo es nur akus-

tische Phononen gibt. Dann gilt

= 2 2 hog(Ng +172)

7\4=l,tl ,tz kel.BZ

Rechts ist eine realistische Phononendisper-
sionsrelation dargestellt. Der Zustand der
Phononen ist charakterisiert durch die Beset-

zungszahlen der Phonon-Moden,

{0y} ) ngy =0,1,2, ...,

und die Zustandssumme und freie Energie

sind nun
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—Bhoy ,/2 1 ho _Bh
Z =H € b kA W und F(T,V) = Z [ kb kT In (1 — € Bhwng, )]
K. l-e = KA ka2

Zur weiteren Auswertung verwenden wir die Debye-Néaherung, die aus zwei Stufen besteht:

(1) Die Dispersionsrelation wird vereinfacht

oK. =c k| fir 0 <oy <op,

wobei ¢ die Schallgeschwindigkeit ist. (Dies gilt offensichtlich nur fiir akkustische Phononen,

optische wiren besser durch das Einstein-Modell beschrieben.)

(2) Die Brillouin-Zone wird durch eine Kugel mit Radius kpy = m/a ersetzt. Genauer wird der Ra-

dius so gewdhlt ist, dass das Volumen der 1. BZ und der Kugel {ibereinstimmen. Dadurch ist ge-

sichert, dass die Zahl der Oszillatoren weiter gerade 3N ist.

2
Wir ersetzen also Z ... durch V4r _[ K dl;
kel BZ Kk, (M) A Fy. (o)

und dann, wegen ® = ¢ k, durch ein Frequenzintegral

.[ do Fy(w)... . Dazu fiihren wir die

W<op

Phononenzustandsdichte

V ©?
Fi(@) =35 2 0(op-0) >

Op

(unabhéngig von A), und die Debye-Frequenz op = ckp bzw. die Debye-Temperatur
kOp = 71 op ein.

Die Zahl der Oszillatoren ist

ALtt, kel.BZ Kk, @n)°

2 ®p
3N = Z Z 1= Viar | Kidk ) 5 [ doF ()1
A 0
. . . H N1/3 . .
Aus dieser Bedingung folgt die Debye-Frequenz op = ¢ (6 v T )!°. Damit kann die Phono-

2
nenzustandsdichte wie folgt geschrieben werden F)(w)=3N 0)—3 O(op—o) .
Op

In der Debye-Nédherung erhalten wir so fiir die freie Energie
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E(T,V) = j dek(m)[%“ﬁkT In(1-e )]
L0

Zur Auswertung des zweiten Terms nach einer partiellen Integration fiihren wir die Debye-

Funktion D(x) ein,

Dix) — 3? dti_ 1-3x/8+ ... fiir x«l
x) J

x> a3 .. fiir x» 1
Damit ergibt sich
F(T,V) =% N kOp — N KT D(0p/T) + 3 kT In (1—e P70

und daraus im Prinzip die weiteren thermodynamischen GroBen. Die innere Energie kdnnen wir

auch direkt wie folgt ausdriicken,

®p
ho
U = Z h(l)k)L <nk7»> = ; .[ d(DF}»((D)W =3N kT D(eD/T) .
kA 0

. [°F _(a_U)
= v (OTJVN_ Ty N

>

0

0 0
Z D)) =3k [4D(F )3 2t ]

p
=3Nk[D(F) + T T

Bei hohen Temperaturen T » O finden wir wieder das klassische Ergebnis Cyy = 3N k. Dage-
gen gilt bei tiefen Temperaturen T « Oy

12 T3
Cy = = nm'Nk—
5 9D3

Der Unterschied zum Einstein-Spektrum riihrt daher, dass es jetzt Anregungen mit beliebig klei-
ner Energie oy, — 0 fiir k — 0 gibt. Es ist weiterhin zu bemerken, dass es weder fiir Photonen
noch fiir Phononen eine Bose-Einstein-Kondensation gibt. Fiir diese Teilchen gilt kein Erhal-
tungssatz, das chemische Potential ist p = 0, und bei tiefen Temperaturen nimmt die Zahl der

Teilchen einfach ab, muss also nicht den Grundzustand makroskopisch besetzen.
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5.7 Das ideale Fermi-(Dirac-)Gas

Wir betrachten ein Gas nicht-wechselwirkender Fermionen im Kontakt mit einem Wérme- und
Teilchenreservoir. Die Zustandssumme des grokanonischen Ensembles mit Einteilchenquanten-
zahlen A ist

PA-pN) _ JPame

{n, =0,1}

Zg=tre

_ 1;[ [1+e_B(8V“)}

Fermi-Funktion

Die normierte Wahrscheinlichkeit, dass das Niveau A mit ny = 0,1 Teilchen besetzt ist, ist

1
= e Pm(aw
Pa.(m) l4e B © n
Daraus ergibt sich fiir die mittlere Besetzungszahl A f(e)
(ny) = z n, P (ny) die Fermi-Funktion 1
M kT

- _f
(n,.) BT (€,)

f >
0 1) €

Bei hohen Energien und geringer Dichte stimmen die Fermi- und die Maxwell-Boltzmann-

Verteilung iiberein. Im Gegensatz zu Bosonen ist fiir Fermionen p nicht nach oben beschrinkt.

Thermodynamik

Aus der Zustandssumme erhalten wir (z.T. mit einigen nicht-trivialen Umformungen) die ther-

modynamischen Grofen

Q(T,V,u)=—kTInZ5=-kT D, In [1 + ef(sxfu)/kT]

A
> =5 - Y e
A
oQ
S=_ o =k Z [f(g;) In f(g)) + (1 - f(gy)) In (1 — f(&y))]
A

U=Q+TS+uN= D & f(g))
A
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Fiir die weitere Auswertung miissen wir g, spezifizieren. Fiir freie Fermionen mit Spin s, d.h.
2
(2s+1)-facher Entartung, gilt A = p,c und &) = g, = '5% . Wir fiihren wieder z = ePH und zwei

Integrale sowie deren Entwicklungen ein,

4 5 T DO (yvtl v
fS/Z(Z)ETJ. dXlen(l-er = TI = C 2\/5/2
o 0 Z le +1 v=1
0 DO (yvtl v
und  f35 (1) =25, f5p= 2 37
v=1

\Y
= Q(T,V,u) =—(2s+1) 3 kT f55(2) =—PV
}\’T

v
(N) = @2stl)—3 f3(2)
At

!284‘1!
U = 3 kT fs/z(Z)

T
Bei geringer Dichte bezw. hoher Temperatur gilt z « 1, und

3 3
C(N)(@stD) ) N _an+ 1 |[Arn 2+
VT " 2T ) 2 2T 06kl T 32 (28t

2 3
A
S PV = st g KT | z- 2| = (N KT [ 14— B2y,
2 2 22 (2s+1)

Die Virialentwicklung zeigt, dass bei Fermionen der Druck - allein aufgrund der Statistik - hoher
ist als beim idealen Gas. Dagegen ist er bei Bosonen geringer (s.0.). Die Fermionen-Statistik er-
zeugt effektiv eine AbstoBung auf Grund des Pauli Prinzips, wihrend Bosonen einen Trend zum

,bunshing’ haben.

Einsetzen von z liefert bei geringer Dichte (np) = Py 7»% n ¢ PEp . Diese Relation ist niitzlich

in Halbleitern mit geringer Leitungselektronendichte.



93
Fluktuationen
Fiir unabhéngige Fermionen gilt

_0+1 e B

(m?) = [ +obEm (m) = (- (m))P) =(m) - (m)2<(m)

(n, Xn,,) fir A#A
(nn) = ALY

(n,) firr A=A

Die Fluktuationen der Gesamtteilchenzahl sind dann

((N=(N))?) =(N?) —(N)2=3" [(mmy) = (m) (m) ]= > [(m) = (m) 2] < (N)

AN A

Fir N — o verschwinden die relativen Fluktuationen in der Teilchenzahl.

5.8 Das entartete Fermigas

In Metallen ist der Grenzfall hoher A f(g)

Dichte realisiert und p » kT. Typi- 1 kT

sche Werte sind

wWT=0)=egp =k Tg = 10eV

= Tg=10°K 0

a) T=0
Bei T=0 gilt f(¢) = 6(n—¢). Das chemische Potential bei T = 0 ist die Fermi-Energie e =

2rh
w(T=0). Fiir freie Teilchen im Kasten mit p = % (ng, 0y, 0,) , &y 5= p%/2m und Spin o ist der
Fermi-Impuls pp = /2me definiert durch die Bedingung, dass in der Fermi-Kugel alle Teil-

chen untergebracht sind

n =

(2s+l) 47 3 CpE K, en? 23
MR s e I
s+1

N
X7 =
V" rny 3 F 2m  2m
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Zustandsdichte der Fermionen (pro Spin und Volumen, in 3 Dimensionen)

Um die Summe iiber Impulse durch

Integrale tliber die Energie auszu-

. ) L A D(¢)
driicken, fiihren wir die Elektronen-
zustandsdichte (pro Spin) ein

47
D(e) de = 2d
(e) i) p-dp
3/2 | >
pe= b= O u g

w23 2nln

€ €
N 3 E 3

Daraus folgt bei T=0 mit V- (2s+1) I de D(¢) die Beziehung V= (2s+1) I de D(e)e =
0 0

3
—Neg.
5 F

b) 0 ZKT « u, (Sommerfeld Entwicklung)

Bei endlichen Temperaturen, aber kT « p kénnen wir davon Gebrauch machen, dass die Ablei-
tung der Fermifunktion nur in einem engen Energiebereich von der Gréfe kT « p von Null ver-
schieden ist. Im Vergleich zu —f'(¢) sind andere GréBen, z.B. D(g), glatte Funktionen. Dies macht

eine Entwicklung moglich, die als Sommerfeld Entwicklung bezeichnet wird. Wir brauchen dabei

die folgenden Integrale Ids (-1 (-df /dE) | Die untere Grenze kann von Null nach —oo ver-
0

schoben werden. Die Integrale konnen dann ausgedriickt werden durch

rer ~ e (1227 LG

wobei {(n) die Riemann'sche Zeta-Funktion ist mit den Werten  {(2) = n%/6 , £(4) = n*/90 , ...
Damit ergibt sich

1 n=0
% if (n?/3)(KT)? n=2
n
Ids (e—w) (—d—j = {(7n*/15)(kT)* n=4
0 n ungerade
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Wir entwickeln f3,5(z) und f5,5(z) oder direkt Q(T,V,u) in der Sommerfeld Entwicklung:

Q(T,V,u) = —(2s+1) VKT ‘[ de D(¢) 1n[1+e_(g_”)/kT] .

0——00

In zwei partiellen Integrationen fithren wir ein

3/2
m 4 s5p

€
= | de'D(¢' T
a(e) _([ &' D(e") NETERT €

€
231 de'a(e’
= ————¢ und b(g) = | de'a(e) =
\/Enzh3 3 ® '([

Dann gilt

df(e) j

Q(T,V,p) =— (2s+1) V stb(S)(— ”

Wir entwickeln nun b(e) um € = p : b(g) =b(n) + a(p) (e—) +% D(p) (e—)% + ...
2
=  QT,V,u)=-2s+1)V [b(u) - % D(p) (kT)? + } =—PV

<N>=—aQ (2s+1)v{a(p)+—4ﬂl(kn2+ }

32
2 £

2
12\/_(kT) +. } - (25+1)V\/_ 3y

= (2s+1)V w2+

m3/2 2
V2 ain| 3

Durch Invertieren finden wir die T-Abhédngigkeit von p

o2 (KT)?
U =EF 1—8 eF + ...

Analog finden wir

3 5 kT)? 2 kT
U=§ (N) 8F|:1+E (gj +} und = (N) K 2 &

W N

D.h. fiir kT « g hédngt die Warmekapazitit linear von der Temperatur ab,und PV =% U.



96

Wir vergleichen die beiden Fille

klassisches System “entartetes” Fermigas

_ 3 3
U = 2 2
S NKT < Nk Tp
PV = N kT 2 NKT
5 F
D = T NTF

(D ist die Diffusionskonstante.) Das klassische System und das entartete Fermigas erfiillen also
dhnliche Relationen, wenn T durch T ersetzt ist. Dies steckt hinter der Bezeichnung "entartet".

5.9 Pauli-Paramagnetismus

Ein Elektron im Magnetfeld ist beschrieben durch den Hamilton Operator (wir wéhlen hier e =

le|, die Ladung eines Elektrons ist also —e)

2

A

H = L(P"‘EAJ _MBG'H; GZZG::lzl, ug =e#f/(2mec)
2m c

Die Kopplung von Impuls und Vektorpotential fiihrt zum Landau-Diamagnetismus, den wir hier
nicht weiter diskutieren. Dagegen untersuchen wir nun die Konsequenzen des letzten Terms, der

zum Pauli-Paramagnetismus fiihrt.



Die Energieeigenwerte sind dann

2 F PG
_bP &

Der Unterschied zwischen der
'Spin-auf' = +1 und 'Spin-ab' ¢ = Zweig mit
—1 Komponente ist der Beitrag c=-1
+ugH in der Energie, den wir for-
mal durch eine Verschiebung des
chemischen Potentials darstellen

konnen,

Hy=p +ugH.
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Zweig mit
G =+1

Die Zustandssumme ist
+ p2 +
Zg= Y expi-pY [y +np) (=—w—ppH (ny —np) ]}
i 2m
{np} {np} P
und die Magnetisierung

M=pg ((N*) —(N)) =g Y ((n;)—(ny))
p

Fiir kT « gp gelten die Relationen des entarteten Fermi-Gases. D.h.

3/2

[

Nt -N- 1’n3/2 2 3/2 3/2 m —1/2 RET) H
——~ = == - = - =D(ep) 2ugH= n =—B—.
v T r 3 (w2 ) T e (o) 2upH = 0 752

Damit gilt fiir die Magnetisierung und Suszeptibilitit |
X
M 3npgH
A €p
30l
und g = 1B ) u32 D(eF) .
2ep
I >
€F kT

Die Suszeptibilitdt ist also proportional zur Zustands-

dichte an der Fermi-Kante.
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Fiir KT » eg » pgH gelten die Relationen des Fermi-Gases mit geringer Dichte

N;-N
-t - =%(el3“+—e5“_) —n ppH
\4 »p KT

M SH . o :
D.h. die Magnetisierung ist v on ukB—T und die Suszeptibilitit ¥y =n —
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6 Reale Systeme
6.1 Wechselwirkende Teilchen

Die Hamilton-Funktion von N wechselwirkenden Teilchen ist

2

HC{pi}, (ri}) = 2 - cum]+3Y V-
i

die Gibbs'sche Verteilungsfunktion ist p({p;},{r;}) oc exp[-BH({p;},{r;})] und die klassische

(Maxwell-Boltzmann) kanonische Zustandssumme

1
N (2 h)3N

ZN=

Id3NI‘ exp[ BH({pl} {rl})]

p?
B 1

P 2m — mk12" = -~ , wobei Ay die thermische de
2nh At

Jede Impulsintegration liefert jd—p
T

Broglie-Wellenldnge ist. D.h.

= 1\11! );N d3Nrexp{ {Z‘U(r)vL ZV(r r)}}

17:_]

Eine weitere exakte Auswertung ist nur in Spezialfdllen (z.B. bei harmonischer Wechselwirkung)

moglich. Im Allgemeinen sind Approximationen oder Numerik (z. B. Monte-Carlo-Methoden)

notig. Diese werden im Folgenden an einigen Beispielen erldutert. Weiterhin werden die Wech-

selwirkungen in Festkorpern ausfiihrlicher diskutiert.

6.2 Virialentwicklung

Geniigend verdiinnte Gase verhalten sich ideal, d.h. PV = N kT. Bei endlicher Dichte n = N/V

fithren Wechselwirkungen oder, wie in Kap. 5 gezeigt, die Bose- oder Fermi-Statistik zu Korrek-

turen. Dies ist die Aussage der Virialentwicklung, einer systematischen Entwicklung in der Dich-

te

ﬂ—1+nB+n2C+...

N kT

Fiir anziehende Wechselwirkung ist der 1. Virialkoeftizient B <0, fiir abstoende gilt B > 0.
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Eine Entwicklung in der Dichte entspricht einer Entwicklung in eP* « 1. Die groBkanonische Zu-

standsdichte ist dann

0
ZG: Z ZN eN},l/kT = 1 +Zl e},l/kT +ZZ eZp/kT_,_ .
N=0

Besser ist es, eine Kumulanten-Entwicklung durchzufiihren

ZG =exp [Zle“/kTJr 22 kT 1= 1+ Zl kT 4 (22 + % Zl) e2WkT 4

N ~ 1
Der Vergleich liefert Z, =7, Z, =7, ) le , .... Die Kumulanten-Entwicklung fiihrt direkt

auf das groBkanonische Potential

QT V,u)=-PV=-KT[Z T+ Z 2WKT 1 7.
Weiterhin gilt

N=- {G—Qj = Zl e“/kTvL2Z2 e2WkT
LAY

Die Kombination liefert PV=kT [N~ Z, e2WkKT+ ]=KkT [N~ Z,N%Z? +..]und

— 7 72 _ 2
B=-VZ,/Z} = -V (2,/Z] -1/2).

Virialkoeffizient fiir ein klassisches Gas mit Paarwechselwirkung

N
p .
Fiir ein klassisches System mit Hamilton-Funktion H = Z — +5 Z V(ri-r) gilt
i= 1 i#
p _V
71 = rex
1 (2nh)3 p[ B om ] %
1 d®p,dp P’ P Y
_ 1 1Py [ 313 ) L _ = 2 [@PreBVOD)
Z, 2!I )’ jd nd’n, exp{-Bl5 - +55 Vi -r)l} 3T jd re

D.h. der 1. Virialkoeffizient ist daher

_ %Id3r[e—V(r)/kT _1]
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Zur weiteren Auswertung betrachten wir ein Poten- AVO

tial mit 'hard core' AbstoBung bei kurzen Abstén-
den und schwacher Anziehung bei gro3eren Ab- 'hard core'
stinden AbstofBung
VOKT |~ -1 fiir r < 2,
=V(r)kT fiirr>2r, I r
_ >
o . . 0
Hier ist ry der Teilchenradius, d.h. der Abstand von 2ty schwache Anzichung

zwel Teilchen ist mindestens 2r,. Damit ergibt sich

14
B(T):E?ﬂ:(zro)?"l_ L J. dSrV(r) = b—% mit a,b>0.
[r>2r,

Der erste Beitrag beschreibt das durch ein Teilchen fiir die anderen ausgeschlossene Volumen 2b,

wihrend a die anziehende Wechselwirkung charakterisiert. Die Gasgleichung lautet also
PV=NKT(1+bn-ap=
= ( n-ayr).

Fiir hohe Temperaturen dominiert die Absto3ung, fiir tiefe die Anziehung.

Das van der Waals-Gas

Fiir geringe Dichten konnen wir die Virialentwicklung auch in der folgenden Form schreiben
PV +an?V=NKkT (1+bn) bzw. (P +a n%) V (1 — b n) =N kT. Dies fiihrt zur bekannten van
der Waals-Zustandsgleichung

2
(P+a%)(V—Nb):NkT ,

wobei a mit der anziehenden Wechselwirkung bei groleren Abstinden und b mit dem abstoen-
den 'hard core' Potential zusammenhéngen. Hier haben wir die van der Waals-Gleichung im
Grenzfall kleiner Dichte hergeleitet, wo sie dquivalent zur Virialentwicklung ist. Sie wird aber
1.A. aber auch bei groBeren Dichten als sinnvoll angesehen, und beschreibt dann auch den Fliis-

sig-Gas-Phaseniibergang.
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Quanteneffekte und Virialkoeffizient

Wir geben noch einmal eine einfache Herleitung des 2. Virialkoeffizienten, der von der Statistik
herriihrt (vergl. Bosonen und Fermionen im Kap. 5). Dazu betrachten wir ein nicht-wechsel-

wirkendes Bose- oder Fermigas mit Energie p2 /2mund Spin s

— Zl _ z e_Bp2/2m2(2s+1)l , Z2 — z .e_[}(p2+p'2)/2m‘
A

3
po T po,p'c’

Die Einschriankung bei der Summation in Z, (symbolisiert durch den Strich) beriicksichtigt, dass

Vertauschen von pc und p'c' keinen neuen Zustand liefert, und hat unterschiedliche Konsequen-

zen fir Fermionen und Bosonen. Fiir Fermionen miissen wir gleiche Zusténde ausschlieBen. D.h.

zu”=%z mzézzjm%z

po.p'c’ po#p'c’ pc p'c’ po=p'c’

Fiir Bosonen ist Doppelbesetzung moglich, und die Diagonalterme tragen bei,

1 1 1
pop'c po#p'c po=p'c Ps PO po=p'c
2p?
1 , 1 Pom Bose .
= Zy=5 17 £ EZ e “MAfi Fermi  Statistik

2p?
N 1 B 2s+1) V
7oyt o Gt Pam _ Gs) Vo
2 2 1 2 > 2 23/2}\[%

Der Faktor 232 im Nenner des letzten Ausdruckes riihrt davon her, dass wir das bekannte Impuls-
3
At

integral mit der Masse m/2 auswerten miissen. Der Virialkoeffizient ist also B = Im

. . Bose . ) . .
und hat entgegengesetztes Vorzeichen fiir Fermi Teilchen. Damit finden wir das Ergebnis wie-

der, was wir in Kap. 5 fiir das Bose- und das Fermi-Gas hergeleitet hatten,
PV=NKT[15 n——zs 23]
T (2s+1)252 T

Die Bose-Statistik liefert eine effektive Anziehung, die Fermi-Statistik dagegen eine effektive
AbstoBung (“statistisches Potential™).
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6.3 Spin-Modelle mit Wechselwirkung

Ein wichtiges und griindlich studiertes Beispiel wechselwirkender Systeme sind die Spin-
Modelle. Wir betrachten ein d-dimensionales Gitter von Spins, z.B. einen Festkorper, wobei an
jedem Gitterplatz (numeriert mit i = 1, ..., N) ein Spin éi sitzt. Zur Erinnerung: Die Spins sind

Operatoren mit den fiir Spins typischen Vertauschungsrelationen. Wir konnen Spin-1/2-

. . S 1 A A A A .
Operatoren durch Pauli-Matrizen darstellen, S = — 6 = ) (6x,0y,67), mit

R _(01) R _(0—') R _(1 0)
°x=10) > %" Go/) > %2 {01

Jeder Spin hat ein magnetisches Moment pg= gugS (wobei das Bohr’sche Magneton

[\S)

ug =eh/2me und das gyromagnetische Verhiltnis fiir Elektronenspins g = 2 ist). Entsprechend
hat er in einem Magnetfeld H die Energie Hpy =- gugH -S. AuBerdem gibt es eine Wechsel-
wirkung zwischen Paaren von Spins von der Form Hjy =—1J1 §; ‘S j- Ein Gitter von solchen

Spins ist beschrieben durch das Heisenberg-Modell

H=-JY 8;-S;-guz H- ZS
(i)

Fiir positive J wird eine parallele, fiir negative J eine antiparallele Ausrichtung benachbarter
Spins begiinstigt. Die Summation iiber (i,j) ist liber alle z ndchste Nachbar-Paare 1 und j. (Fiir
eine kubisches Gitter in d Dimensionen ist z = 2d). Die Ursache einer solchen Wechselwirkung
konnte die Dipol-Dipol Wechselwirkung sein. Die ist aber im allgemeinen sehr schwach. Von
Bedeutung ist dagegen die Austausch-Wechselwirkung, die eine Konsequenz der Coulomb-

Wechselwirkung und des Pauli-Prinzips ist.

Um die Austausch-Wechselwirkung zu erldutern, betrachten wir 2 Fermionen jeweils mit Spin
1/2. Der Gesamtspin beider Teilchen ist S G~ =S 1 +S . Die Gesamtwellenfunktion (Bahn- mal

Spinzustand) muss ungerade sein beim Vertauschen der beiden Teilchen. D.h. die Energieeigen-

werte, die wesentlich von der Coulomb-Energie bestimmt sind, hingen vom Gesamtspin ab,

Gesamtspin Bahnwellenfunktion Energieeigenwert
Sg=1 Triplett, gerade ungerade Ey
SG =0 Singulett, ungerade gerade E;

Die Energie der zwei Zusténde ist also E = E; —%(E1 —E;)Sg (Sg + 1). Das Produkt Sg(Sg+1)

ist aber gerade der Eigenwert des Operators Sé , den wir wie folgt umschreiben
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A A

S2 =(S;+S,y)%=2 +28,S,

N | —
o

Damit finden wir fiir die Energie E = const — J glé o mit]J = E; — E, und wir erkennen die

oben angegebene spinabhidngige Wechselwirkungsenergie.

Im Sinne des oben diskutierten (die Wechselwirkung der Spins ist durch die Quantenmechanik
begriindet) ist das Heisenberg-Modell ein quantenmechanisches Modell. Oft wird es aber auch als
ein Kklassisches Modell verwendet. Dann sind die "Spins" 3-dimensionale Vektoren (Zahl der
Komponenten, n=3) mit festem Betrag. Formal ist dies realisiert als Grenzfall, wenn der Spin pro

Gitterplatz sehr grof3 ist, S — oo. Dann fithren wir als neue Variable den klassischen, normierten
Vektor gi = Si/\/ S(S+1) ein, und es gilt (mit neu definierten Konstanten J und p)

(L,j) i

U.U. spielt aber auch nur die z-Komponente des Spin-1/2 Teilchens eine Rolle S;, :% c; mit

c; =+ 1. Dies fiihrt zum so genannten Ising-Modell (eine Komponente, n=1)

(i,j) i

Zwar haben wir hier das Ising-Modell als Spezialfall des Heisenberg-Modells eingefiihrt. Es ist
aber auch ein Modell fiir viele andere Probleme, die durch zwei mdgliche Zustinde pro Gitter-
platz charakterisiert sind. Das Ising-Modell ist eines der einfachsten und daher ausgiebig unter-

suchten Modelle mit Wechselwirkung.

Manchmal spielt nur die Projektion des Spins auf die = K f N \ . 4 f *
xy-Ebene eine Rolle. Das so erhaltene Modell ist das
XY-Modell (ohne Feld und klassisch). Die Variablen v \ ‘ f A + f

sind dann Einheitsvektoren in der Ebene (S, Sy;) k \ f o k f -
.ol 2 .
mit S . + Syi = 1 (zwei Komponenten, n=2), deren

Richtung auch beschrieben werden kann durch die \ f \ v '/ * ol k
Winkel ¢;. Damit gilt

H= —JZ(sxisz +8yiSy;) = —K > cos(o; -0;)
(1, {i,j)
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6.4 Das 1-dimensionale Ising-Modell

Die Zustinde des Ising-Modells o ; = +1 konnen durch Vektoren 'auf' und 'ab' dargestellt werden

1 2 3 . . N
(R A 2 N SR A
Mit den Abkiirzungen J und h wird die Hamilton-Funktion in 1 Dimension

H

_ N I u H
kT =—j ; GiGH‘l_hZ (of] mit ]:E und h= 9%,

kT

In d=1 (auch in d=2 fiir h=0) kann das Ising-Modell exakt gelost werden. Dies demonstrieren wir

an zwei Beispielen:

a) Rekursionsmethode fiir h=0

Wir betrachten zunéchst eine offene Kette ohne Feld

Zn=Y Y ¥ exp{jgci_pi}.

o,=%l o,=%1 on=tl

Zy lasst sich rekursiv bestimmen:

N-1
z z 2“ exp {j Zé Gi_lGi} z exp (j on_] ON)

on=*l1
=7ZnN_1 2 coshj firN>2.
=  Zn=2(2coshjN-1,

Die freie Energie (genauer freie Enthalpie, da sie von den intensiven Variablen T und H und der

extensiven Teilchenzahl N abhéngt) ist dann
G(T,H,=0,N)=—kT In Zyy=—kT [N In 2 + (N-1) In cosh é]

oG

Dh. S(T,H,=0N)=-F7

J K J
=k |NIn2+ (N-1)Incosh — —(N=-1)7+ tanh — |,
| (N-1) S (D tanh ]
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oS A ooy 4s
und Cyx (T,H,=0)=T T
J 1 ?
=k(N-1)| —m—— | . —>
kT cosh(J/kT)
>
0 T

b) Transfermatrixmethode

Als nidchstes betrachten wir ein 1-d Ising-Modell auf einem Ring, d.h. mit periodischen Rand-
bedingungen oyn+ = o1, mit von Null verschiedenem Feld h # 0. Wir spalten H auf wie folgt

H N h < N
kT =~ 2 doiomi—3 2 (Gitoi) = 2 U(cioi)
i=1 i=1 i=1

— Zn = z Z Z ¢U(01,02) ¢~U(02,03)  o~U(on,01)
o,=t1 o,=%I1 on=tl

Wir fihren nun die Transfermatrix ein
j+h =j
U N . e e
e V@) =T o ; T= [ . th'
e

Damit lasst sich die Zustandssumme in der Form eines Matrixproduktes schreiben

Zy = Z Z Zl TGIGZ T6263"'TGN61 5

clzil 62=i1 oy=t

und wegen der Summation tiber die d&uBeren Indizes als Spur Zy = tr TN. Zur weiteren Auswer-

tung diagonalisieren wir T

A 0O |
T= (01 A ] mit % 2=¢ [coshh (sinhh + e 4) * ]|
2

ML
Damit gilt ZNZ‘[rTNZtr(O1 XJ =7u11\1+k12\1.
2
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(FirH, —> 0ist Ay 5 = o + ¢7J. D.h. der Ring unterscheidet sich geringfiigig von der oben behan-

delten offenen Kette.) Fiir N — oo dominiert der groBere der Eigenwerte Xll\] » Xlz\] . D.h. es gilt
SR M/N
IN=M & 1o
G(T,H,,N)=—NkTIn2, .

Die Magnetisierung ist also

0G(T,H,,N)

M(T,HZ,N) == a H

z

sinh h

=Ny —
\sinhzh +¢*

und die Suszeptibilitét

OM(T,H,,N)

LT ~
oH, H,=0

2
_ Nuo okt
kT

Die Suszeptibilitit hat eine wesentliche Singu-
laritdt bei T = 0. Wir werden bei der Diskussi-

on von Phaseniibergdngen darauf zuriickkom-

men.

Die Suszeptibilitdt hangt mit der Korrelationsfunktion zusammen

2 N
YT = Ho Z <o; Gj>| (Ubungsaufgabe) .
kT H,=0

Wir haben oben gesehen, dass das 1-dimensionale Ising-Modell bei T # 0 keine spontan geord-

nete Phase hat. Nur bei T = 0 sind alle Spins auch ohne Feld parallel ausgerichtet. Das mag zu-
nédchst verwunderlich erscheinen, da der Zustand 1111111...., d.h. o; = +1 fiir alle i, die nieders-

te Energie hat (entartet mit o; = —1 fiir alle 1). Aber dieser Zustand hat nicht die niedrigste freie
Enthalpie G = E — TS. Um dies zu zeigen, betrachten wir eine Konfiguration wie T11111111]!,
wo die Spins eines Teils der Kette umgedreht sind. Die Trennwand zwischen den beiden Berei-
chen erhoht die Energie um AE = 2K, sie kann aber an N Stellen liegen. Der Entropiegewinn ist
AS =k In N. Dies bedeutet, dass bei T#0 die Enthalpie des Systems durch die Trennwand abge-

senkt ist. In Kapitel 9 werden wir weitere Systeme, auch das Ising-Modell, in mehr als 1 Dimen-
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sion untersuchen. Dort werden wir Phaseniibergiinge und spontan geordnete Phasen auch bei end-

lichen Temperaturen finden.

6.5 Cluster-Entwicklung

Hier betrachten wir das Ising-Modell in d Dimension mit Wechselwirkung zwischen néchsten
Nachbarn (1,j) fiir H, = 0. Dann ist

Zn (TH,=0)= 2, ePH=3"TT &'
{c} {o} (i

Da (o; csj)2 =1 gilt ¢!5i% =cosh ]+ o; cjsinh J = cosh J [1 + o; o; tanh J]. Damit wird die

Zustandssumme

Zn (T,0)=(cosh P 3" [T (1 + oicjtanh J)
{0} (i)

P ist die Zahl der nichste Nachbar Paare (i,j) . Abgesehen von Randeffekten gilt P = Nz/2, wo-

bei z die Koordinationszahl ist.

1 2 3 4 11 1
O—O0O O O = Zn(TO0)/(coshhHP= > > .. > {1
n+1 n+2 01:—1 02:—1 GN:—1

2n+1 | D +tanhJ (0] 6, ¥ 6,03+ G Opyp F.0)
O

+ tanhZJ (Gl G5 63 O3 + ... )
+ tanh3J (Gl 0p 07 63 03 04 + ... )
+ tanh*J (61 65 69 Gy Opid Opa] O Op + oo o } -

Alle 'Cluster' kommen vor, in jedem Cluster jede Bindung nur einmal. Offene Cluster geben kei-
nen Beitrag wegen der Summation iiber ; = + 1 eines offenen Endes. Geschlossene Cluster lie-

fern 1, da jedes o; quadriert vorkommt. D.h.

1 1
ZN (T,0)/(cosh HP= > .. X {1+ (tanh ))*- (Anzahl der geschlossenen 4-er Cluster)

01:—1 GN:—1

+ (tanh J)® - (Anzahl der geschlossenen 6-er Cluster) + ...}.
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Beispiel:

a) Die 1-dimensionale offene Ising-Kette hat keine geschlossenen Cluster
= Zy = (cosh HN-1oN

b) Die 1-dimensionale geschlossene Ising-Kette hat genau ein Cluster der Linge N
= Zy=(cosh HN 2N (1 + tanhNJ) = 2N [(cosh )N + (sinh N)N] .

¢) Die Cluster-Methode erlaubt es, das 2-dimensionale Ising-Modell exakt zu 16sen (siche Ap-
pendix B von Stanley oder Feynman 'Statistical Mechanics').

6.6 Variationsmethoden

Problem: Gegeben sei ein Hamilton-Operator (oder Funktion) H, zu kompliziert um

Z =tr e PH und F = kT In Z exakt zu bestimmen.

Voraussetzungen: ~ — Wir kdnnen ein verwandtes Problem charakterisiert durch H, 16sen,

wobei o ein (oder mehrere) Variationsparameter ist:

Zy=trePHo F = KkTInZ,.
1
— Auflerdem konnen wir (H) H, =7 W {H e*BHOL} bestimmen.
(03
Dann gilt F<F,+(H-H) H, (Beweis folgt.)

Insbesondere konnen wir den (oder die) Variationsparameter o variieren und das Minimum der

rechten Seite suchen:

F* = Ming {Fy +(H-Hg)y |-
()

Dann gilt noch immer F < F*, und F* stellt die beste obere Schranke dar innerhalb der Klasse, die
durch die Menge der H,, gegeben ist.

Beweis von  F<Fy+(H-Hy)py,

a) Wir betrachten das Funktional

fip) = tr {p H} 3 1 {plnp)
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fiir beliebige, normierte Dichtematrizen p. Wir variieren p und suchen das Minimum von f(p):

Min,, {f(p)} ‘ p=p unter der Nebenbedingung tr p = 1 (Lagrange Multiplikator y). Dies erfordert

<%%{ﬂm+yaxp—n}%ﬂ:=u{&wH+%a+ﬁm»+vn¢$

1
was erfullt ist durch p =——5 e PH. Die 2. Ableitung ist &2f ‘ - =tr i_fizp > 0. d.h. wir
treP PP Pp

haben ein Minimum gefunden. Im Minimum nimmt das Funktional f(p) den folgenden Wert an

_ tr H e PH 1 1
P) =" e T B reb

tr {e_BH [—BH —Intr e‘BH] }

1
:_E IntrePH=_kTInZ=F.

Fiir p= p istalso f(p) gerade gleich der thermodynamischen freien Energie F.

oBHo

b) Wir wihlen nun p = p, = und variieren o. Dies bedeutet, dass die Menge der p, nur

tre PHa
ein Teil aller moglichen p ist. Das bedeutet, dass f(p,) > f(p) = F also f(p,) groBer ist als die

freie Energie. Wir konnen noch schreiben
1
f(pg) =trpy H+ B tr (P, In pg,)

1
:trpaHa+E tr (pg In pg) +tr p, (H—Hy)

=Fq+ (H-Hy )y, -

Bemerkungen:

— eine gute Schranke erfordert eine gute Wahl von H,,

— es gibt weitere Variationsprinzipien, z.B. auch eine untere Schranke F, + (H-H) gy <F.

6.7 Numerische Monte Carlo-Methoden

Man konnte versuchen, die Zustandssumme z.B. des Ising-Modells und Mittelwerte

o e BHE)
z=7% ¢PHO) | (1) =3 p6)f(s) , p&)=""7 ,

N
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numerisch zu bestimmen, indem man tiber alle Konfigurationen s = {c;} summiert und jeweils

mit dem entsprechenden Gewichtsfaktor p(s) multipliziert. Das Problem ist aber die extrem hohe

Zahl von Konfigurationen. Zum Beispiel hat in 3 Dimensionen schon ein kleines System von 10
x 10 x 10 Gitterplitzen 21000 _ 10300 yerschiedene Zustinde, und alleine das Abzihlen der Zu-

stinde wiirde mehr als astronomische Zeiten in Anspruch nehmen. Abhilfe bietet die Monte Carlo
Methode: Dafiir wihlen wir eine geeignete Folge {s,}, n = 1, ... N von Zustinden, die mit der

Wahrscheinlichkeit p(s,) vorkommen und bestimmen

£ = im LS g —lif +o(n1?)
( >_N1—r>l}>oﬁnz_:l (Sn)_N (Sp)

n=1
Metropolis-Algorithmus (Markov-Kette)

Wir konnten im Prinzip Spinkonfigurationen s, durch einen Algorithmus zufillig bestimmen

lassen, der so gewdhlt ist, dass die Konfigurationen mit der Wahrscheinlichkeit p(s,) realisiert

werden. Es ist aber weit giinstiger, Spinkonfiguration in jedem Schritt (s — s') in einer Weise zu
verdndern, die charakterisiert ist durch Ubergangswahrscheinlichkeiten Wgg. Wenn die Wy die

Bedingung des detaillierten Gleichgewichts (‘detailed balance') erfiillen

Wes' _P) _ —H(s)-H(s)]
W ~ p(s) — ¢ ’

kommen die gewidhlten Konfiguration mit der korrekten Wahrscheinlichkeit vor p(s) vor. (Ver-

gleiche die Uberlegungen im Zusammenhang mit der master Gleichung.)

Wir gehen also wie folgt vor:

Wir starten von einer beliebigen Konfiguration s = s; und setzen fy =n=0.

Wir bestimmen s' versuchsweise durch Umkehren eines zuféllig ausgewéhl-

ten Spins von s.

Wir berechnen H(s') — H(s).

A Iteration . ' _
Fiir H(s") — H(s) < 0 wird s' akzeptiert, d.h. s' wir das neue s, s' — s.

Sonst wird s' mit der Wahrscheinlichkeit Wy = e PIHEHED akzeptiert.

Alle M Schritte findet eine 'Messung' statt, d.h. s, =s'und fy +{(s,)) — f5.

Nach N Messungen bestimmen wir den Mittelwert (f) = {5 /N.
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Bemerkungen:

1) Die MC Schritte konnen beliebig gewihlt werden. Das Verfahren konvergiert immer, aber die
Geschwindigkeit kann verschieden sein. Beispiele sind das Umdrehen eines Spins (dafiir ist die
Berechnung von H(s') — H(s) besonders einfach und schnell), Austauschen zweier Spins oder glo-
balere Anderungen. Oft wihlt man eine Kombination verschiedener Schritte. Die Versuchsraten

fiir den Ubergang s— s' und fiir den umgekehrten Ubergang s'— s miissen gleich sein.

2) Beim Metropolis-Algorithmus ist Wy = 1 fiir H(s') < H(s) und sonst Wy = ¢ BIH()-HE)T
D.h. die Bedingung des detaillierten Gleichgewichts ist erfiillt.

3) Um bei H(s') — H(s) > 0 zu entscheiden, ob s' akzeptiert wird, erzeugen wir mit Hilfe eines
Zufallszahlengenerators (RNG) eine Zufallszahl r aus dem Intervall [0,1]. Wenn r < ¢ PIH(s)-
H()I, wird der Schritt akzeptiert, und s' wird die neue Ausgangskonfiguration s. Ansonsten wird

die Konfiguration nicht verdndert.

4) Die Anfangskonfiguration s, kann beliebig gewihlt werden, aber das System muss zunéchst

ins Gleichgewicht kommen. D. h. die ersten N, (~10%) Schritte werden nicht zur Berechnung der

Mittelwerte genutzt.

5) Die 'Messung' fy + {{(s,)) — fy wird nicht nach jedem sondern nach jeweils M Schritten durch-

gefiihrt, um effektiv unabhédngige Messungen zu realisieren.

6) Es bleibt ein statistischer Fehler, der nur langsam verschwindet, bei N Messungen

1 N 5 -1/2
Afz[EZ(f(sn)—m) } .

n=1

7) 'Finite size scaling': Die Rechnung wird fiir endliche System zunehmender Gréfe durchge-

fithrt, bis sich Konvergenz als Funktion der Systemgrof3e abzeichnet.

6.8 Feynman'sche Pfadintegrale und Quanten-Monte-Carlo-Methoden

Literatur:
—  R.P. Feynman and A.R. Hibbs, Quantum Mechanics and Path Integrals,
McGraw-Hill, New York 1965
— L.S. Schulman, Techniques and Applications of Path Integrals, John Wiley & Sons, 1981
—  F.W. Wiegel, Introduction to Path-Integral Methods in Physics and Polymer Science,
World Scientific, 1986
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>
Wir betrachten ein quantenmechanisches Teilchen mit Hamilton-Operator H =T+V= om T V(x).
Wir konnen auch ein N-Teilchen-System betrachten; in dem Fall stehen p und x fiir die 3N Im-
pulskomponenten und Koordinaten, p = {p;}, x = {r;} miti=1, ... N, und V(x) beschreibt sowohl
das externe Potential als auch die Wechselwirkung der Teilchen untereinander. Die Zustands-
summe Z = tr ¢ PH lisst sich als Pfadintegral darstellen. Die Pfadintegraldarstellung wurde zu-

nichst von Feynman fiir quantenmechanische Propagatoren der Form

—iH(tg-t)/h

Kxtpxt) = (x'[ e | x)

entwickelt. (Hier wurde angenommen, dass H zeitunabhdngig ist, der Formalismus kann aber
ebenso fiir zeitabhidngige Probleme entwickelt werden). Dieser Propagator ist die Amplitude ei-
nes quantenmechanischen Teilchens zur Zeit tp am Ort x', wenn dieses Teilchen zur Zeit t; am Ort

x war. Mit seiner Hilfe konnen wir die Zeitentwicklung eines beliebigen Zustands beschreiben

—1H(tg-tj)/h

W) = (x| w(t)) = [dx (x'|e ) Cx () = [dx K\t x6) wixt)

Beachten Sie den Wechsel von allgemeinen Zustinden |y(t)> zu Zustinden in der Ortsdarstellung
v(x,t) = {x|y(t)) und die Vollstindigkeitsrelation Idx |x) (x| = 1, mit den Ortseigenfunktionen

X|x) =x|x). Diese formalen Schritte werden wir im Folgenden mehrfach benutzen.

Die Zustandssumme Z = tr e PH = J‘dxO (xol € PH |xy) hat eine dhnliche Form wie der Propa-

gator, wenn wir i(tg—t;) durch /7 ersetzen. Also hat /% die Bedeutung einer "imagindren Zeit".
Im Folgenden wird gezeigt, dass die Spur als ein Pfadintegral in imaginérer Zeit dargestellt wer-
den kann. Mit der oben angegebenen Notation gilt die Herleitung sowohl fiir ein einzelnes Teil-

chen als auch fiir ein N-Teilchen-System.

Wir verwenden zunichst die "Trotter Formel". Dazu spalten wir e PH auf in eine groBSe Zahl n

von gleichen Faktoren auf

e PH = lim (e

—8(T+V) )n
n—»oo

mit neg=f.

In jedem einzelnen Term kénnen wir schreiben e 8(TTV) = ¢=€T =€V 1 O(£2), da der Fehler von
der Ordnung €2 klein ist. (I. A. wire diese Art Aufspaltung durch die Baker-Hausdorff-Formel

beschrieben.)

Als nichstes fiihren wir n—1 vollstindige Sdtze von Ortseigenfunktionen |xj) und n Sitze von

Impulseigenfunktionen [py) ein
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z=[dx, lim (Jdx,...[dx,[dx,)([dp,,..|dp,[dp,)

n—oo
(%o 1€ T Pa)Pay €Y X0
(X [T ppy e x4, 1€ [ po XDy €Y | X,)-

Achtung: der hier eingefiihrte Index k = 1, ..n ist nicht der Teilchenzahlindex. Bei N Teilchen
steht x; fir 3N Koordinaten r; .

. . . N -V . . . —T .
Die Reihenfolge ist so gewéhlt, dass e immer auf einen Ortseigenzustand und e immer

auf einen Impulseigenzustand wirkt. Darum gilt einfach

-eV(x,) —&pi/2m

und e €T | p,

e—SV‘Xk>=|Xk>e >=|pk>e

Weiterhin gilt fiir die Impulseigenzustdnde in der Ortsdarstellung (analog zu oben)

1 —ipx /A X Pk /h
e 1P Xy —~ Pk .

<pk|Xk>:m

Damit wird (abgesehen von Vorfaktoren) mit xp, = X

, bzw. fiir N Teilchen W €

Xk+1—Xk

+ V(Xk)] } .

n—oo

n-1 n—1 -1 2
Z o< lim (H J.dxk)(g Idpk)exp{—s z [Iz)im +1pk
- - k=0

Die Gauf3'schen pk-Integrationen kdonnen nun ausgefiihrt werden. Dies liefert fiir jedes k

) 1/2 2

Pk . Xk+1—Xk m m (X - X;)
dp, expy—¢€ |5 +1i =|——| expi1—€t—————}.
Jameexo e o +im éh Ii (mmzj Pl e

Die Zustandssumme wird also (bis auf Konstanten)

n—1 n-1
Zoc lim ([T [dx,) exp {~e[ Y %(M)2+V(xk)]} .
n—oo k=0 =0 871

Diesen Ausdruck konnen wir nun symbolisch als "Pfadintegral” in imagindrer Zeit
0<t<hP umschreiben

xX(hB)=x,

7= Idx0 I Dx(1) exp(— Sg[x(1)] /h) ,
x(0)=x,
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wobei wir die "Euklid'sche" Wirkung in imagindren Zeiten eingefiihrt haben

hB m .
SElx(m] = [ dr[5 % 2(0) + V(x(®)] -
0

A
x(t)

Olienene \Vj At

Das Pfadintegral _[ Dx(t) ist definiert durch das oben angegebene n-fache Integral tiber die voll-

stindigen Sdtze von Ortseigenfunktionen [x;><x| zu allen Zeiten T = k ¢ h, die "Zeitableitung"

durch x(t) = [x(t+eh) —x(t)]/eh und das Integral {iber imagindre Zeiten entsprechend. Die for-

malen Ausdriicke lassen sich durch Bild eines Pfades darstellen.

Die analoge Umformung fiir den Zeitentwicklungsoperator liefert eine dhnliche Form (siche die
angegebene Literatur), dann ist aber die Wirkung durch den iiblichen Ausdruck (und iibliches

relatives Vorzeichen) gegeben
oo
SIx(M]= [ dt[5 % 20 - Vx)] -
t

Nur wenige physikalische Probleme lassen sich nach der Umschreibung als Pfadintegral exakt
auswerten. Dazu gehort natiirlich der harmonische Oszillator oder ein Ensemble von Oszillatoren.
Jedoch hilft die Pfadintegraldarstellung bei der Begriffsbildung. Z. B. bei semiklassischen Prob-
lemen (formal fiir #— 0) ist der klassische Pfad, fiir den ndmlich die Wirkung ein Extremem
hat, und diejenigen in seiner Ndhe besonders wichtig. Dies ist ausflihrlich in der angegebenen

Literatur diskutiert. Hier sei auf eine andere Konsequenz hingewiesen:
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Die Pfadintegraldarstellung erlaubt es, die Zustandssumme von Quantensystemen mit Monte-
Carlo-Methoden zu berechnen. Wir hatten in Kap. 6.1 gesehen, dass fiir ein klassisches N-Teil-
chen-System eine Integration iiber alle 3N Koordinaten x ={r;} durchzufiihren ist, die wir mit
gewOhnlichen Monte-Carlo-Methoden durchfiihren konnen. Beim Quantenproblem sehen wir,

dass jede der 3N Koordinaten nun als Funktion der imagindren Zeit t zu betrachten ist, also statt
jeder Variablen r; betrachten wir nun eine Funktion r;(t). Wir konnen die Zeit diskretisieren t =

keh (so war diese ja eingefiihrt worden) und haben nun fir jedes Teilchen i die Koordinate r;

fir die verschiedenen Zeiten k durch Monte-Carlo-Schritte auszuwihlen. Benachbarte k-Werte

sind durch die kinetische Energie, d.h. (ri’k-l,-l—l'i,k)z/(ﬁ-ﬁ )2 gekoppelt. Die Zeitachse stellt also

eine zusdtzliche Dimension dar. Wir kommen so zu dem wichtigen Schluss: ein d-dimensionales

Quantensystem ist dquivalent zu einen (d+1)-dimensionalen klassischen System.

6.9 Wechselwirkungen in Festkorpern

Im Festkorper betrachten wir Ionen und Leitungselektronen. Die ersten bilden ein regelméaBiges
Gitter, abgesehen von Storstellen durch Fremdatome oder Gitterfehler und ihrer Schwingungen
um die Gleichgewichtslage. Die Leitungselektronen kdnnen sich relativ frei bewegen. Der Hamil-

ton-Operator des Gesamtsystems

p? p?‘ 1 e?
H=29y *UR) + D2t 5 2 e + VR
J 1 i#l'

setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie der Ionen (hier betrachten wir nur eine Ionen-
sorte mit Masse M), ihrer Wechselwirkung (abhéngend von allen Ionenkoordinaten R = {Ry}),

der kinetischen Energie der Elektronen und ihrer Wechselwirkung (abhéngend von r = {r;}) so-
wie der Wechselwirkung zwischen Elektronen und Ionen V(R,r). Fiir punktartige lonen gilt
ZJ ZJV e ZJ C

UR)= 5 #Z;v R,—Ry| und  V(R,r) = Z \r ~Ry| -

Bei ausgedehnten Ionen kann die van-der-Waals- oder Austauschwechselwirkung zu komplizier-

teren Ausdriicken fiihren.

Adiabatische Niherung (Born-Oppenheimer)

Die sehr unterschiedliche Masse von Elektronen und Ionen ermdglicht eine Nédherung in drei
Schritten:
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1.) Die leichten und beweglichen Elektronen sehen in niedrigster Ordnung ein statisches Gitter

der schweren und langsamen Ionen. Aus diesem Grund setzen wir an, dass die Gesamtwellen-
funktion faktorisiert ¥(R,r) = ¢gr(r) x(R). Dabei hidngt die Elektronenwellenfunktion ¢pr(r) pa-

rametrisch von den Ionenkoordinaten R ab.

Bei vorgegebenen Ionenkoordinaten ergibt sich also folgendes Eigenwertproblem

2 2
Pi 1 Z c l
{-Zlﬁ T2 +VRD} R = Ex; dra(0)
i= 1#1

il

fur die Vielteilcheneigenzustéinde ¢g ,(r) und -energien E%lj}h der Elektronen. Im idealen perio-
dischen Gitter, wenn die Ionen nicht ausgelenkt sind, R = R, sind die Eigenzustdnde einzelner

Elektronen Blochzusténde, charakterisiert durch Wellenvektoren (Impulse), Bandindex und Spin,
A =(p,n,o). Die zugehorigen Eigenenergien definieren die 'Bandstruktur’ EEIO,}L “ &y die

von der Kristallstruktur abhdngt und i. a. recht kompliziert ist (mehr dazu siehe unten).

2.) Im Prinzip kénnen wir auch die Eigenenergien der Elektronen fiir beliebige Ionenkoordinaten

berechnen. Diese bezeichnen wir mit E%l 5 - Fur einen gegebenen Zustand der Elektronen (z.B.

ein voll besetzter Fermi-See) gilt dann das folgende Eigenwertproblem

H ¢R(r) x(R) = { z oM VR * ER JORM) %(R) = E r(r) 1(R)

{ ox(R) ¢R(r) ¢R( )}

_ P
~or){ 3 T+ UR) By xR - 22M R, OR, P

Der erste Term liefert das Eigenwertproblem fiir die Ionen
p?
{5 + Uan®} xR =E x(R).
T 2M

Dabei ist die effektive Ionenwechselwirkung U.¢s(R) wesentlich durch die Elektronen beeinflusst

Ue(R) = URR) + EY , und zwar ist sie durch die Elektronen abgeschirmt. Diese abgeschirmte

Wechselwirkung klingt gentigend schnell ab, so dass eine Entwicklung in den lonenauslenkungen
Q(t) = R(t) — Ry gemacht werden darf. Eine harmonische Entwicklung von Ugs{(R) in diesen

Auslenkungen und anschliefende Diagonalisierung fithrt dann auf die Beschreibung der Gitter-

schwingungen durch Phononen.
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P 1 2 2
Hepr= Z{zM t3 Moy, Qq,x}
A

Die Eigenmoden sind Blochzustéinde, charakterisiert durch die Wellenzahl q und Polarisations-
index A =1, t1, to fiir longitudinale und zwei transversale Auslenkungen. I. A. sind sowohl akusti-

sche wie optische Phononmoden zu betrachten. Hier beschridnken wir uns auf die akustischen.

3.) Der gemischte Term des Eigenwertproblems beschreibt die abgeschirmte Wechselwirkung
von Elektronen und Phononen. In Stdrungstheorie behandelt fithrt er zu Ubergingen zwischen

den Eigenzustinden. In die Rate geht das Matrixelement

o’
it 1= R far {2050 ROy TR e ) Ton ) 20wy}

: : : 0 . o
ein. Der erste Term ist proportional zu 6_Rde |<1)R(r)|2 und verschwindet, da ¢r(r) normiert ist.

Der zweite Term ist um einen Faktor M kleiner als die elektronische kinetische Energie. Er

kann daher konsistent in Storungstheorie behandelt werden.
Storstellen im Gitter werden durch ein Storstellenpotential beschrieben
V(R,r) = V(Rg,r) + V' 0(r)

Dieses wird ebenso wie die Elektron-Elektron Wechselwirkung oft in Stérungstheorie behandelt.

6.10 Zweite Quantisierung

Wir kénnen die angedeuteten Schritte in mehr Detail nachvollziehen. Eine Beschreibung im

Rahmen der 2. Quantisierung ist dabei sehr bequem.

Phononen

In harmonischer Niherung sind die Gitterschwingungen durch Phononen mit Wellenzahl q und
Polarisation A beschrieben. (Hier betrachten wir nur akustische Phononen). Zustdnde sind cha-

rakterisiert durch die Angabe der Besetzungszahlen

|n1, ey nq,k, ces) o
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+
Fiir jeden Mode (q,A) filhren wir Erzeugungs- und -vernichtungsoperatoren Y und LY ein

— in offensichtlicher Verallgemeinerung dessen, was wir in der Quantenmechanik fiir einen ein-
zelnen harmonischen Oszillator kennengelernt haben. Die Wirkung der Erzeuger und Vernichter

im Raum der Besetzungszahlen ist

+
P g, . Dg s ) :w/nq,frl ng, .., ngtl )

g Iny, ..., Ngjs - ) = w/nq,K ng, ..., nq’k—l, )

Entsprechend der Bose-Statistik erfiillen die Operatoren die folgenden Vertauschungsrelationen
+ _ ot + _
[aq,k ) aq|’}\’v ] = Squ 87\.7\,' , [aq’% , aqv,kv ] = [aq’x , aq,’w ] =0 .
+
Der Operator Ny =2 3 zihlt, wievielfach der Mode q,A angeregt ist. Weiterhin gilt fiir
den Hamiltonoperator
_ * 1
Hpp = Z hog ) (aq’k g T2 ).
q,M

Die Amplitude der Gitterschwingung am Ort R mit Polarisationsrichtung g ;, ist
iqR

__L h +
Q.R) = N 2 Eqa Mo @gata_gy)e
q a,

Elektronen
Die Zustinde des Vielteilchenproblems sind, wie schon diskutiert, durch die Angabe der Beset-

zungszahlen der Einteilchenzustinde mit hy @) = €3 ¢, beschrieben (Fock-Raum)

|n1, ey My )

Fiir Fermionen gilt das Pauli Prinzip und ny = 0,1.

Im idealen Gitter sind die Eigenzustinde einzelner Elektronen Blochzustinde, charakterisiert
durch Wellenvektoren (Impulse), Bandindex und Spin, A =(p,n,o), und die zugehdrigen Eigen-
energien definieren die '‘Bandstruktur' €, , . Im Folgenden betrachten wir der Einfachheit halber

nur ein Band und unterdriicken den Bandindex. Oft sind wir auch nur an den Eigenschaften in der

Nihe einer Bandkante interessiert. Dann gilt &p & = p2/2m*, wobei die effektive Masse m* 1. a.

von der freien Elektronenmasse abweicht.
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Auch fiir Fermionen fiihren wir Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren c, undc, ein, die

die Besetzungszahl eines Einteilchenzustands erh6hen oder erniedrigen

+ 2, v
¢y Inp,...,n,=0,...) = (=1)v= Ing,..n,=1,...)
2y
¢ Inp,..om=1..) =D |n,...n,=0,..)
c}t|n1,...,nx=1,...> :cx|n1,...,nx=O,...> =0
2y

Der Faktor (—-1)"* ist ndtig, um den Vorzeichenwechsel der Vielteilchenwellenfunktion bei

Vertauchen von zwei Fermionen korrekt zu liefern. Die Erzeuger und Vernichter von Fermi-

Teilchen erfiillen die Antivertauschungsrelationen
+ _ _ + + _
[Cx’ cwl = SM' ’ I:C}L, C?Jl = [Cx , Ck,}+ =0 .

Der Operator n, = c{ ¢, zahlt die Besetzung des Zustand A. Der Teilchenzahl- und Hamilton-

Operator wechselwirkungsfreier Elektronen konnen daher einfach geschrieben werden als

+ +
Nel=z ) Cy und Hel=z €, Cy Cy
A A

bzw. fiir Blochzustdnde (hier nur ein Band) bei Beriicksichtigung des Spins

+ +
N = Z Cpc Cpo und Hq = Z €p,c p,c Cpo
p.c p.c

Anstelle der Erzeuger und Vernichter im Fockraum (Besetzung der Einteilchenzustéinde) kdnnen

wir auch entsprechende ,,Feldoperatoren* im Ortsraum einfiihren
V= Xel o v = X 0,0)
bzw. fiir Blochzusténde
y(r) = N RV S E T R P
oy Jo %
(Zur Unterscheidung vom Wechselwirkungspotential ist das Volumen des Systems hier mit QQ

bezeichnet. y, bezeichnet die Wellenfunktion im Spinraum). Die Feldoperatoren erfiillen die

Antivertauschungsrelationen

[y ),y ()] = 3(r-1') ;W)L = [y(),w(r)]=0
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+ + -
bzw. [y 1),y ()]s =8(r1) 655  : [w (1),w.() ] =y (r),v_(r)][=0

. . + ) _ + * '
Zum Beweis betrachten wir  [y(r),y " (r")], = Z [ck, Ck'lr [0) x(r) [0) x,(r )
AN

=2 00 ¢ 4(r") = 8(r-r).

Mit Hilfe der Feldoperatoren konnen wir auch weitere Operatoren ausdriicken. Zum Beispiel ist
der Operator fiir die lokale Teilchendichte

p(r) =y (r) y(r) bzw. bei Beriicksichtigung des Spins pg(r) =y g(r) Yo(r).

Zur Begriindung zeigen wir, dass der Erwartungswert dieses Operators im Fock-Raum mit dem
Erwartungswert in der iiblichen Darstellung (1. Quantisierung) iibereinstimmt: Ublicherweise

wiirden wir den Teilchendichteoperator eines N-Teilchensystems wie folgt schreiben:

p(r) =Y 3(r-r)

1

Sein Erwartungswert in einem Zustand ¢k1,x2,...,kN(rl’r2""rN) , bei dem die N Fermionen in
den Zustinden A, Ay, ..., Ay sitzen, der (wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen) durch

eine entsprechende Slater-Determinante aufgebaut aus den (ij(ri) beschrieben wird, ist
ES
<®|p(r) |D> = j d’r... d’ry O gy hp 1255 TN) [>. 8(rrp] D1 2y i F125-TN)
1
N
2
=2 oy ()]
. J
j=1

Andererseits gilt p(r) = y*(r) y(r) = z CI Cp @ ;i(r) [0) x,(r) . Bei der Berechnung des Erwar-
Wy

tungswert fiir einen Zustand im Fock-Raum, bei dem die Zustinde A, A, ..., Ay besetzt sind

(d.h. n, =1, n, =1, ..., ny =1, alle anderen nj = 0), trdgt nur A = A' bei, und es gilt
1 2 N

— — — + — — —
}% <my =1,n;, =1,..m;, =1,0,0,..¢j ¢, [ny =L,m, =1,...m; =1,0,0,...>
N
* 2
X010 (X)) = 2 g, ()]
=1
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Analog konnen wir jeden Einteilchenoperator der iiblichen Quantenmechanik (1. Quantisie-

rung) durch einen entsprechenden Operator in der 2. Quantisierung schreiben:

N
oM=% 0Vam.p)— 0V= Y [drysm) 0P rp) v 1)
i=1 ©

=Y ¢ O e, mit 0y = [dr ¢,(1) 0 ep) 0,0)
A

Ein Beispiel ist die kinetische Energie. In der Basis der Blochzustinde bzw. durch Feldopera-

toren ausgedriickt wird sie

[v]z

2
P;
T= —m = —ZJ-d3r\|IG(I')—V2W (l‘) - Z pc p,

1 po

—-
Il

Storstellen im Gitter fithren zu einem extra Potential VIMP(r) fiir die Elektronen. Der entspre-

chende Beitrag zum Hamilton-Operator lautet

Helimp= 2 | &' v (1) VImP(r) y_(r)

X

Vimp

|
1
imp + |
= Z Voo ¢ C )
p-p "pc p.c 1 o
pap’76 p ,G :l p, >
1

wobei V. T = —
1 Q
wird Hel.jmp storungstheoretisch behandelt und fiihrt zu Ubergiingen zwischen den ungestdrten

Id3r VimP(r) ¢ld" die Fouriertransformierte des Stortellenpotentials ist. 1. A.

Zustédnden p und p'.

Die Umschreibung erlaubt es auch Mehrteilchenoperatoren bequem darzustellen. Z.B. ist die
Elektron-Elektron-Wechselwirkung beschrieben durch den Hamilton-Operator

Hoor = 32V -1) =~ [ v r) (o) ptr) — p) 3(0-1)]

1¢_]

wobei p(r) =2 ps(r) die totale Elektronendichte ist. Mit den Feldoperatoren ausgedriickt wird
(¢

1 l-el + +
Hetol = 5 2 & [a VE0rr) v 0 wo () wo(r) v ()
0,0



123

N [—

el-el
> v c, - . C

q p+q,o Cp'—q,c‘ Cp',c p,o

Pp'q.00"
Dabei ist die Ordnung der Erzeuger und Vernich-

ter wie angeschrieben zu beachten.

l-el . ) . .
VZ © ist die Fouriertransformierte der Elektron-

Elektron-Wechselwirkung. In  Thomas-Fermi-

Néherung (s.u.) gilt fiir die abgeschirmte Elektron-

Elektron-Wechselwirkung
elel 1 4me? n?

9 0dl+d2

q +tqrg

(q hat die Dimension eines Impulses, daher der Faktor n? .) Hgl-e] Wird 1. A. in Stérungstheorie

berticksichtigt.

Die allgemeine Ubersetzungsregel fiir 2-Teilchenoperatoren lautet

)y X @
0? =3 0P.pirip)

i#]

2
- 0% = Y [E[dr vEmvia)0Pwprip) v ) v (1)

0,0

_ + + (2

= Z o B Oaﬁyé ¢, Cs
o pyd

1 (2) \ * * { (2) ' ' '
mit Oggs = [r[dr 0y (1) pa(r') O (rpir'p) o, (r) o5r) .
Elektron-Phonon-Wechselwirkung. Ausgangspunkt ist die lonen-Elektron-Wechselwirkung,

die durch die Gitterschwingungen beeinflusst wird, Z VR -1))= Z V(R;+Q, (Ry)-r)).In
T R,.i

einer Entwicklung in der Phononenamplitude finden wir fiir den Term erster Ordnung

Hel-ph = | d3rRZ:k p(r) Qu(Rg) VR V(RD)|p_g, -
0>
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Nach Einsetzen der Feldoperatoren sowie des oben ge-
gebenen Ausdrucks fiir die Auslenkung und nach Uber-
gang in die Fourier-Darstellung erhalten wir daraus

Y ptq

el-ph
Helph = Z Eqi C;q’G Cp,o (aq,x +a_q’x). gel—ph
Pq.oh q.\

Die hier auftretende Elektron-Phonon-Kopplungskonstante ist

el-ph . h
=1 |[—— “€q V(qQ) .
gq0 | 2MNo,, P0 g Eq V(@)

Dabei ist pg = N/Q die Dichte der Ionen. Die Wechselwirkung hidngt wieder von der abgeschirm-

ten Wechselwirkung ab,

1 Z4ne 2 p?

V=4

q’ +qTF

l-ph
Oft wird allerdings gzkp als Fitparameter genutzt.

6.11 Stofiraten

Oft geniigt es im Festkorper, die Wechselwirkungen storungstheoretisch zu behandeln. Sie fiihren
dazu, dass Elektronen mit einer gewissen Rate aus einem gegebenen Zustand gestreut werden.

Die Rate kann mit der goldenen Regel berechnet werden.

Als Beispiel betrachten wir hier den Effekt der P,o; p2 (¢
Elektron-Elektron-Wechselwirkung Vel-el /
1 el el
Helel = B Z 1+)+q,<5 C;;w_q’c po Cp.o ' —\\
|
pp'q.c0’ P o, P,o,

Zunichst bestimmen wir die Rate fiir die Streuung aus einem gewissen Einteilchenzustand p; 6,
und Energie € in den Endzustand p;' 6| mit Energie €', wobei gleichzeitig ein anderes Elektron

von p, 65 und Energie €, in den Endzustand p,' o, mit Energie &;' gestreut wird. Da die Cou-

lomb-Wechselwirkung nicht vom Spin abhéngt, dndert sich der Spin der Teilchen nicht. Die gol-
dene Regel liefert die Rate fiir diesen Ubergang
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2n
Yoo pio = 7 (P11, P22l Helel IP101, P202) |7 8(e1 + 82— 81— 82) ,
%
P20, P30,

wobei das Matrixelement zwischen Anfangs- und Endzustand das Folgende bedeutet und liefert

n. =l,n. =l,n__=0,n =0,...|H n. =0,n. =0,n__=I,n =1, ...
< IR S S 1 | Hel-ct | P S e

1 elel | +
= 5 > (] Va  prao p-qo Spio Cpol o)
PP'q.00"

el-el 5 el-el
Pi—P1 Glczvpz'*m] P1tP25P1tP2

Die Impulserhaltung, die schon im Hamilton-Operator explizit ist, spiegelt sich im Matrixelement
wieder. Die beiden Beitriige ergeben sich aus der folgenden Uberlegung: Wir withlen z.B. p = p,

und p'=p,(die Alternative p=p, und p'=p, liefert im Endergebnis einen Faktor 2). Dann
muss bei verschiedenen Spins, o, # ¢, , fiir die Impulse p+q=p;" und p’'~q=p," gelten, d.h.
p1 +p2=p1 +p2 und q = p;’-p;. Bei gleichen Spins, 6, =c,, kann zusatzlich p+q = p,’ und
p —q=p; gelten, d.h. wieder p; + p, =p; + p2’ aber diesmal q = p,'— p;. Die verdanderte Rei-

henfolge der Operatoren fiihrt zu einem Vorzeichenwechsel.

Die Lebensdauer eines Elektrons im Zustand po; ist bestimmt durch die Rate, dass das Elektron
aus dem Zustand p;oy in irgend einen anderen Zustand p'c; gestreut wird, und auch der An-
fangs- und Endzustand des Streupartners ist beliebig. Wir summieren daher tiber all diese Zu-
stande, haben aber zu beriicksichtigen, dass diese entsprechend der Fermi-Statistik besetzt waren

bzw. als Endzustand zur Verfiigung stehen. Die gesuchte Rate ist daher

-1 _ _ _
= > Wy i (G [T el - e
p] sp2 9p2 ,(52 pzcz_)pzlcz
2z Vel—el 5 Vel-el |26
T Z | P1—P; ~ Y60, YP2-P P1'tP25P1 P2
PP, P;,,0;

x f(ey) [1 - fe)][1 — f(ex)] (g1 + &2 —€1'— &) .

| o dQ, o |
Zur weiteren Auswertung schreiben wir zz j de D(e) j Pt Die wichtigste Energie-
P T

und Temperaturabhingigkeit kommt von den Fermi-Funktionen. Daher kdnnen wir das Matrix-
element und die Winkelintegrationen durch Konstanten ersetzen. Auch liegen typischee Energien
nahe der Fermi-Energie (d.h. D(g) = D(gf)). Die Streurate eines Elektrons mit Energie ¢ ist also
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rglz const J‘ds; J.dsl2 f(eptey—e) [1 - fle)][1 — f(er)] .

Bei tiefen Temperaturen liefert dies rgl (T=0)= " const (¢ — SF)2 , wahrend fiir Elektronen an

der Fermi-Kante € = gf gilt tgFl (T) = % const (kT)?.

6.12 Abschirmung der Coulomb-Wechselwirkung in Festkorpern

Die nackte Coulomb-Wechselwirkung ist langreichweitig, aber Abschirmungseffekte machen die
Wechselwirkung effektiv kurzreichweitig. Als Beispiel betrachten wir nahezu freie Elektronen,
und wir nehmen an, dass die lonenladungen homogen verschmiert sind (Jellium-Modell). Im Mit-
tel ist die Ladungsdichte gleich Null.

Thomas-Fermi-Theorie der Abschirmung

Wir bringen nun eine (Elektronen-) Testladung in das System 0p(r) = (—) o(r). Im Vakuum er-
zeugt dies ein Potential ¢(r) = —e/|r|. Im Festkorper fiihrt die Coulomb-Wechselwirkung aber zur
AbstoBung anderer Elektronen, sodass ein positiver Hintergrund der homogen verschmierten lo-

nen in der Nachbarschaft der Testladung iiberwiegt. Dies bewirkt die Abschirmung.

Angenommen ¢(r) dndert sich langsam, so dass ein lokales Gleichgewicht bei den Elektronen
existiert
1

(nps(r)) = fleps —ed(r)) = JepheOVKT -

Dies bedeutet eine Anderung der lokalen Elektronendichte
— —
5p(1) = (-0) () =52 Y (Bnpe(t) ) =52 [Mepa — b))~ F(po)]
po po

=(-©) Ida 2 D(e) [f(e — ed(r)) — £ ()] = (—¢) 2D(eF) ed(r) .

In Metallen kénnen wir fiir die Zustandsdichte (pro Spinkomponente) den Wert an der Fermi-
Kante einsetzen, D(gp) = m pp/(2n?713). Die so erzeugte Ladungsinderung bewirkt gemaB der

Poisson-Gleichung wiederum eine Anderung des Potentials. Wir miissen also eine selbstkonsi-

stente Losung finden fiir

V2(r)=—4n p(r) = 4me 8(r) + 4me 2D(gf) ed(r)

- (v2—1/x%F)¢(r)= 4me §(r) .
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1 EF
Hier haben wir die Thomas-Fermi-Abschirmlinge Ap=—T———— = —_ eingefiihrt
8 MET [87e2D(ep)  \ bre*n
wobei n = N/Q die Elektronendichte ist.. Ay ist typisch von derselben Grofenordnung wie die

atomaren Absténde. Die Losung der Poisson-Gleichung im Fourier-Raum lautet

4me

1
d(q) 5 m .

Nach Riicktransformation finden wir das abgeschirmte Coulomb-Potential (Yukawa-Potential)

o(r) = — S e Irl/ne
T

Fiir die Abschirmung in Halbleitern gilt eine dhnliche Relation. Dort ist die Elektronendichte ge-

ring, und die Maxwell-Boltzmann-Statistik kann verwendet werden.

=S/ _ kT
= o(r) |r|e D mit Ap YRS

Die Abschirmldange wird nun Debye-Linge genannt. Sie hiangt nicht von der Fermi-Energie son-
dern von der Temperatur ab. (n) ist die Temperatur-abhéingige Elektronendichte.

6.13  Quasiteilchen

Obwohl die unabgeschirmte langreichweitige Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Teilchen
eines Festkorpers i.A. nicht storungstheoretisch zu behandeln ist, geniigt doch oft eine effektive

Beschreibung mit nahezu unabhingigen Quasiteilchen. Dafiir gibt es folgende Griinde:

1) Zwar haben die Elektronen im periodischen Potential der Ionen oft ein komplizierte Band-
struktur epop. In Halbleitern sind wir aber hauptsichlich an Zusténden an der Bandkante eines

Bandes n interessiert:

2
— an der unteren Bandkante gilt £55 = ¢ + Zp—, dabe1 weicht die effektive Elektronenmasse
me
i.a. von der freien Elektronenmasse ab, m. ;% m.
2
—an der oberen Bandkante gilt ep = &y — 2p—, wobei die effektive Lochermasse my, ;% m .
m ‘a.
h

Beim entarteten Fermi-Gas interessieren uns die Zustinde in der Nihe der Fermi-Energie.
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Der Fermi-See ist 1. A. nicht mehr eine Kugel. Ein Bei- A Py
spiel ist hier dargestellt.

In der Ndhe der Fermi-Kante ist die Energie aber einfach

charakterisiert durch die Fermi-Geschwindigkeit >

&pc = & T VF(P — PF) Px

und die Zustandsdichte (pro Spin) D(eg).

2) Die Wechselwirkungen sind abgeschwicht durch Abschirmungseffekte (s.o0.).

3) Die StoBprozesse sind eingeschriankt durch die Energieerhaltung und das Pauli Prinzip. Die

goldene Regel liefert die Streurate fiir den Ubergang eines Quasiteilchens von einem herausge-
griffenen Zustand p;c| nach irgendeinem Zustand p,'c; wihrend ein anderes Quasiteilchen von

irgendeinem Zustand p,c, nach p,'c, gestreut wird

_ 2
T = 2 [ 2 B py po) 2 8(ey + ey — &1 — £2) flen)[1-f(eNI[1-H(e2)] -
o popiieyo;

Wegen des Pauli Prinzips liegen bei T = 0 die Energien aller Zustinde g, €, €;', €' nahe ep.

Dies schriankt die moglichen Streuprozesse stark ein. Die Auswertung (s.o.) zeigt, dass die Rate
fiir die Streuung eines Elektrons mit Energie €| nahe der Fermi-Kante klein ist

1
T o (er—ep) + (KT

4) Bei hoher Elektronendichte n ist die mittlere Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen unter-

einander schwach gegen die kinetische Energie. Beide hdangen ab von der Dichte
2 hz 2
<e /r> =e2nl3 | e =—(3n"n) 23
2m

D.h. die Wechselkwirkungsenergie ist kleiner als eg, wenn der mittlere Elektronenabstand rg klein
2

ist gegen den Bohr'schen Radius aj = = 0,529...A

3[3 3n 3
Iy = ﬁ<7\/530‘

5) Es besteht eine 1:1 Beziehung zwischen den angeregten Zustinden des wechselwirkenden Sys-

me’

tems und den angeregten Zustinden des wechselwirkungfreien. (Wir konnen uns vorstellen, dass
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die Wechselwirkung langsam eingeschaltet wird, d.h. alle Zustinde entwickeln sich kon-

tinuierlich.). Dies hat die folgenden Konsequenzen:
— die Quasiteilchen sind Fermionen

— weiterhin sind die Einteilchenzustinde beschrieben durch Blochzustinde mit p,c.

— Die durch die Besetzungszahlen [{n,}) ; nps = 0, 1 charakterisierten Zustédnde stellen eine

Basis der Vielteilchenzusténde dar. Auch die Energie hingt davon ab E = E({n,}).

2
2nh)’

Vg, dabei ist Vi das Volumen des Fermi-Sees, der i.a. nicht mehr sphérisch ist.

. 0
— Im Grundzustand gilt  np; =

1 fiir p € Fermi-See
0 sonst '

0 1 "Elektron"
po po 1 :

Angeregte Zusténde sind Teilchen- oder Lochartig vp,= n,;—n,, =
HLOChH

Die oben gegebenen Argumente sind die Grundlage von Landaus Theorie der Fermi-Fliissig-
keiten (siche Festkorper-Theorie).
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7. Boltzmann-Transporttheorie
7.1 Die BBGKY-Hierarchie und die Boltzmann-Gleichung

Die im Folgenden beschriebene Hierarchie ist benannt nach Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood

und Yvon. In Kap. 4 hatten wir ein klassisches statistisches Ensemble mit N Teilchen und Zu-
standen, die als Punkte im 6N-dimensionalen Phasenraum x = (xy, X», ..., XN) mit x; = (r;,p;) dar-

gestellt werden, durch die Gibbs'sche Verteilungsfunktion p(xy, ... Xy, t) beschrieben. Dies ist die
Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teilchen 1 beim Ort r{ mit Teilchen 2 beim Ort ry mit Impuls p,,

... zu finden. Mittelwerte beliebiger physikalischer GroB3e konnen damit berechnet werden
(O()) = del dx; ... dxn O(xq, ... XN) P(X],-- XN5 1) -

p(x,t) erfiillt die Liouville-Gleichung
d 0 N '
0= ap(x,t) - [a + Z (¥; .Vri +P; .Vpi)] p(x,1) .
i=1

Das System sei beschrieben durch die Hamilton-Funktion

N 2
p; 1
H(p;, 1) = D [+ U] + =) V(rj—r))
i=1 m 2 1;,:]
Pi .
= ri=VpH ="/ pi=—VriH=F(ri)+z K(ri-1).

j#i

Die Ableitung des Wechselwirkungspotentials definiert Kj;. Damit gilt

o N p
=[5+ ; (%.Vri +F®)-Vo) I pext) = = 3 Kr—1) -V p(x.t).

j#i

Fiir viele Zwecke geniigt es, reduzierte Verteilungsfunktionen zu betrachten. Beispiele sind die
Einteilchen-Verteilungsfunktion, d.h. die Wahrscheinlichkeitsdichte, irgendeines der Teilchen bei

X =r, p zu finden
N
fir,p, ) =fi(x,t) = (D 8%x—x)) =N j dx,...dx, p(X, Xp... Xy 1)
=1

oder die Korrelationsfunktion (n-Teilchen-Verteilungsfunktion), d.h. die Wahrscheinlichkeits-
dichte gleichzeitig Teilchen bei x| ... X, zu finden
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f(xq,...X,, 1) = ————
n(l n ) (N—n)!

J.dxnﬂ...de P(X15 veor Xppp Xt 15e+- XN5 1) -

Damit kdnnen wir einfache physikalische Groflen, z.B. 1-Teilchen-Groflen wie

Teilchendichte n(r, t) = j &p f(r,p,t)
(Teilchen)Stromdichte j(r, t)= J. d3 p P f(r, p, t)
m

oder 2-Teilchen-GréBen wie die mittlere Wechselwirkungsenergie bestimmen.
Entsprechend kdnnen wir die Liouville-Gleichung integrieren. Formales Integrieren liefert

o Py _
S0t Vi +Fm)-Vy, jfl (X[, 1) =— jdx2 K(rj—15)- Vp £ (x1, %2, 1)

o X p, 1 &
—+ > (FV, +F(r) -V, )+= > K -r)(V, =V, ) £y (X)  Xg, 1)
ot = m i i 2 ] i j

i#)=1

n
== 2 jan+1 K(ri - I'n+1) : Vpi fn+1 (Xl woo Xp+1s t) .
i=1

Auf der linken Seite beriicksichtigen wir durch F &duflere Krifte, z.B. angelegten elektro-

magnetischen Felder fiir Teilchen mit Ladung e, F = eE(r) + % (vx B). Ein Problem macht die

Wechselwirkung, die mehrere Teilchen koppelt und verantwortlich ist fir die Kerne K(r; — rj),

aufgrund derer die Gleichung fiir f, auch an das jeweils hohere f,;; koppelt. Dies ist die

BBGKY-Hierarchie. Um ein geschlossenes System zu erhalten, miissen wir diese approximativ

abbrechen. Eine solche Approximation stellt die Boltzmann-Gleichung dar

P 0
(a + %-Vr + F(r)-Vp] f(r,p,t) = [a f(r’p’t)J

coll

Das Problem ist nun, das StoBintegral auf der rechten Seite, das von den Wechselwirkungen her-

rithrt, zu bestimmen. Die Boltzmann-Gleichung war fiir verdiinnte Gase entwickelt worden. Sie

hat aber auch eine wichtige Bedeutung bei der Beschreibung von Elektronen in Festkorpern. Im

Folgenden beschreiben wir ein entartetes Elektronengas.
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7.2 Elektron-Elektron Stofie

Wir betrachten nahezu freie Elektronen mit Gitterimpulsen p = % k und Spins ¢ und abgeschirm-
ter Coulomb-Wechselwirkung (s. Kap. 6),

k'c' Die Ubergangsrate von den Zustinden k ¢ und k's' nach

k'"c und k"' ist gemédll der Goldenen Regel (Born'sche

\rz\ Niherung)

2
k'"G' Wkk'—)k"km = 7ﬂ:|<k ",k"" V‘k,k'>|2 8(81( + 8kv — gkn —

Skm)

Zur Vereinfachung haben wir den Spin nicht geschrieben. Bei der Berechnung des Matrixelemen-
tes miissen aber wir die Ununterscheidbarkeit der Elektronen bei gleichem Spin berticksichtigen.

Damit wird das Matrixelement (siehe Kap. 6)

< k",k"'|V|k,k'> = 8k+k', K"+k" [V(k — k") _ 800, V(k _ km)] )

Im Kontinuumsmodel bleibt der Impuls bei dem Ubergang erhalten. Eigentlich gilt dies in einem
Festkorper nicht, da k nur modulo reziproker Gittervektoren (Umklapp Prozesse) erhalten bleibt.

Hier wollen wir diese Komplikation ignorieren.

Im StoBintegral beriicksichtigen wir die mdglichen Ubergiinge. Analog zu dem, was wir von der
master-Gleichung her kennen, gibt es Ubergiinge weg vom betrachteten Ausgangszustand
(,Rausstreuung’) oder in diesen hinein (,Reinstreuung’). Zusétzlich zu der oben angegebenen

Rate W miissen wir aber noch durch Verteilungsfunktionen beriicksichtigen, ob k und k' am An-
fang wirklich besetzt waren (— f) fi), und wegen des Pauli Prinzips, ob die Endzustdnde k" und

k" frei sind (— (1—fk") (1-fm)). Wir nehmen weiter an, dass sich f(p, r, t) im Ort {liber die

Reichweite der Wechselwirkung und auch in der Zeit nur langsam éndert. Dann kénnen wir in
den StoBintegralen einfach f(p,r,t) = fy. schreiben. D.h.

of,
(_kJ =~ D [Wiaeowene fic fie (1 fie) (1~ figm)
a t el*el kv)kvv’km

— Wik ke fie e (1= i) (1 - )]
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Hierbei beschreibt der erste Term die ,Rausstreuprozesse' aus dem betrachteten Zustand k, der
zweite die Prozesse, die in das betrachtete Niveau k 'reinstreuen’. Es gilt die 'Mikroreversibili-
tit, d.h. die Ubergangsmatrixelemente fiir die Raus- und Reinstreuprozesse sind gleich,
Wikk'Sk'k" = Wk'k"—kk'- Verwenden wir noch die Impulserhaltung, so konnen wir vereinfa-

chen

of, 2n 2
(_kj T h z ‘V(q) - Scc‘v(k —k'+ q)‘ O(ey T e — Ckrq 8k'—q)
ot el—el h k'q

x[fy fio (1=firg) (1= Fig) = fiq fiogq (16 (1= £)]

Die Elektron-Elektron-StoRe erfiillen die folgenden Erhaltungssiitze:

of,
- Teilchenzahl (—k] =0
kOt Jerel
ofy, ) . .
- Impuls Z k 2t =0 (Gilt nur solange Umklapp-Prozesse ignoriert werden.)
k el—el

of;
- Energie Z € (—kj =0.
K ot

el—el

AuBerdem ist bei spinunabhidngigen Wechselwirkungen der Spin erhalten.

7.3 Storstellenstreuung und Elektron-Phonon-Streuung

Storstellen werden durch ein entsprechendes Ppotential z Ujmp(rj) berticksichtigt und fiihren in
1

Storungstheorie auf ein weiteres StoBintegral. Die goldene Regel liefert die Rate fiir die Streuung

eines Elektrons an einer Storstelle von Kk nach k' X
| Uim
wimp = 2T (k'[U,,, [K)|? 8(ex — &) P
k—k' h mp imp k k') - .' I .'
ko k'c
Damit wird das StoBintegral
of . .
K = WP (=) - WP fie (1 - f)]
ot imp k'

:_2_1-[
h

Nimp ; [Uimp(k — K)I* 8(ex — &1 [fic — fie] -
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of,
—X | =on [dQ v 0O ~ i ]|
Ot Juy K _—

In der letzten Form haben wir die Dichte der Storstellen nyy,,, den Streuwinkel Oy und den Wir-
kungsquerschnitt fiir Streuung an einer einzelnen Storstelle o(0y) eingefiihrt. In Born'scher Na-
herung ist dieser gerade proportional zu |Uimp(k — k')|2. Die Integration erfolgt {iber alle Rich-
tungen des Impulses dQ): = sin Oy dOe dog. Der erste Beitrag des Integrals definiert eine

StoBrate (inverse Lebensdauer)

1

Timp

= nimp J.ko' VF G(ekkv) .

Damit gilt

of, 1
—k =— fk + nimp Iko' VE G(ekkv) fkv|
ot imp Timp EK=EK

Oft verwenden wir eine Approximation: Bei s-Wellen Streuung ist o(0) = const. Dann gilt

of, 1
( “] =—— [fk—(f) ],
imp

ot Timp

wobei (fi) = 1 I dQ,., fk.‘ den Mittelwert von fy iiber die Richtung des Impulses bei
4n E=EK
fester Energie bezeichnet.

Die Storstellenstreuung erfiillt die folgenden Erhaltungssiitze:

of,
- Teilchenzahl z (—kJ =0
K ot imp

of,
- Energie z €k (—kj =0.

Der Impuls der Elektronen ist aber nicht erhalten, sondern kann an das Gitter abgegeben werden.
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Elektron-Phonon Stofe

Die StoBe mit den Phononen sind inelastisch. Uberlegungen k
wie in oben geschildert fithren zu folgendem StoBintegral

df, I-ph I-ph
[d_k} T z [W le(_f,k' fk (1 — fkv) — Wic('_l))k fk' (1 - fk)] k' q
t el-ph k'

Wenn die Phononen thermisch verteilt sind, gilt aufgrund des detaillierten Gleichgewichts
el-ph
k—k'

el-ph
Wk '—k

=exp [(ex — ex)/kT] .

Bei den Elektron-Phonon St6en bleibt nur die Teilchenzahl erhalten.

Relaxationsraten und Relaxationszeitapproximation

Wenn das System im thermischen Gleichgewicht ist, also die Verteilungsfunktion eine Fermi-

Verteilung f; 0 , verschwinden alle StoBintegrale. Dies gilt auch, wenn die Verteilungsfunktion ein

lokales Gleichgewicht beschreibt, z.B.

-1
e _ g, —hk-v(r)—p(r)
flk [exp KT + 1} ,

mit ortsabhdngigem (und u.U. auch zeitabhéngigem) chemischem Potential p(r), Verschiebung

im Impulsraum mv(r) und Temperatur T(r).

a fl.e.
ot coll

Wenn die Abweichungen vom lokalen Gleichgewicht klein sind, konnen wir die StoBintegrale in

ka = fk - flke

linearisieren und erhalten

of, 1
—K = B+ [k W B
ot coll Teol ’



137

Hierbei beschreibt der erste Term 'Rausstreuprozesse' aus dem betrachteten Zustand k, der zweite

die Prozesse, die in das betrachtete Niveau k 'reinstreuen'. Diese sind i. A. ein Integral iiber die
Verteilungsfunktion mit geeigneten Kernen Wy o und entsprechend schwer exakt auszuwerten.

Die Stofrate 1/t.,), definiert durch den ersten Term, ist ein Integral der StoBkerne. Bei der Stor-

stellen-Streuung ist 1/, eine Konstante. L A. ist die Rate jedoch temperatur- und energieabhin-

gig. Z.B gilt fiir die Elektron-Elektron-Streurate o (g —sF)Z + (kT)? und fiir die

Tel-el(€k T)

1
Elektron-Phonon-Streurate = oc (g, —¢&p )3 + (KT)3. Diese Abhingigkeiten sind im we-
Tel-ph(&k>T)
sentlichen durch den Phasenraum fiir die Streuprozesse bestimmt.

Eine weitere Auswertung der Boltzmann-Gleichung erfordert Approximationen. Haufig ver-

wendet man die sogenannte Relaxationszeitapproximation

of
ot coll Teoll

Die Relaxation erfolgt zum lokalen Gleichgewicht. Diese Approximation ist oft qualitativ ausrei-

chend, solange keine Erhaltungssitze verletzt werden. Sie beschreibt aber, wie das folgende Bei-

spiel zeigt, die Streuprozesse zu pauschal.

7.4 Elektrische Leitfihigkeit

Mit Hilfe der Boltzmann-Gleichung konnen wir die verschiedenen Transportprobleme diskutie-

ren. Wir berechnen zunéchst den elektrischen Strom jo = e Z vk fi fiir Teilchen mit Ladung e
ko

(d.h. fiir Elektronen ist e = -|e|) als lineare Antwort auf ein angelegtes elektrisches Feld E. Als
konkretes Beispiel beriicksichtigen wir hier nur die Storstellenstreuung im stationiren Fall eines

rdumlich homogenen Problems. Dann reduziert sich die Boltzmann-Gleichung auf

e of,
ZE-V, f, = | — K
h K [ ot ]imp
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In linearer Ordnung spalten wir f) = fﬁ + &fk. Dann gilt A ky
s N
afﬁ 0 / \ £0+ 5f
CEVK T =V Nipyp [ Ay, 0(O)ac) [3fic — 3] -
Oek ’ | } >
o .y . \ k,
In der Relaxationszeitapproximation finden wir N /
A ~
of’
ka =€ E-Vk Timp —a .

Zur Losung der allgemeinen Gleichung machen wir den Ansatz

0
tr 0 fk

ka =¢C E'Vk Timp —g
k

b

.t . . - .
wobei Tirrnp eine zu bestimmende Konstante ist. Einsetzen liefert
Vk'E =VF nimp Timpdek' G(ekkv) E (Vk - Vk’) . A Vk

Mit vy in z-Richtung und E in der x-z-Ebene lautet dies

2n T
VFE/=VF Nimp rit;lp I do Jsine d0 o(0)(vgE, — vgE, cos0 — vgE, sind coso) .
0 0

Also gilt fiir die 'Transportrate’'

tr

Timp

1 T
= = VE i 27 jsme d0 o(0) (1 - cosh) .
0

Diese Transportrate unterscheidet sich von der 'Rausstreurate' im StoBintegral

1 T
T =V Njpyp 27 [ 5in0.d0.o(0) ;
0

durch den zusétzlichen Term (1 — cosO) im Integral. Streuprozesse mit 6 = © beeinflussen den

Transport stirker als die mit 6 = 0. Nur fiir s-Wellen-Streuung mit c(0) = const gilt rgnp =

T imp-

Der elektrische Strom ist dann
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Fiir isotrope Systeme gilt fiir die hier definierte Leitfdhigkeit 8a[3= ) BG. Im Rahmen der
(04

2e2 0
Sommerfeld-Entwicklung (fiir kT « ef) finden wir ¢ = % T Irrnp J.ds D(g) v2 (—aa%]

tr
262D(8F)VF2 tr n eZ T:
_ e ___ mp_ 59
c= 3 Tmp = m 2e“D(ep) D

Beim letzten Ausdruck haben wir die Leitfahigkeit durch die Diffusionskonstante D = vp?

tr

Timp /3 ausgedriickt.

7.5 Wirmeleitfihigkeit und thermoelektrische Effekte

Wir betrachten nun Situationen, wo es neben dem elektrischen Feld eE auch ein rdumlich variie-
rendes chemisches Potential und Temperatur, V. und VT, gibt. Wir betrachten wieder nur kleine

Abweichungen von einem lokalen Gleichgewicht charakterisiert durch lokale Parameter pi(r) und T(r)

fle(leyr) = {ele kT 4 37"

fl-(k,r) geht in die linke Seite der linearisierten Boltzmann-Gleichung %E'Vk fle 4y v, fe

ein. Daraus folgt

of° ek — M
Vi Gor {eE-Vu- T VT}=—vp nimpIko' o(Oge) [8fy — 8fie] -

Das elektrische Feld tritt in Kombination mit dem Gradienten des chemischen Potentials auf. Die
Summe ist der Gradient des eichinvarianten elektrochemischen Potentials. In Analogie zum oben

verwendeten Verfahren finden wir sofort die Losung

of% ¢ g, — U
3= e rifnp vic [eE—Vu + "T(—VT)]

. . tr . . . ..
mit dem oben bestimmten Timp - Damit wird der elektrische Strom und Wirmestrom

je =2e z Vk8fk
k
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oY e —
u
=2e ©f [ de, [d, D(ey) —ﬁ Vi Vi [éE =V + kT -vT) |

iq =2 ; Vi (e — 1) 8fy

ot .
_ t u
=21 jdgk j dQ, D(gy) _i vievic: [E— Vi + RT(_VT)] (ex—11).

Wir fithren die Tensoren K, ein mit den Komponenten
fO

o
K= 2 o [de, [0, D(ey) —ﬁ Vi, Vi = )"

Dann gilt das folgende wichtige Schema

jo=¢’ KO(E—%) +%K1(—VT)

. 2 Vu 1 4
Jq: eKl (E—? +?K2(—VT)

Wir werten die Integrale aus fiir eine isotrope Fermi-Oberfladche. Dann gilt (Kn )043 =K, 5aB~ Im

Rahmen der Sommerfeld-Entwicklung ersetzen wir die Zustandsdichte durch ihren Wert an der
Fermi-Oberfliche und die Geschwindigkeit durch vg. Dann brauchen wir

Ids(—%]ZI : jda(—%f](s—u)zo ;[ (—%](s— ) ="3—2(kT)2.

In dieser Naherung verschwindet das Integral K; = 0. Dies gilt solange wir "Teilchen-Loch

Symmetrie" also D(g)v2 = const annechmen. Dies bedeutet, Elektronen oberhalb der Fermi-Kante

haben dieselben Eigenschaften (Zustandsdichte und Geschwindigkeit) wie Locher unterhalb. In
dieser Naherung gibt es keine thermoelektrischen Effekte. Wir finden diese erst, wenn wir K;

sorgfiltiger auswerten, indem wir die Zustandsdichte D(g) v2 nicht konstant annehmen sondern

. . . 2 0 o
um die Fermi-Kante entwickeln: D(g)v2 = D(ep)vp + (¢ —€p) e [D(&;)Vz]|8:8F . Damit gilt

v 2 T tr 1
F ‘“imp
Ko =2D(ep) —3 =22 o),

VF2 Titrrn n? 2 1
Ka=2D)~ 3 —(KD? =5 (T >3 olep),
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ot

1 0
gj@s—uf 3 2e POV

Kl = 2Timp J‘dS (—

5 2
T 0 T 9
=2 Timp?“‘T)z de D)V, = 3 (kT)? 56 °C) g=p’

£=€R
Der Ausdruck fiir K; ist von Null verschieden aber klein, ndmlich von der Ordnung T/ef « 1.

Wir erhalten also die folgenden Transportkoeffizienten:

1) Elektrische Leitfihigkeit &

Wenn nur ein elektrisches Feld E angelegt ist, gilt jo=GE mit 6= e? KO .

2) Thermische Leitfihigkeit « (der Elektronen)

Nun sei ein Temperaturgradient VT aufgeprégt. Die thermische Leitfahigkeit ist dann definiert
durch jq =k (VT). Aus den oben gegebenen Relationen schliefen wir, dass k(E=0) = K »/T

ist. Ein typisches Experiment wird jedoch bei j, = 0 durchgefiihrt, d.h. es existiert auch ein elekt-

A 1 &
risches Feld eK o E=7 K| VT. Dann ist der Warmestrom

s
i —MVT—l K. VT=& VT

und der so erhaltene Wert von

~ ~ f\_l ~ A
K, K Ky K,
T

~
~

& = =2
T

weicht geringfiigig von K /T ab. Das Verhiltnis zwischen Wérme- und elektrischer Leitfdhigkeit

2 1.2
R |l :
ist kK =753 T 6. Dies ist die Aussage des Wiedemann-Franz-Gesetzes.
e

3) Thermoelektrische Effekte

Es gibt eine ganze Reihe von thermoelektrischen Effekten. Sie sind alle schwache Effekte (kleine
Spannungen, ...), da K | klein ist. Beispiele sind
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a) Seebeck Effekt

Hier untersucht man einen offenen Stromkreis be-

stehend aus zwei verschiedenen Materialien A und B,
an den ein Temperaturgradient angelegt ist. Da J, = 0

A 1 -
ist, gilt wieder eK gE = 7= K VT. Die Thermokraft

Q , definiert durch

A

. | PR
E=QVT, ist Q=75 Ky'K .

Aufgrund der Thermokraft misst man eine Spannung

(fiir isotrope Materialien)

X1 ) X0
V= jdX-EdX: .[dXEB—FJdXEA-}-.[dXEB

XO X] X2

=(Qa—-Qp) (T, -Ty),

die proportional zur Temperaturdifferenz und der Differenz der Thermokrifte ist. (Hier ist T(x;) =
T;, 1=0,1,2, siehe Skizze.)

b) Peltier Effekt

Ein elektrischer Strom ist i.a. verbunden mit einem Warmefluss. Wir betrachten eine Situation
ohne Temperaturgradient, VT = 0, aber E # 0. Dann gilt j, =¢ K 1E, und jo=¢ K o E, also

. 5 5>—1 » A .
K1 Ky je=1 je

Jq

o |—

Der so definierte KoeffizientIT wird als Peltier Koeffizient bezeichnet.

¢) Thomson Effekt

Die Energiedichte q = Z (g, — 1) fy dndert sich durch Wirmestrome und Joule'sche Wirme-
k

produktion

dq : 1 .
a = Vigt(E-7 Vi) je.

Eine etwas miihsame Rechnung liefert dafiir
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2
d J dx .
A "o T VDT GO ).
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Wechseln wir die Richtung von j,, dann dndert auch VT-j, das Vorzeichen. Dies bedeutet, dass

dq

dt nicht symmetrisch ist.

Im magnetischem Feld gibt es eine ganze Reihe weiterer Effekte: Nernst, Ettinghausen, Righi-
Leduc Effekt, die hier nicht weiter diskutiert werden.

Symmetrien der Verteilungsfunktionen

Wir konnen verschiedene Nichtgleichgewichtssituationen erzeugen, die sich in der Symmetrie

der Verteilungsfunktion unterscheiden.

Zugefiigte Teilchen ergeben eine

Verschiebung des chemischen Poten-

of°
5f = 8y (— gkj .

'Heil3e' Elektronen sind beschrieben
durch 8T (>0)

ch( of
i (2]

tials

Ein elektrischer Strom verschiebt die

Verteilung

£
of ocEVk(—gTj .
k

Ein Wirmestrom ist beschrieben
durch

of
of ¢ VT Vk (Sk— l.l) (—gkj .

Af(g)

S

MM-%S“
>

k

AfEY
i KTE v
A&
J AN .

AfEQ

/
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7.6 Onsager Relationen

Bei der Thermodynamik irreversibler Prozesse spielt die Entropieproduktion eine wichtige Rolle.

Sie kann als bilineare Form in verallgemeinerten Stromen und verallgemeinerten Kréften entwi-
ckelt werden % S = z Jn - E, - Weiterhin gilt zwischen Stromen und Kréften die lineare Relation
n
in=2. Lym Fm. Fiir ein solches Schema fand Onsager, dass die Matrix der L, symmetrisch ist,
J

Lym=Lmn -

Beispiel: thermoelektrische Koeffizienten

. iq),. E-Vu/e . (IJ . E-Vu/e
S=V|—|tje ——==iqg'V|=|Tie-——
(T] le T lq T e T

~ E-Vu/ ~ 1
= je = Lee Tue + LeqV (T]

Von der Losung der Boltzmann-Gleichung wissen wir, dass tatsdchlich die nebendiagonalen Ko-
effizienten gleich sind Leq =Lqe=T e K, und Lee = Te2K(, Lqq =TKo.

7.7 Elektronen im Magnetfeld

Im elektrischen und magnetischen Feld lautet die Boltzmann-Gleichung
0 e 1 of,
(G v Vs G o) = (E] "
Cco

Wir suchen eine stationdre, homogene Losung nach Linearisierung und Verwendung der Relaxa-

tionszeitndherung fiir das StoBintegral

off 1
= B vig %(vka)-Vkak = - 8fic.

N . of° .
Hierbei haben wir verwendet, dass (v x B) - Vy f = (vj x B) - vy e 0. Mit dem Ansatz:
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of’
fy=etvgF | —% |und "’k=m*v,sowie (AxB):-C=(BxC)-A=... erhalten wir
€k
v-E=v -(F+ e;c BXFJ (*).
mc
: . . : ne’t
Der Ansatz liefert die Stromdichte j=e¢ Y, v 8fx =oyF mit o= o+ - Durch entspre-

k

chendes Summieren der Gleichung (*) (ohne vorherige Auflosung nach F) erhalten wir

1. et 1 . A
E=—j+———Bxj=p]
o, m ¢ o,

Diese Relation definiert einen Widerstandstensor 6 Mit B in z-Richtung und y = o B fin-
den wir
I =y O
~ 1
p=—|7 1
olo o

E-yBxE+y'BB-E
1+v°B?

Wir konnen die Relation (*) auch invertieren, mit dem Ergebnis F = , und

daraus j= 6 E und den Leitfdhigkeitstensor G bestimmen. Dieser ist (fir B in z-Richtung)

I v O
~_ 0
o= -y 1 0
1+y2 ! 5
0 0 1+y

Wir betrachten nun eine typische Hall- B

Geometrie wie dargestellt. Die zu j pa- I
rallele und senkrechte Komponenten des EH/' /L>
Widerstandtensors liefern dann | J

1

G0

E”=poj s Po=

et 1 ) .
EJ-EEH:I’H_*C 6_0 B_] ERHB_]
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et |1

1
. — = —_ . Erhingt ab von der Dichte
m*c o nec

Der so definierte Hall-Widerstand ist also Ry =

und dem Vorzeichen der Ladungstragern. Messung des Hall-Widerstands erlaubt es, diese zu
bestimmen Der Widerstand fiir Transport in B-Richtung ist in dem Grenzfall, den wir hier be-
trachten, nicht beeinflusst durch ein magnetisches Feld. D.h. der Magnetowiderstand, der die B-

abhingigen Abweichungen bezeichnet, verschwindet.

7.8 Wigner-Funktion

Im Prinzip kénnen wir, dhnlich wie wir die Boltzmann-Einteilchen-Verteilungsfunktion f;(r,p,t)

aus der klassischen Gibbs'schen Verteilung durch Ausintegrieren der anderen N—1 Teilchen er-

halten haben, auch in der Quantenmechanik verfahren. Ausgangspunkt ist dann die Dichtematrix

A\
;A)(t) , deren Zeitentwicklung aus der Liouville-Gleichung folgt ih ?)(t) =[H, ;A)].

Betrachten wir zunédchst ein einzelnes Teilchen, dessen Zustand durch eine Dichtematrix be-

schrieben ist. Dann konnen wir das Matrixelement

POy =Xy ) (n]p)]n’) v (r)

n,n'

auch in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten ( R+r/2 |p(t)| R-r/2) betrachten. Wenn wir viele

(N) Teilchen haben, kénnen wir aus der Dichtematrix eine 1-Teilchengréf3e dadurch erhalten, daf3

wir eine Spur liber die anderen N—1 Teilchen bilden

f(Rr,t) = I\}rl} { R+r/2 | p(t)| R-1/2) .

Die so erhaltene Gréf3e wird nach Fourier-Transformation beziiglich r die sogenannte "Wigner-

Funktion"

f(RK,b) = j d’r elkr { 1\21} (R+1/2 |p(t) | R-1/2) .

Sie hat formale Ahnlichkeiten mit der Boltzmann-Verteilungsfunktion. Die Dichten im Orts- oder

Impulsraum sowie die Stromdichte

P ¢ k=
n(R) = (R|p()|R) = [ o DRED

n(k,)= (k|p(t)| k) = j &R f,(RK,1)
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3
d k3 h_k fl (Rakat) s
(2n)” m

iRY= |

kénnen korrekt aus f 1 (Rk,t) gewonnen werden. Bei diesen Groflen wird entweder tiber den Im-

puls oder iiber den Ort integriert. Die Unschérferelation in der Quantenmechanik verhindert je-
doch, eine GroBe einzufiihren, bei der sowohl Ort als auch Impuls festgelegt werden. Entspre-
chend ist die GroBe f | (RK,t) nicht allgemein als eine Verteilungsfunktion zu interpretieren. Man

findet unter anderem, dass f | (Rk,t) negativ werden kann. Aus diesen Griinden hat die Wigner

Funktion auBer als konzeptionelle Idee bislang wenig praktische Bedeutung gefunden.
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8. Linear Response, Kubo-Formalismus

8.1 Schrodinger—, Heisenberg— und Wechselwirkungsbild

Wir betrachten einen zeitabhdngigen Hamilton Operator H(t) = Hy + H;(t), wobei H;(t) im fol-

genden den Effekt einer schwachen aber zeitabhingigen Stérung beschreibt.

a) Schrodinger-Bild (Darstellung):

Die Losung der zeitabhingigen Schrodinger-Gleichung kann formal mit Hilfe des Zeitentwick-
lungsoperators U(t,t;) geschrieben werden

ih% vs®=HOys®  ©  vg® = Ultto) vs(to)
= lh% U(t,tg) = H(t) U(t,ty) U(tg,tp) =1

.t
‘t — [t H)
= Ultt)=1- % [deHE) Uttg) = Te
f

Hier ist der Zeitordnungsoperator T eingefiihrt worden. Er ordnet Operatoren entsprechend ihrer
Zeit so, dass die mit der spatesten Zeit links stehen. Fiir H(t) = H( reduziert sich der Zeitentwick-

lungsoperator auf Ug(t,tg) =e —iH(t-ty)/ h.

b) Heisenberg-Bild:

Im Heisenberg-Bild enthalten Operatoren die Zeitabhidngigkeit, wiahrend Zustinde zeitunab-

héngig sind

Oy(t) = U'(t,ty) Og(t) Ut.tg)

wi = UT(tto) ws(t) = ws(to) -
Erwartungswerte sind in beiden Bildern gleich, (0) = (wyy(t) |Og(t) vu®)) = (wg(t) |O4
ys(t))-
Die Operatoren erfiillen die Heisenberg-Bewegungsgleichung

d

o
i7—— Oy ()= [Oy(), Hy(®] + if U'(tto) (5 Os(1) Ultto) -

Der letzte Term berticksichtigt eine explizite Zeitabhéngigkeit, die in Og(t) enthalten sein kann.
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¢) Wechselwirkungsbild:
Im Wechselwirkungsbild wird die einfache Zeitabhidngigkeit, die von Hy herriihrt, explizit ge-
schrieben

iHgt/7 ~iH,t/h

Os(t) R ’ wi(t) = eiHOt/h

Oi(t)=e ys(t)

= in 0,0 =[0;0). Hy) +in e [ Loy | Mot

dt ot
Wir betrachten nun ein System, das durch eine Dichtematrix p(t) beschrieben ist. Diese erfiillt die
Liouville-Gleichung ih% p(t) = [H(t), p(t)] .

iHyt/h o —iHg U

In der Wechselwirkungsdarstellung gilt pr(t)y=-e p(t)

= ih% o1 ()= [Hyy (1), py (0]
it
= pr®=p(ty)~  Jdt' [Hy ), pr ()]
to

Diese Form eignet sich besonders fiir die folgende Storentwicklungen.

8.2 Linear Response

Bei t sei das System in einem Zustand beschrieben durch eine Dichtematrix py = Z_O e PHo |

Dabei ist die Normierung die Zustandssumme Z = tr ¢ PHo . Weiterhin greife eine externe Sto-

rung F(r,t) an, die an eine physikalische GroBe Q(r) koppelt in dem Sinne, dass die Anderung der
Energie gegeben ist durch

H,(t)=- j d’r F(r,t) Q(r)

Beispiele: Ein elektrisches Potential ¢ koppelt an die Ladungsdichte e y'(r) y(r), ein Vektor-
potential A an den Strom (s. unten), ein Magnetfeld H an die Magnetisierung M.

In linearer Ndherung kénnen wir die Integralgleichung fiir py (t) nach einer Iteration abbrechen
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.t
pr()=po— - [ dt'[Hr (1), pol.
t

Damit bestimmen wir den Erwartungswert einer physikalischen Grof3e O(t)

.t
(O(t) ) =tr[py (1) Oy (O] = (Odp, — — [dt" 1r {po [Or (). Hyy (©)]} -
t

(Hier haben wir die Invarianz der Spur unter zyklischen Permutationen des Argumentes ausge-

nutzt.) Wir filhren die Abweichung vom ungestorten Wert dO(r,t) = O(r,t) — (O>pO ein, setzen

H; ein und lassen ty— — oo

. t
=X (SO(r,t))Z% [t [dr oo [O1(r0, QO] F(.

ty 00

Die “verallgemeinerte Suszeptibilitdt” oder “linear response” Funktion, ist definiert durch

0

(80(r, 1)) = j dt' j d’r'y(r,t,r',t) F(r',t')

Der Vergleich zeigt

y(r,t,r,t) = % tr{p [ O} (r,1),Q;(r',t) ]} B(t—t")

Dies ist die Kubo-Formel. Sie driickt die Lineare-Antwort-Funktion y durch Eigenschaften des
ungestdrten Systems aus.

Bei raumlicher und zeitlicher Translationsinvarianz wird Fourier-transformiert y(r —r',t—t') —

1 (k,) und die oben geschriebene Faltungsrelation wird

(80(k,®)) =7y(k,») F(k, o)

8.3 Fluktuations-Dissipations-Theorem

Oft sind wir an der Anderung der GroBe Q, an die F ankoppelt, interessiert, d.h. O = Q. Dann gilt

y(rt, r't) = %tr {po [3Qi(r.1), 3Qy (r',t')]} 0(t—t).
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(Der Einfachheit halber betrachten wir im Folgenden nur die Zeitabhéngigkeit.) Wir konnen

weiter auswerten, indem wir Energieeigenzustdnde Hy [n) = E, |n) einschieben

i6(t-t) S ¢ BEn|(n[5Q )P [ei(En—En,)(t—t')/h _e—i(En—En,)(t—t')/h]'

= yt-t)=
h 0 nn'
. . . I(Dt *1 . B .
Nach Fouriertransformation und mit J dte'® 6(t) = —ico—n =i + nd(w) finden wir
—00
x(®@) = x'(®) +ix"(®); xX(Eo)=y@ 5 x"Co)=—x"(o)

_E, E,— E,
o) = 2L eBEn|(n|8Q|n>|2[8(w+ - )-8(w- - )}

h Z0 o
nl—e —Bho En'
= — BEn (n 8 25 o2
Tz Qi) (0+=)
Y@ =% P (PR PRy Q2.
Zy#nt En—E . —h
Fluktuationen

In der Quantenmechanik, wo die Ordnung der Operatoren eine Rolle spielt, ist die Korrelations-

funktion durch die symmetrisierte Form definiert
(3Q(t) 8Q(t) ) — G(t-t) =5 tr {Po [6Q(t) dQ(t') + 8Q(t) 5Q(t)]} :
Nach Fourier-Transformation erhalten wir

pho B,
G(w) = (8Q 8Q), = ”ez Z e_BEn|(n]8Q|n)|26((o+ - n')
0

Der Vergleich mit der Responsefunktion liefert das Fluktuation—Dissipations—Theorem

(3Q8Q), =coth 22 1 (@)

2kT
Im klassischen Grenzfall 7 o « kT giltalso (06Q 8Q), = o " (o).
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Zur Erlauterung der Bezeichnung "Dissipation" zeigen wir, dass y" die Energiezunahme be-

schreibt und daher im stationdren Fall proportional zur Dissipation ist.
d d . 0
at (E®) =4 rlpHOI=tr[pH]= (5 Hi®)) .
Hier haben wir benutzt, dass 1 & tr {p; H} =tr {[H, p] H} =tr {p [H,H]} =0.

= S (B0) =~(Q) Fy = [di'y— 1) F©) Fo
und AE= j dt% (E(t) ) = j do (-iw) y(o) [Fo)? = j do o 1"(®) [F(o)?.

AE > 0 nimmt zu, d.h. ¢" hingt mit der Energieinderung und damit der Dissipation zusammen.

8.4 Kramers-Kronig-Relationen

Die Responsefunktion ist “kausal”, y(t-t') oc 6(t—t") , d.h. der Response zur Zeit t hangt nur von
der Storung F(t') zu Zeiten t' < t ab. Aus der Kausalitdt folgt die wichtige Eigenschaft, dass y (o)

analytisch in der oberen w-Halbebene ist. Es gilt aulerdem fiir alle sinnvollen Modelle, dass
x(0)| < V]o| fir |o| — c. Wir wenden nun zunéchst Cauchy's Theorem an (mit einer Kontur

langs der reelen Achse und zuriick in der oberen Halbebene) und verwenden dann die Relation
1/(x—10)=P/x +imd(x)

do'_y@) _ pf do’ g(@) | m(o)

2711 ®'-®w—10 211 ©'— 2n

x(@+i0)=§

2 (@)

P o0
= o)== [ do'%
ind, o-o

Eine Zerlegung nach Real-und Imaginérteil liefert die Kramers-Kronig-Relationen

Re x(®) =y%'(®w) = %jdw'%

Im y(®)=y"(0) =— %Idm'%.

Sie erlauben die Berechnung des Imaginirteils der Responsefunktion, wenn der Realteil gemes-

sen ist (und umgekehrt). Daher sind sie von groB3er praktischer Bedeutung.
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8.5 Die elektrische Leitfahigkeit

Als konkretes Beispiel werten wir nun die elektrische Leitfahigkeit aus
(Ja(®@)y =2 oap(®) Eg@) ; a,Bp=x,y,z .
p

Der Leitfédhigkeitstensor 6, ist die lineare Responsefunktion, die Anderungen des Stromes als

1 .
Antwort auf ein elektrisches Feld E = — grad ¢ — c A beschreibt. Fiir die weitere Auswertung

1
wéhlen wir die Eichung ¢ =0 . D.h. E=— < A

} o do _:
= (ja®) =2 cup(®) —Ag®) A= |—ec®A0).
B c 2n
Zu beachten ist das Auftreten des Faktors i in der Relation zwischen (j(w)) und A(w). Das

Vektorpotential geht in der eichinvarianten Ableitung in den Hamilton-Operator ein

4 2
H=[dry*(r) {ﬁ [Z V-2 A@] +Um} v + ..

Nach Linearisierung finden wir also

h h
= o 2050 mit §0=5; OT e - T OO vl

Der Strom

h h e
i60=30 (v G V¢ A) v +[(F V- £ 4) v ] vo ]

2
besteht aus 2 Beitrdgen j(r,t) = j;(r) — ;—C v (r) w(r) A(r,t) . In linear Response finden wir dann

auch 2 Terme
2 © 1
o (00) === (WO ) ) Ag(rt) + % [ dt' [d'r gop (e rt) C Ap(r).

—0o0

Dabei ist { y"(r) y(r)) = n(r,t) die Dichte der Elektronen, wihrend die Responsefunktion y nun
nach den obigen Regeln folgt
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Yop (0L, 1.1) = %tr {p0 Droa (r:0, jipr ()] 0t-1) .

Wenn wir Raum- und Zeittranslationsinvarianz annehmen, wird dies

2 1
(o (k0) ) === 1Ay (K0) + 2 xopko) S Ag (ko)
B

1| ¢
Ogp (ko) = i® [_ m2 Ogp + XocB(k,(U)j| .

Der erste Term beschreibt eine freie Beschleunigung (vergleiche die Drude-Leitfahigkeit) und ist

rein imagindr, der zweite Term beschreibt den dissipativen Anteil.

Einstein-Relation

Zur weiteren Auswertung nehmen wir, dass ein homogenes Feld angelegt ist, k = 0, und betrach-

ten nur die ®w-Abhéngigkeit des Realteils der Leitfdhigkeit (ein Faktor 2 beriicksichtigt den Spin)

2 0
€ : '
Re ogp (@)=~ Re [ d(t=t)el 0 £p4 [pgy (1), pr ()]} O(t-t)
hom —o0
2¢? T et iHot/h  —iHgt/h |,
=== Re 3 [dretot {mlpge ™ "pue 7 Imyn' py )
hom nn' 0

—(n'ppe [n)(n e 0 O
0rp

2¢? £(E,)~f(E,)

=7 Re g (5){n|py |0 (n'| pg |n) T -

Wir betrachten auferdem ein isotropes System. D.h.c,g =0 844 ; (pf )= (p}% ) =...

27 e2
= Reo(@=3 32 (nlp|mP3(hotEy—Ey) [fE,) - fEy],

und ein entartetes Elektronengas, d.h. 7 ®, kT « Eg = [((E,)—f(E, + 7 ®)]/ 7o =&, — Ef)

27 2
3m?

= Reo(o) = 7Y 8(Ey~Ep) 8(ho+E,—Ey)[(n|p|n)2
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o0
. o . . . dt iot+iE,t/h-iE_t/h
Jetzt driicken wir die zweite 6-Funktion wieder als Integral aus Re j — gt T T
o T

2 o0 .
= Reo(w)= % Re jdt Z 8(E, — Ep) (n|p(t) p(0) | n) &',
0 n

Es bleibt eine Mittelung tiber die Richtung der Impulse auf der Fermi-Oberflache. Mit Hilfe der
1
Zustandsdichte pro Spin N(Ep) = 5 D(EF) schreiben wir Z O(E, — Ep) (n| ... | n) =N(Ep)

n
(...)Fs - Damit wird die Gleichstromleitfahigkeit ausgedriickt durch die Diffusionskonstante

Re o(m = 0) = 2¢? N(Ep) D Einstein-Relation
T

D= J-dtg Re (v(t) v(0))fg Diffusionskonstante
0

47 PF3
und n = 5 —— . SchlieBlich nehmen

22V nh)}’ Vv
wir ein einfaches Relaxationsmodell an, (v(t) v(0) ) = ¢ V" VF2, und finden ein altbekanntes
2

VETT 2
Ergebnis wieder D = FT und 6 =2%"°

Fir freie Elektronen gilt weiter N(Ep) =

m
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9. Phaseniuibergange
9.1 Paramagnetismus

Wir betrachten zunédchst N wechselwirkungsfreie Teilchen mit Spin S = 2 und magnetischem
Moment ) in einem externen Magnetfeld beschrieben durch

N
H=-2u, > HS,.
i=1

Fiir Elektronen ist p, =gug /2, das Bohr'sche Magneton ug = e7/(2mgc) und g = 2. Fiir ein

Feld in z-Richtung betrachten wir nur die z-Komponente S;, = (1/2) o; mit o;=+1. Damit wird
H=-h) o, mit h=p,H,.

Die Zustandssumme des Systems ist

N
Z= Z e BH= Z eBh%Gi:(ZeBhGJ = 2N coshN(Bh)

{o;=+1} {o;=+1} o=t1

Daraus folgt die freie Enthalpie

G(T, Hz) =—-KkTInZ 1 —_ //’
— KT N [In 2 + In cosh (Bh)] Ty <Tp<T;
und
oG
M(T, H,) = - oH, " N g tanh (Bh) . h -

=N (o)
Der Mittelwert eines Spins ist also (¢) = tanh (h). Dasselbe Ergebnis erhalten wir aus
1 Bh3 o; Bho. ! Bho,
(cp)== 2, oe 1 = > e Y o,¢ ' =tanh(Bh)
Z (5o o=l o;=21

Fiir Teilchen mit allgemeinem Spin S gilt S;, =m; ; m; =-S,-S+1, ... +S und

N
(< 2phm) _ [sinh [(2S+1)Bh]}N
ZS‘[m;Se j ‘{ sinh (Bh) :

Daraus ist wieder G(T,H,) und die Magnetisierung direkt zu bestimmen.
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9.2 Molekularfeld-Naherung (mean field) fiir das Ising-Modell

Wir betrachten nun wechselwirkende Spin-1/2 Teilchen im Magnetfeld (in z-Richtung), be-
schrieben durch das Ising Modell

1
H :_EZ Jijcicj —hz G,
ij 1

Die Summen laufen {iber alle Gitterpldtze. Die Doppelzdhlung der Paare in der ersten Summe

wird durch den Faktor 1/2 kompensiert. Oft betrachten wir den Fall néchster-Nachbar-
Wechselwirkung (nn). Dann ist J; = J fiir i,j nachste Nachbarn, und J;; = 0 sonst. In I Dimension

existiert eine exakte Losung, die keinen Phaseniibergang zeigt (siche Kap. 6). In 2 Dimensionen
existiert nur fiir h = 0 eine exakte Losung (von Onsager, siche Kap. 9.4.). Sonst brauchen wir
Naiherungen, z.B. die Molekularfeld-Ndherung, Numerik wie Monte-Carlo-Methoden, oder Re-

normierungsgruppenmethoden, die das singuldre Verhalten am Phaseniibergang beschreiben .

Molekularfeld-Néherung

Jeder Spin sieht ein Molekularfeld erzeugt durch das dullere Feld und alle anderen Spins
. 1
H=- Z hi({oi}))o;  mit  hj({c;}) =h+52 Jjj o .
- ;
J

In der Molekularfeld-Néherung wird

(1) das lokale, konfigurationsabhédngige Feld durch ein mittleres (effektives) Feld ersetzt

hi({oj}) = hegr=h+2. Jjj (oj) ,
J

(2) (oj) abhéngig von hegr berechnet. Dies liefert eine Selbstkonsistenzbedingung fiir ( ;) .

Zur Begriindung (und Bestimmen der Faktoren) nehmen wir an, dass die Abweichungen vom
Mittelwert o; — ( o) klein sind. Bei Vernachldssigung von Termen 2. Ordnung erhalten wir dann

Hur =32 Jj {2 +2 (0~ (0) (@} ~h Y o,
ij i

1 .
Also HMF:_Z heffci + EZ Jij<(5>2 mit heff: h +Z Jij<6> )
1 1 J
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Wir definieren nun J, = Z Jij - Fur n.n.-Kopplung bei z néchsten Nachbarn gilt Jy=z J .
J

= HMF:*Z (h+JO<G>)Gi+%NJO <G>2.

1

Die Zustandsumme und die weiteren thermodynamischen GroBen konnen nun wie beim para-

magnetischen System bestimmt werden,

1 ] 1
- Z e_BHMF _ e—jNJ()(c)z eB (h+Jo<c>); % _ . §NJ0<cs>2

{Gi} {Gi}

2N coshN(Bh+pBJ 0{o))

Die Gibbs'sche freie Energie ist nun
NJ, )
G(T,H)=—kT InZ =NKkT {~In2-1In cosh[B(h+J, (c))]} + =2

Daraus folgt die Magnetisierung M(T,H) =—-0G/J0H bzw. der Mittelwert von

(o) =tanh[B(h+J,(0))]

Wir haben also ein Selbstkonsistenzproblem zu 16sen. Die Auflosung der transzendenten Glei-
chung nach (c) ist analytisch nicht moglich. Es bietet sich aber ein graphisches Verfahren an,

das hier fiur h = 0 verdeutlicht ist.

e Oberhalb der kritischen Temperatur, T > T, gibt es nur 1 Losung: (c) = 0.

e Unterhalb der kritischen Temperatur, T < T, gibtes 3 Losungen: (c)=0 und () ==+o0o,
dabei sind nur (c) =+ o stabile Losungen, dagegen ist () = 0 instabil (s.u.).
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e Bei der kritischen Temperatur T ist die Gerade (o) gerade die Tangente der Funktion

tanh(BJy (o)) am Ursprung. Dies bedeutet dass . Jo=1, d.h.

KT, =1,

Fiir T < T, ist (o) auch ohne angelegtes A<o>
Feld von Null verschieden. Es gibt also

eine geordnete Phase mit spontaner h

Il
=)

Symmetrieberechnung und spontaner
Magnetisierung M =N p (o). Wir kon-

nen (o) als einen Ordnungsparameter 0 >

ansehen. In der ungeordneten Hochtem- Te

peraturphase verschwindet der Ordnungs-
parameter, (o) = 0. Dagegen ist () # 0 in

der geordneten Tieftemperaturphase.

Fiir endliche Felder, h#0, sehen die Losungen wie folgt aus

{G:}‘ b
1-
ff
‘\\ [3
. o
" -
Y T
N Tc
&
AR
-~ fal

Die ausgezogenen Linien sind die stabilen Losungen, die gestrichelten Lésungen bezeichnen in-

stabile bzw. metastabile Losungen.

Da (c) = tanh [B(h +Jy ()], gilt cosh[B(h+Jy(c)]=1/4/1-(c)’ . Damit erhalten wir fiir die
Gibbs'sche freie Energie in Molekularfeld-Néherung
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G(T,H) =+ NKT {—m 2+%ln(1 —(o(T,H))* )} +% kT, (o(T,H))?2.

Damit finden wir fiir G(T,H) die folgende Skizze (am einfachsten, indem wir von der obigen
Skizze fiir M(T,H) ausgehen und diese iiber die Relation M(T,H) =—-0G/J0H integrieren):

T=<T¢ , G(TH) T>T, . G(T.H)
H H
— Enick
T<T, M(T,H) = — 6G/CH g o8 , M(T,H)
-~
H H
Fiir die freie Energie erhalten wir
F(TM)=G(T.HM)) + MHM) M =Ny (o) .

Um H(M) zu eliminieren, l16sen wir die Selbstkonsistenzgleichung nach Bh auf

1+ (o) T¢

Ph = Arth(c) — BJ; (o >— 1_<>—?<G>-

Mit Hilfe dieses Ausdrucks konnen wir M H oc ( o) h durch ( o) ausdriicken und erhalten

1+{(o)

F(T,M)ZNkT{ ln2+—ln(1 (6)2) +— < )in— o

}— % NkT, (c)2.

Das Ergebnis (am einfachsten wieder durch Integration der Relation H = 0F(T,M)/0M zu erhal-

ten) ist unten dargestellt. In dieser Form wire F(T,M) nicht {iberall eine konvexe Funktion von
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M. Wir korrigieren dies durch die Maxwell-Konstruktion. Dies zeigt dann auch, welche Zweige

von M(H) thermodynamisch stabil und welche instabil (oder metastabil) sind.

| G(TH) A F(TM)
M
-

A M(TH)

| =

Singulires Verhalten am Phaseniibergang

Die Potenzgesetze bzw. das singuldre Verhalten in der Ndhe des Phaseniibergangs definiert so

genannte Kritische Exponenten. Um sie zu bestimmen, entwickeln wir die oben hergeleitete Re-
lation zwischen h und ( o) fiir kleine { &)

1 . 1+(c) T To.o 1
h=75 In - (oy=(o) (1-7) +3 (c)3+.. . *
ph=3 =t = (o) = (o) (1-F) +3 (o) (*)
. . e T-T,  T-T, .. . . .
Wir definieren die Grofle € = T = T die nahe T, ein kleiner Parameter ist.

C

a) Fir h=0und T < T, gilt dann (o) 2 = 3¢ .Unterhalb Tc wichst der Ordnungsparameter
wie die Wurzel (o) o (—¢)P. Der Exponent, mit B bezeichnet, ist in Molekularfeld-Néherung



163
b) Fiire =0 (d.h. T=T,) finden wir fiir die Magnetfeldabhéngigkeit (o) 3=3ph

= (o) « b mit [5=3].

¢) Zur Berechnung der Suszeptibilitit verwenden wir 0{ o)/ 0h = p/(e + (c)? ), was durch Ab-

leiten aus der oben gegebenen Relation (*) folgt. Oberhalb T ist (c)?= 0, unterhalb gilt et+(c)?
= 2|¢|. Daraus folgt

2
Mo 1 fir T>T,
_M _ 2y o) _ kT ¢
T~ 2H H_O—MoNa—h— 2
- o far T<T,
KT. 2le|

Die Divergenz der Suszeptibilitét bei T, ist beschrieben durch die kritischen Exponenten y und v/,

g ! fur T>T, o
XT €3, . Dann gilt in MFA =y'=1
le[ fiur T<T,
. : O’F(TM
d) Die Wirmekapazitit bei fester Magnetisierung verschwindet, Cyy =-T (JOTZ_ZJ = 0.
M

. s 0’G(T.H . :
Die Wirmekapazitit bei festem Feld, Cy = T (JGITZJ , bestimmen wir am bequemsten
H

unter Verwendung der thermodynamischen Relation

oM 21
eyt L
o {OTIJ xT

(In Kap 1.7 ist die analoge Relation fiir Cp —Cy = —T(0V/ 8T)f, /(6V / &P)y hergeleitet.) Wie-

der gewinnen wir die Ableitung 0(c)/0 T aus der Relation (*). Fiir H = 0 verschwindet es ober-

halb Te. Unterhalb gitt & ={2 1 _\3[e]
oT T, e+(o) T. 2|e]

. Daraus folgt

0 fir T>T,
Cy=13 :
ENk[HO(s)] fir T<T,
Die Wirmekapazitéit hat einen Sprung bei T.. Also ist 0G /0T stetig aber 0°G/oT? unstetig.

Dies bedeutet, dass der Phaseniibergang von 2. Ordnung ist. Entsprechend der Definition, die
unten gegeben wird, ist der Wert des entsprechenden kritischen Exponenten .
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Kritik an der Molekularfeld-Néherung: Die Fluktuationen sind nicht (ausreichend) beriick-
sichtigt. Sie sind besonders gro3 dicht bei T.. Dies hat zur Folge, dass das kritische Verhalten

und damit die Werte der kritischen Exponenten i. A. nicht korrekt beschrieben sind.

9.3 Die Landau-freie-Energie
1. Das freie-Energiefunktional

Das Landau-freie-Energiefunktional ist eine effektive Hamilton-Funktion, die die wesentlichen
Eigenschaften von Phaseniibergdngen enthilt. Es ist eine phdnomenologische Beschreibung, kon-
struiert fiir die Ndhe des Phaseniibergangs, ist aber auch oft aus mikroskopischen Modellen her-

leitbar.

Als Beispiel betrachten wir ein magnetisches System im Magnetfeld H = h/py mit einer “coarse
grained” Magnetisierung m(r). Diese ergibt sich durch Mitteln der mikroskopischen Konfigura-
tion iiber Léngen, die groB sind im Vergleich zum Gitterabstand, aber klein im Vergleich zu ma-
kroskopischen Léngen.

m(r) ist ein lokaler “Ordnungsparameter”

m(r)
e e i e e e

Die Summe in der Zustandssumme wird entsprechend aufgespalten:

Z = wePH = J-Dm(r) { tr' e_BH‘ }
m(r)
T T
2. Summe liber alle 1. Spur tiber mikroskopische

Konfigurationen m(r)  Konfigurationen bei festem m(r)

tr' e—BH| ) W({m(r)}) e PECmMILh}) = o—PF({m(r),h})
T T T

Zahl der Zustéinde mit m(r) Energie fiir freie-Energiefunktional

W= eS({m(r)})/k gegebenes m(r) fiir m(r)

Das “freie-Energiefunktional” F ({m(r)},h) ist nicht die thermodynamische freie Energie F(T,M)

oder Enthalpie G(T,H) sondern ein Funktional der lokalen Magnetisierung m(r), iiber deren Kon-



165

figurationen mit ¢ PF(im(r)}.h) gewichtet zu summieren ist. Die thermodynamischen Potentiale

erhalten wir aus der Zustandssumme, nachdem diese Summation ausgefiihrt ist

Z= [Dm(e) e PEUMELN) _POTH)

Das freie-Energiefunktional F kann wiederum als Raumintegral eines freie-Energiedichte-

funktionals f geschrieben werden
F({m(r)},h) = [d'r f({m(r)}h).

I. A. kennen wir das freie-Energiefunktional nicht, aber in der Ndhe des Phaseniiberganges, wo
m(r) klein ist, kdnnen wir es durch eine Entwickung ausdriicken, die weitgehend durch allge-
meine Uberlegungen und Symmetrien festgelegt ist. Der Einfachheit halber betrachten wir zu-

nédchst ein skalares Feld m(r). Auch vom Magnetfeld soll nur eine Komponente eine Rolle spie-
len, z.B. H=h/p, €&,. Dann muss gelten

f({m(r)}, h) = fiy + o {aTT)mz(r) - @m“ (r) + % &o/Vm(r) |2}— h-m(r).

Erliuterungen:
(1) fy beschreibt die Eigenschaften der ungeordneten Phase, hat aber nichts mit dem Phasen-

iibergang zu tun. Daher kann fy oft ignoriert werden.

(2) Fiir h =0 konnen nur gerade Potenzen von m auftreten, da m und —m gleichwertig sind.

(3) Wir haben eine Gradientenentwicklung gemacht. £, definiert eine natiirliche Léngenskala.

(4) Fiir h # 0 kommt ein Feld-Term hinzu, der linear an m ankoppelt.

(5) a(T) héngt von der Temperatur ab. Wir werden sehen, dass der Phaseniibergang (bei T,)
durch ein Verschwinden des Koeffizienten a(T) charakterisiert ist.

(6) Dagegen konnen wir b meist als temperaturunabhéngig annehmen mit b > 0. Sonst muss ein
weiterer Term ¢ mO beriicksichtigt werden, da die Stabilitit erfordert, dass f(jm|— +00)— .

(7) Hier haben wir a,b und m dimensionslos gewéhlt. f; enthilt die nétige Energieskala.
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Fiir riumlich konstante m erhalten wir also folgendes Bild (mit a(T) = ¢):

2. Molekularfeld-Niherung

Die Molekularfeld-Ndherung ergibt sich als Sattelpunkt der Funktionalintegralbeschreibung: Der

Hauptbeitrag zu Z kommt von dem m(r), das F({m},h) minimal macht

OF ({m},h)

0 =L
f, om(r)

h
= a(T) mo(r) + bmi(r) ~& V2 mo(r)— 3 -

mg

Eine homogene Losung fiir h = 0 ist

+/la(T)[/b  fiir a(T)<0

2

{ 0 fiir a(T)>0
1’1’10:

Fir diese Werte ist

> 0, also F(m) ein Minimum. Dagegen ist fiir die bei a(T) < 0
m:mo

2

om

ebenfalls existierende Losung m = 0 das Funktional ein lokales Maximum.

Es kommt also zu einem Phaseniibergang, wenn a(T) negativ wird. Nur fiir a < 0 gibt es einen
von Null verschiedenen Ordnungsparameter. Die Temperatur, wo a(T) verschwindet, a(T;) =0,

ist die kritische Temperatur T,. In einer Entwicklung nahe T, gilt
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T-T,
Tc =E€.

a(T) =

Fiir T < T, ist also m = + \/|e[/b . Dies bedeutet, wir finden, wie zuvor bei der Molekularfeld-

Néherung des Ising Modells, den Wert fiir den kritischen Exponenten [ =1/2.

Die Suszeptibilitdt und der damit verbundene kritische Exponent sind

6m0

X "on

l/fo 1/¢ fir T>T, '
y=v=1.

= —
)h_o g+3bm(T) 1/2|e]) firT<T,

Fiir die h-Abhéngigkeit bei T, (e = 0) finden wir

mg (h,T,) = > [B/b(T)Ty - §5=3.

In der MFA driicken wir das Funktionalintegral approximativ durch den Wert am Sattelpunkt aus
(wir konnen das Integral aber auch besser auswerten, siche Kap. 9.4.) und erhalten so fiir die Zu-

standssumme und das entsprechende thermodynamische Potential
7 ~ ¢—BF(mg,h) = G(T,H)=F{myh} .

D.h.
Fy fiir T> T,

1 2 1 4
G(T,H=0) = F{mg, 0} = Fn+ V(5 emy +7 bmg )= f.V .
( ) = F{mg, 0} =Fy+fV(5 emgy +7 bmg) FN_ibgz fir T<T,

Der erste Beitrag Fy ist regulédr bei T.. Damit erhalten wir fiir die Warmekapazitét

Cy fiir T> T,

Cio = £ —a'=0.
H-0 o2 eyt~ gyrTer, T AT
2b T

Alle kritischen Exponenten, die wir hier finden, sind also dieselben wie die der MFA des Ising
Modells.

In der Landau'schen freie-Energiefunktional-Beschreibung konnen wir auch inhomogene Lo-
sung beschreiben, z.B. eine Wand, die Bereiche mit m = +m fiir x—c von anderen mit m =

—mg flir x— —oo trennt. (Hier betrachten wir eine 1-dimensionale Abhdngigkeit bei T <T_, und h

= 0.) Eine Losung der DGL

2

0
el m(x) + bm3(0 & =3 m(Y =0,
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die die Randbedingungen erfiillt, ist

m(x) = m tanh % mit mgy="1/le|/b ;0 E(T)= &0/\/2_8 .

m(r) o

B B S B e B e e e B A

Die Skala der raumlichen Variationen £(T) divergiert beim Phaseniibergang.

3. Korrelationsfunktion

Neben dem Mittelwert m sind auch die Fluktuationen, d.h. die Stirke und Korrelationen der

Abweichungen dm(r) = m(r) — my interessant. Sie sind charakterisiert durch die Korrelations-

funktion
G(r-r') = (m(r) m(r')) — (mg)2 = (3m(r) dm(r")) .

Um sie zu bestimmen, entwickeln wir das Landau freie-Energiefunktional um den Sattelpunkt bis

zur zweiten Ordnung
f
F{{m}.h] = Flmph] + - [d%r 8m(r) [e +3bmg & V2] m(r).

Es gibt keinen linearen Term, da m,, ein Extremum ist. Zur Abkiirzung definieren wir den Koeffi-
zienten

£ firh=0und T > T,

A=8+3bm2 =
- O " 21e| firh=0undT<T,

=  F[{m},h]=F,+ %0 [d dm(r) (A—&5 V2) dm(r)
= fo 2,2
= Fo+75 2. dm(k) (A+§&j k?) dm(-k) .
k

Die letzte Form ergibt sich nach Fourier-Transformation. Im Fourier-Raum ist die Berechnung
der Korrelationsfunktion nun reduziert auf die Berechnung eines Mittelwertes mit einer Gauf3'-
schen Verteilung (siehe auch das Gauf}'sche Modell in Kap.9.4). Es folgt
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B0 S (A+gK?) pm?

(dm(k) Sm(K') ) = Zi[]k‘[ [ dm(k")}im(k) smk) e - K
ol

Das Ergebnis ist konsistent mit dem Gleichverteilungssatz. Die spezielle Form der Korrelations-
funktion im k-Raum wird als Ornstein-Zernike-Form bezeichnet. Durch Riick-Fourier-

Transformation (in d Dimensionen) erhalten wir

dk

o kT (Sm(k) Sm(-K))

=  G(r)= (5m(r) dm(0) ) = j

KT ¢ d% ik 1
el ont s KC+UE)
0 =0

iqQ2 .
zeT mitr=|r|, q=kr, ng.
q - +r17/E°(T) kr

= kT rz_d J.ddQ qd—ldq
f, &8 2m)

ddQ) beschreibt die Winkelintegration in d Dimensionen, und es wurde eine temperaturabhingige
Korrelationslidnge &(T) = go/\/K eingefiihrt, d.h.

/ furT>T,
£(T) = ‘go\/g ‘Tr c
Eo/+/2le] fur T <T,

Sie divergiert nahe T, wie &(T) ~ €. Der so definierte kritische Exponent ist in der betrachteten

N | —

Néherung | v=

Fiir 3 Dimensionen ist das Integral bekannt, da es die Form des abgeschirmten Coulomb-
Potentials (Yukawa Potential) hat. In d Dimensionen ist es proportional zu x /> Kgp-1 (x). Da-

bei ist x = r/&(T) und K, (x) eine modifizierte Bessel-Funktion mit dem asymptotischen Verhalten

T — .
1/—6 X fiir x > o
2x

KV(X) - -V
l1“(\/) (EJ firx >0
2 2

Wir finden also fiir grole Abstinde im Vergleich zu &(T), bis auf einen numerischen Faktor o

von der Ordnung 1,
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(3-d)2
Gr.T) — aﬂ%r(l—d)& AT
t/E»l O %o

d.h. die Korrelationsfunktion zerfdllt exponentiell auf der Liangenskala der Korrelationsldnge
E(T). Genau bei T, wo §(T) = oo, zerfdllt die sie wie G(r,T;) o r 2-d_ pas singuldre Verhalten

der Korrelationsfunktion genau bei der Ubergangstemperatur ist beschrieben durch einen weite-
ren kritischen Exponenten m

G(r,T,) « r2-d=

In der betrachteten Ndherung gilt .

(Bemerkung: Fiir r — 0 divergiert der hier gegebene Ausdruck fiir G(r,T;) in d>2 Dimensionen.

Terme hoherer Ordnung in der Gradientenentwicklung des freien Energiefunktionals wiirden dies

korrigieren.)

4. Fluktuationen, Ginzburg-Kriterium

Die Frage, wie gut die Molekularfeld-Naherung ist, hingt davon ab, wie gro3 die Fluktuationen

im Vergleich zum Mittelwert sind. Nachdem die raumlichen Korrelationen bis zu Abstdnden &(T)
bestehen, ist es verniinftig r = £(T) = £y//2]| €| als Vergleich zu wihlen. Wir betrachten das Ver-

héltnis

(dm(r=¢(T)) dm(0)) _ kT gm*d kT be@D2 {0 fiir d > 4

my fog(z) el/b f, gg w fird<4 '

le|—> 0

D.h. in der Ndhe des Phaseniibergangs fiir |¢] — 0 verschwinden die relativen Fluktuationen fiir d

> 4, und die Molekularfeld-Ndherung ist eine gute Naherung. Dagegen werden fiir d < 4 die Fluk-
tuationen wichtig bei T, und die Molekularfeld-Nédherung reicht nicht aus. Die Frage, wie rele-

vant dies ist, hdngt aber auch noch von dem Vorfaktor ab. Dieser kann sehr klein sein.

Z.B. haben wir in einem 3-dimensionalen Supraleiter (das giinstigste Beispiel)

& = hvp kT, , fo=D(ep) (kT,)?, b= 1, T,~ 10K, Ep=kTp=k 10*K

2
KT 1 )
<y 3(kTC) zz[kT"“J <107
fo& W viD(Ep)(KT,) Ej
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Hier haben wir die Zustandsdichte der Elektronen an der Fermi-Kante durch den friither hergelei-
2

m
teten Ausdruck D(ep) = 2_2";3 ausgedriickt. Daraus folgt, dass kritische Fluktuation erst extrem
T

4
nahe bei T, fiir |g| < (% nJ < 10719 wichtig werden. Dagegen gilt dies fiir 2-dimensionale

F

kT,

Supraleiter schon fiir ¢ < —< < 1073, Bei magnetischen Phaseniibergingen sind Fluktuationen
F

E.

in der Regel immer wichtig.

S. Allgemeine Ordnungsparameter

n Komponenten in d Dimensionen: Oben haben wir die einfachste Situation betrachtet, wo der

Ordnungsparameter ein Skalar ist. Wenn der Ordnungsparameter ein Vektor ist, z.B. die Magne-
tisierung im Heisenberg-Modell, oder allgemeiner n Komponenten hat m = (m, my, ..., m,),

konnen wir wieder das freie-Energiefunktional entwickeln.

— Aber nun sind weitere Kombinationen beim Gradiententerm moglich

1 1 1.,& 6m om
f=fy+fy{—em’>+—bm*)’+-> q.— —"'—h'm ,
N 0 {2 4 ( ) 2§01JZ=:1 1 arl arJ

wobei OLjj ein symmetrieabhéngiger Tensor ist. In isotropen Systemen und kubischen Kristallen

1 n
gilt o = ;;. In kubischen Kristallen ist auch ein quartischer Term wie 1 b > mV4 erlaubt.
v=1

Supraleitung: (“Ginzburg-Landau Theorie”) In Supraleitern ist der Ordnungsparameter ein

komplexes, skalares Feld. Weiterhin koppeln die Teilchen mit Ladung 2e an das elektroma-

(zV—EAJW
1 C

Der letzte Term beschreibt die magnetische Energiedichte.

gnetische Feld

2 H2
g s
&t

1

1 |
f :fN+f0 58|W|2+Zb|\[l|4 +ﬁ§(2)

Weitere Beispiele mit zunehmend komplexem Ordnungsparameter sind fliissige Kristalle, su-

perfliissiges 3He, ...
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6. Phaseniibergang 1. Ordnung

Wenn der Koeffizient b negativ ist, muss die Entwicklung des Funktionals weiter getrieben wer-
den, bis ein Form gefunden ist, die garantiert ist, dass f(m — oo, h) — . Dies ist fiir ¢ >0

f(m(r)}, h) = fN+fo{a(T) 2w+ 2 mt )+ ey a0|Vm<r>|} h-mr).

Damit ergibt sich nun fiir ¢ > 0 folgendes Bild, abhingig vom Vorzeichen von a(T) und b(T)

biry b f A
Phasentiibergang 2. Ordnung
m
~~ g
Trikritischer Punkt
>
a
A A
>
I
Phaseniibergang 1. Ordnung
A
b = -4(ca/3)1/2
LN N
N

Beim Phaseniibergang 1. Ordnung findet ein diskontinuierlicher Ubergang von m = 0 zu m # 0

statt.
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9.4 Weitere Modelle

1. Onsager-Losung des 2-dimensionalen Ising-Modells (h = 0)

Zum Vergleich und um einige Trends zu zeigen, zitieren wir die Ergebnisse der von Onsager ge-
fundenen exakten Losung des 2-dimensionalen Ising Modells ohne Feld (eine Herleitung findet
sich in Appendix B von Stanley and in Feynman 'Statistical Mechanics')

H=- Z JGiGj

<ij>

Ubergangstemperatur:

2]
Die exakte Losung liefert sinh i+ =1,dh. kT, 2,269 J.
C

_ 2 5.
In(v2 +1)

In Molekularfeld-Ndherung in 2 Dimensionen (mit z = 4 nichsten Nachbarn) finden wir dagegen
kTCMF =4],dh. kT, = 0.567 chMF Hier sehen wir einen allgemein Trend: Die MFA vernach-

lassigt Fluktuationen und iiberschétzt daher T..

Spezifische Wiarme:

T-T,
T

KT + regulédr .

2k
CH(T,H=0)=—;(2 J)2111
C

Die spezifische Wirme divergiert logarithmisch bei T, d.h. der kritische Exponent bleibt a=0 .

Magnetisierung:

0 fir T> T,

(c(T,H=0)) = = PB=18.

1/8
[1-1/sinh*(IAT) | fir T < T,

2. Das Gauf}'sche Modell

Eine Entwicklung des Landau-Funktionals um ein Extremum bis zur quadratischen Ordnung

(z.B. im Rahmen einer Sattelpunktsndherung) liefert ein Gauf3'sches Modell, das dann exakt aus-
gewertet werden kann. Konkret betrachten wir ein System oberhalb T in d Dimensionen

F = Iddr{fo Emhégoz(vmz}—mh}.
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Nach Reskalierung 1/§; — r, Fourier-Transformation mit m(k) = m*(—k) und Einfiihren des

Symbols J, sowie eines Skalarprodukts erhalten wir

F = Z{ [(&+ K2) Im()?] - m(k)h(k)} =5 (m,Jm) —(m,h)

und Z= '[ Dm(r)) ¢ PF (im(1)}) = (H J-dm(k)) e PF (im(k)}
K
Nach quadratischer Ergdnzung wegen des linearen Terms kann die Gauf3'sche Integration durch-

gefiihrt werden,

B
c ez(h,th)_

B \Jdet(BJ)

Dabei ist ¢ eine Konstante, die Determinante ist

d
Jaet BN =+ [TT Bfy(e+k2) = exp {%Z In[Bfy(e k)] } = exp {%V | (gnl)‘d In[Bfo(e+k2)] },
k k

11
und 5 (h, I h) =3 Zf(+k2)|()l2

Fiir h=0gilt also Z=c exp {——VJ ln[BfO(a+k2)]}

d%

und  G(T, H=0) = —kT \% j e In [Bfy(etk?)] =Greg + = kT Vj

o K n (e+k?) .

Damit wird die Warmekapazitét

L.0%G
C=-To; =Cre+ V | 5
oT K2k, (275) (e+k )y

Wir konzentrieren uns auf den singuldren Teil, der vom oberen cut-off des Integrals abhingt

i k
sing c d-1
¢ oc k gV Zj‘ oc g & XCZkC/\/E :
(84rk )’ 0 (1+X )?
: (d-4)/2
a)d <4 = Das Integral ist konvergent auch fiir x, — o = C-~¢ = o =

4—dy2
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b)d=4 = Das Integral divergiert logarithmisch C ~ Inx, ~ In¢ = a=0

c)d>4 = Das Integral ist ultraviolett-divergent, der cut-off k_ ist notig. Das Integral ist

dominiert durch Beitridge von grolen k~ k. und wird unabhéngig von €

C=const = a=0.

D.h. nur fiir d > 4 finden wir das Molekularfeld-Ergebnis.

9.5 Kiritische Exponenten und Universalitidtsklassen

Beim Phaseniibergang sind mehrere physikalische Groflen singuldr. Verschiedene Grofen f(e)
verhalten sich am Phaseniibergang wie f(¢) ~ |¢/*. Dann wird A kritischer Exponent genannt. Ma-

thematisch genauer definiert man:

Wenn A= M

= existiert, dann ist A der kritische Exponent von f{(¢).
lel=>0 1n |g]

Man verwendet dafiir die Kurzbezeichnung: f(g) ~ |e|* .

Beispiele: Magnetisches System  und Fliissig-Gas-Ubergang

— Ordnungsparameter fiir T < T,
Magnetisierung m~ JgfP Dichteunterschied Pfl — Pgas ~ P .

— spezifische Warme

e furT>T e furT>T.; p=p. (T
CH:OOC ' Y . HZO CVOC ' C p pgas( )
e[ furT<T, e[  fur T<T,; p=p;(T)
— Response Funktionen
Suszeptibilitét Kompressibilitét

- e’ furT>T, R e fur T>Te; p=p,,(T).
e[ firT<T, e[ fiir T<T,; p=p,(T)
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— Korrelationsfunktion
g’ furT>T,

G(r) =(8m(r) 5m(0)) ~ e D) mit  £(e) oc{ , .
e[ furT<T,

Bei T divergiert die Korrelationslédnge £(T) — oo. Dort gilt G(r) ~ f-dt2 ™,

— kritischer Exponent bei T,

5 3 o
h ~ ’1’1’1‘ Sgn(m) P—Pc~(P_Pc) Sgn(p_pc)

Ungleichungen

Zwischen den kritischen Exponenten gelten Ungleichungen, die aus allgemeinen thermodyna-

mischen Uberlegungen und Stabilititsbedingungen folgen. Aus der Relation

oM)2 1 oM)2 1 ' :
Cy—C =T(—j -—  folgt C zT(—j c—  und gl > [g2B-D ¢! .
n-Cu=T\5r), 5o folat Cu=T(Gr) " o und |e 2Pl

Daraus folgt die Rushbrooke Ungleichung (eine exakte Relation)
oa'+2B+y'>2.

Aus der Konvexitét von F (siehe Stanley § 4.2) folgt die Griffith's Ungleichung (exakte Relation)
oa'+B(1+35)=>2

Daneben gelten weitere Relationen, die von den plausiblen (aber nicht exakt begriindeten) “Sca-
ling” Argumenten folgen

Y>B©G-1) Widom
y@+1H2Q2-a)@-1)

2-m)v=>y Fisher
dv'i>2-da Josephson
dv >22-a

Die Tabelle gibt die Werte der kritischen Exponenten fiir verschiedene Modelle, die sich in der
Zahl n der Komponenten des Ordnungsparameters und der Dimension d unterscheiden. In allen

in der Tabelle aufgefiihrten Beispielen sind die Ungleichungen als Gleichung erfiillt.
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n=1 n=3 n=0oo
Molekularfeld | Ising Ising Heisenberg | Sphirisches
Néherung d=2 d=3 d=3 Modell, d
gq=4-d
oa=ao 0 0 ~0,12 ~-0,06 —£4/(2—¢y)
B 1/2 1/8 ~0,31 1/2
y=19 1 7/4 ~ 1,25 ~ 1,38 2/(2—€y)
v=y' 1/2 1 ~ 0,64 =~ 0,7 1/(2—€4)
) 3 15 ~5,0 (6-€9)/(2—¢q)
n 1/4 ~ 0,04 ~ 0,05
Rushbrook = = ~ -
Griffiths = = ~ -
Josephson \ fird>4 = ~ \ fird>2
Universalitiit

Das kritische Verhalten bei einem Phaseniibergang 2. Ordnung und damit die Werte der kriti-

schen Exponenten hingen nur von n = Zahl der Komponenten des Ordnungsparameters und d =

Dimension ab, aber nicht von mikroskopischen Details der einzelnen physikalischen Modelle.

Verschiedene physikalische Systeme, die zur selben "Universalitdtsklasse" gehdren, haben die-

selben Werte der kritischen Exponenten. (In die Molekularfeld-Ndherungen geht n und d nicht

ein — bzw. die Definition ist so gewéhlt, dass die triviale n und d-Abhéngigkeit, wie z.B. bei der

die Korrelationsfunktion bei T, abgespalten ist). Auch die Existenz eines Phaseniibergangs hingt

nur von n und d ab. Dafiir ergibt sich folgendes Bild
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d 4
"klassische" Fluktuationen
T S
Phaseniibergang be1 T=0
3+ Ol O] O Ol
21 O O [0 Phaseniibergang
, O kein Phaseniibergang
1+ O kein Phaseniibergang
be1 T=0
' I ——H >
1 2 3 oo n
Ising Heisenberg

X-Y Modell sphirisches Modell
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